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Modelo Classico de Cramér-Lundberg

2.1
Conceitos fundamentais

Nesta sessao introduziremos alguns conceitos fundamentais que serao
utilizados na descri¢ao do modelo de ruina.

A lei de probabilidade que rege um determinado experimento aleatério
pode mudar ao longo do tempo. Assim faz sentido considerar, em cada instante
de tempo, uma variavel alatéria N (t) que associard ao mesmo acontecimento,
em instantes distintos, probabilidades (possivelmente) distintas. Esta sucessao
de variaveis aleatérias designa-se por processo estocdstico. Formalmente, po-
deremos representar um processo estocastico como {N(t) : t € T}, onde
T é o conjunto de indices do processo e t é o parametro do processo.
Quanto a natureza das medigoes temporais, os processos estocasticos podem
ser classificados como processo estocdstico em tempo discreto no caso de
7 = {0,1,2,...}, ou como processo estocastico em tempo continuo no caso
7 =1[0,4+00).

Considerando os valores t; < ty < --- < t,41 como possiveis para t,
podemos definir o incremento do processo como a variavel aleatéria N (tgy1) —
N(ty), k=1,2,--- ,n.

Dizemos que o processo tem incrementos independentes se, para t; <
to < +-+ < tni1, as variaveis aleatérias N(tg) — N(t1), -+, N(tns1) — N(t,) sao
independentes. Além disso o processo tem incrementos estaciondrios se, para
quaisquer t; < t; e para todo h € R, h > 0, a varidvel aleatéria N(tx) — N(t;)
tiver a mesma distribuigao da varidvel aleatéria N (¢ + h) — N(t; + h). Estas
duas defini¢goes sao importantes se quisermos descrever um processo de Poisson,
como veremos mais a frente.

Quando N(t) representa o numero de ocorréncias de um fenémeno
aleatério no intervalo (0, t] diz-se que N(t),t > 0 é um processo de contagem.

Um caso particular de um processo de contagem é o processo de Poisson com
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taxa A > 0 para todo t > 0, onde
1. N(0) =0;
2. N(t),t > 0 tem incrementos independentes e estacionarios;
3. Vh — 0T, P(N(h) = 1) = Ah+ O(h);
4. Yh — 07, P(N(h) > 2) = O(h).

O model o que descreveremos estd relacionado com o montante e o
nimero de indenizagoes a que um conjunto de apdlices da origem. Por isso,
vamos introduzir um outro conceito que é o processo estocdstico composto,
identificado pela letra S. Se tivermos um processo de contagem N (t),t > 0,
uma familia de variaveis aleatérias X;, i =0, 1,2, - - independentes entre si e
identicamente distribuidas (i.i.d.) que s@o independentes de N(t), e S(t),t >0

definido como
N(t)

S(t) = ZXz‘,

onde Xy = 0, entao S(t),t > 0 é um processo estocdstico composto. No caso de
{N(t), t > 0} ser um processo de Poisson, entao {S(t), ¢ > 0}, descreverd o

que chamanos de um processo de Poisson composto.

2.2
Descricao do Modelo Classico de Cramér-Lundberg

No modelo cléssico de risco coletivo, a variavel aleatéria N (t) representa
o numero de indenizagdes ocorridas no intervalo (0,t] e segue um processo de
Poisson homogéneo com taxa A > 0. Em relacao as indenizagoes individuais,
é considerado que {X;} é uma sequéncia de varidveis aleatérias em que
cada uma das variaveis X; diz respeito ao valor da i-ésima indenizacao
associada a um sinistro ocorrido no intervalo (0,¢]. Além disso é admitido
que as indenizacoes individuais sao independentes entre si e identicamente
distribuidas e independentes de N(t)

Entao, o modelo classico de risco coletivo é um processo estocastico

definido da seguinte forma:

Ult)=u+ct—S(t), t >0, (2-1)

N()
onde U(t) é a reserva de uma seguradora até o instante t e S(t) = ZXi
i=1

representa as indenizagoes agregadas no intervalo (0,¢]. Nesse processo é
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suposto que U(0) = wu, onde u representa a reserva inicial, e os prémios
(prestagoes pagas pelos segurados para a contratagao de seguro) sao recebidos
a uma taxa constante ¢ por unidade de tempo.

No estudo de qualquer modelo de risco, é sempre importante conhecer a
distribui¢ao das indenizacoes individuais. Vamos considerar P(z) = P(X; < x)
a funcao distribui¢ao das indenizagoes individuais X;, com P(0) = 0, p(z)

"Xi] a funcao geradora de

a respectiva fungao densidade, e myx,(r) = Ele
momentos, caso exista. Vamos admitir a existéncia da média e denota-la por

Na figura 2.1 temos um exemplo de uma trajetéria de um processo de
reserva de risco de uma seguradora conforme o modelo de risco coletivo, para
o caso em que u = 10, ¢ = 1.3, A = 1 e as indenizagoes tem distribuicao
exponencial com p; = 1. E possivel observar que o processo de reserva atinge
valores negativos em 5.63 e no intervalo (5.68,7.56), ou seja a seguradora esteve

com reservas insuficiente para pagar as indenizagoes.

u®)

Tempos t

Figura 2.1: Fxemplo de uma trajetoria, obtida por simula¢do, de um processo
de reserva U(t), onde X; ~ Exp(l), A=1, ¢c=1.3 e u=10.

Vale ressaltar que o modelo de risco coletivo sé leva em consideragao as
indenizagodes pagas e os prémios recebidos que geram a reserva da seguradora,
desconsiderando as despesas com contratos de seguro, as taxas administrativas,

os rendimentos de investimentos e as taxas de juros.
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Como o numero de indenizagoes {V; }; é processo de Poisson homogéneo,

entao com base nos conceitos apresentados na sessao 2.1, podemos concluir que

o processo de indenizacoes agregadas S(t

N()

i=1

composto que possui a seguinte distribuicao:

onde F*"(x) = P

Fy(z)

=1

Z F*n 7/\t )\t)

(>- X; <) é a n-ésima convolugao de Fx(z).

E X; é um processo de Poisson

Para mostrar esse fato, observe que pela definicdo, temos que:

Fy(x)

P(S(t) <=z

ZP
ZP

[X1+X2+X3+ +X <.I

(X1+X2+X3+ +XNt)<[L"N()

]

=D

n=0

n)

-\t )\t

A esperanca e a variancia de S(t) sdo dadas respectivamente por

E[S(T)] = ME[X] e V[S(t)] = ME [X?]

Para verificar esse fato, tem-se que:

E[S®)]

E[E[X1+Xo+ X5+ ... + Xy IN(t) = n]

ZE [X1 +X2+X3++XN(t)|N(t) =n

n=0

iE[Xl+X2+X3+...+Xn]P[N(t):n]

n=0

Sp
n=0

>
i=1
inE [X]P[N(t) =
n=0
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Var[S(t)] = E[S(t)?] — E[S®)

= > |E ZX] P[N(t) = n] — (E[X] E[N(#)])"
= > |Var|>_ X +<E in) P[N(t) =n] — (E[X] E[N(t)))"

= Y nVar[X]P[N(t) = n] + Y n*(E[X]))’|P[N(¢) = n] — (E[X]E[N(t)))*

| = (BIX])* (BIN(®)])*
(BIX])*Var[N(1)

)
= MVar[X]+ (E[X])* M = M [Var[X] + (E[X])?] = ME[X?]

Se S(t) é um processo de Poisson composto homogéneo, entao sua fungao

geradora de momentos é dada por:

M (r) = eM(mx (r)—=1)
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Para verificar isso, tem-se que:

() = B[50] zE[rz

- Z E [eTZ?IIX’} PIN(t) =n] = Z E [erXitrXotrXn] PN (1)

n=0
oo

= Y [E[eM] E[er]  E [eX]] PIN(t) = 1]

= > E ZX n
- Z ﬁmxi(r) N(t) =n]= Z(mx(?”))" [N(t) =n]

= F [(mx(r))N(t)] =F [eN(t) long(T)] = my@ (logmx(r)),

Utilizando a fungao geradora de uma varidvel aleatéria que segue um processo
de Poisson, obtemos
At(elogmx (r) At(mx (r)—1
ms(r) = e ( ) — M(mx(r)=1)
Com isso, é possivel perceber que a fungao geradora de momentos de S(t)
existe se a funcao geradora de momentos da variavel aleatéria X existe.
Sabendo a esperanga e a variancia de S(t) podemos concluir que a varidvel

aleatéria U(t) que representa o nivel de reserva de uma seguradora no tempo

t tem esperanca

E[U(t)] = E[uttc—S(t)] = u+tc—E[S(t)] = utct—MNE[X]| = u+t (c — AE[X]),

Var[U(t)] = Var[u+te — S(t)] = Var[S(t)] = \tE[X?).

Em relagao ao prémio, existem diversos métodos de cdlculo encontrados
na literatura. Nesta dissertacao, vamos optar pelo principio do valor esperado
que tem como base o valor esperado das indenizacoes agregadas, E[S(t)].
De acordo com este principio, o prémio por unidade de tempo serd ¢ =
(1 + 0)E[S(t)], sendo € > 0 o carregamento de seguranga. A aplicacao deste
coeficiente deve-se, sobretudo, a necessidade de fazer face a desvios anormais

de sinistralidade em relagao ao seu valor esperado. Uma vez que S(t),t >0 é
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um processo de Poisson composto, como demonstrado, temos E[S(t)] = Ap; e,

por sua vez, ¢ = (1 + 0)Ap;.

2.3
Probabilidade de Ruina

Uma seguradora entra em situagao de ruina quando a quantidade de
capital que a instituicdo tem como reserva € incapaz de pagar aos segurados
os valores das indenizagoes, que foram resultantes de um evento indicado no
seu portifélio de contratos. Neste caso a seguradora entra em ruina, mas nao
necessariamente em faléncia. Uma das estratégias que uma seguradora tem
para se proteger da ruina é tentar reduzir o risco de reserva negativa fazendo
um contrato de resseguro. Falaremos melhor sobre resseguro no capitulo 5.

Neste trabalho a probabilidade de ruina é definida como a probabilidade
da reserva de uma seguradora ficar negativa em algum instante de tempo, dado
o capital inicial U(0) = u, isto é, dizemos que a ruina de uma seguradora ocorre
quando o processo descrito na equagao (2-1), que modela o risco coletivo atinge
valores negativos.

Considere T' = inf{t > 0 e U(t) < 0} é a variavel aleatdria que representa
o instante de ocorréncia de ruina para cada U(0) = u. Entao a probabilidade

da ruina eventual é definida na literatura da seguinte forma:

) = PT < oolU(0) = u}
= P{U(t) < 0 para um determinado valor fixo ¢ > 0|U(0) = u}
= Plu+ct—9S(t) <0|U(0) =u)=P(S(t) >u+ct|lU(0) =u)
N(t)

= P ZX,»>u+ct]U(0):u . (2-2)

i=1

A probabilidade complementar correspondente é denominada probabili-

dade de nao ruina eventual ou probabilidade de sobrevivéncia, definida por:

) = 1—(u) = P{T = co|U(0) = u} = P{U(t) > 0,¥t > 0]U(0) = u}

= Plu+ct—S(t)>0[U0) =u) = P(S(t) < u+ ct|U(0) = u)
N(t)
= P> Xi<u+cU0)=u|. (2-3)

i=1

Sendo u o capital inicial para investimento, a probabilidade de ruina

eventual de uma seguradora é alta quando os valores de u sao baixos.
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A figura 2.2 mostra a probabilidade de ruina quando as indenizacoes
particulares tem distribuicao exponencial com média 1, para A = 3 e ¢ = 1,

para diferentes valores da reserva inicial.

Probabilidade de Ruina Eventual

w(u)
03 04 05 06
| |

0.2

0.1

0.0

Figura 2.2: Probabilidade de ruina em funcdo da reserva inicial u.

Como, por hipdtese, ¢ > Ap;, entao 0 < (u) < 1, caso contrario
¥(u) = 1, ou seja, a probabilidade de ruina da seguradora é certa se o valor
do prémio for inferior ao valor de p;

E importante notar que a probabilidade de sobrevivéncia, ¥(u), é uma
funcdo monotonica crescente em u e que lim J(u) = 1, o que implica que
lim ¢(u) = 0 (ver Seah, 1990 [12]). Além disso a probabilidade de ruina
g;eo;tual em funcao da reserva inicial u em tempo continuo com horizonte
de tempo finito é denotada por ¥ (u,t), que em outras palavras é a probabi-
lidade de ruina eventual anterior a um determinado ¢t > 0. Temos também
quetlijl;o U(u,t) =(u), t >0.

Na prética para o modelo (2-1) a probabilidade de ruina t(u,t) em um
intervalo de tempo especifico (0,t] pode ser um indicador 1til de seguranga
para o processo de reserva e pode ser aproximada por simulacao. Entretanto,

para 1 (u), é possivel obter solugoes analiticas.
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