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Introducao

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) estabeleceu-se como a principal
ferramenta de andlise estrutural a partir dos anos 70 e, com o passar do tempo, seu
uso se disseminou amplamente, tanto em aplicagdes académicas quanto
profissionais (Assan, 1999).

Em sua formulacao tradicional, os deslocamentos no elemento sao
representados com o uso das chamadas funcdes de forma que, em geral, sdo
polinomiais. Tais polindmios, em alguns casos particulares, sdo a propria resposta
analitica do sistema, como ¢ o caso das func¢des de forma de um elemento de viga.
Em outros casos, mais complexos, a resposta do sistema de Elementos Finitos ¢
apenas uma aproximacao da solucdo real que, muitas vezes, ndo pode ser obtida
de forma analitica. Por se tratar de uma aproximacgdo, a maneira como o sistema ¢
discretizado pelo MEF ¢ de vital importancia para a precisdo do resultado obtido,
0 que muitas vezes pode tornar elevado o custo computacional do problema.

O refinamento da solug¢do, por hipotese, deve fazer com que haja uma
convergéncia da resposta para um determinado resultado, caso contrario o
problema estaria mal formulado. Existem os seguintes tipos de refinamento:

- refinamento p, em que as fungdes de aproximacgdo tornam-se mais
complexas, enriquecendo a resposta dos elementos;

- refinamento 4, em que o tamanho dos elementos diminui, ou seja, a malha
torna-se mais densa;

- refinamento p-h, que consiste em uma combinacdo dos dois tipos
anteriormente descritos.

E sabido que a obtengdo de uma solugdo razoavel depende da forma como
foi disposta a malha de elementos (refinamento /) e da complexidade dos mesmos
(refinamento p). Em regides de elevado gradiente de tensdes e/ou deformagdes
sabe-se que ¢ necessdrio aumentar o grau de refinamento da malha, seja por um

dos métodos descritos ou ambos.
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Um exemplo classico de descontinuidade na resposta de um problema
estrutural € o caso da aplicagdo de um carregamento concentrado em algum ponto
interior de um elemento unidimensional. No caso de uma viga com um
carregamento concentrado ocorre descontinuidade no esforgo cortante, o que se
reflete no momento fletor através de uma descontinuidade na tangente, como

mostram os diagramas da fig. (1).
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Figura 1 — Descontinuidades num modelo estrutural

Além disso, em problemas dindmicos ou geometricamente nao-lineares, a
necessidade de um maior refinamento torna-se evidente. No caso de um elemento
de viga-coluna padrdo, seriam necessarios pelo menos trés elementos para o
calculo da carga critica de flambagem ou da primeira freqiiéncia de vibragao com
boa aproximacdo, enquanto que para uma andlise linear estatica tradicional
bastaria apenas um elemento. Situa¢@o similar ocorre no caso de nao-linearidade
fisica: € necessario um maior nimero de elementos para modelar adequadamente
o surgimento de rotulas plasticas (Horne e Merchant, 1965) em vigas e porticos.

O refinamento ¢ ainda mais importante no caso de extremas concentragoes
de deformagdes. Exemplos de tais situacdes sdo o surgimento de modos de
enrugamento localizado, na instabilidade eléstica, e bandas de cisalhamento, na
plasticidade (Khan e Huang, 1995).

Outro tipo de problema em que o refinamento ¢ necessario, ainda que com

limitado sucesso, ¢ o caso da propagacdo de ondas, que envolve uma andlise
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dinamica. Na maioria dos casos, a solucao da equagao da onda ¢ mais facilmente
implementada por diferengas finitas e o MEF acaba tornando-se demasiadamente
custoso para o tipo de problema, ja que a malha torna-se muito densa quando ¢
necessario modelar problemas em que freqiiéncias altas sdo importantes (Cook et
al., 1989).

E nesse contexto da necessidade de refinamento dos sistemas de Elementos
Finitos que surgiram varios novos elementos com diferentes adaptacdes que
enriquecem sua resposta, como ¢ o caso das formula¢des Hierarquicas (Ribeiro e
Petyt, 1999), Sem-Malha (Meshless) (Basu et al., 2003) e outras.

Recentemente, as wavelets (Burrus et al.,, 1998) ganharam espago
consideravel na andlise e solu¢do de problemas numéricos em diversas areas do
conhecimento, como compressdo de imagens, analises financeiras, entre outras.
Muitas aplicagdes aproveitam apenas parte das propriedades das fungdes wavelet,
utilizando somente os seus coeficientes da analise multirresolugao (Beylkin et al.
1991), enquanto o seu uso para a resolu¢do de equacdes diferenciais requer um
conhecimento mais detalhado de caracteristicas especificas das fun¢des wavelet e
de suas derivadas.

As wavelets surgiram a partir da necessidade de encontrar novas formas de
representar fungdes, principalmente as que apresentam singularidades e gradientes
elevados, tanto no dominio do tempo como no da freqiiéncia. A fig. (2) mostra
uma funcdo contendo descontinuidades e singularidades (primeiro grafico)
decomposta por séries de Fourier (segundo grafico) e por wavelets (terceiro
grafico). Nota-se como as wavelets ndo produzem o efeito de Gibbs caracteristico
da analise de Fourier.

Wavelets de suporte compacto tém sido recentemente aplicadas na
resolucdo numérica de equagdes diferenciais parciais com resultados bastante
promissores. Tais trabalhos empregam o método de Wavelet-Galerkin (Qian e
Weiss, 1993; Ho e Yang, 2001), uma adaptagdo do ja conhecido método de
Galerkin (Fairweather, 1978), utilizando uma série de fung¢des wavelet para
representar a fungdo de resposta do problema.

Uma base completa de wavelets pode ser obtida através de relagdes de
escala e translagdo, caracteristica que ¢ de fundamental importdncia para a
obtencdo dos coeficientes de conexdo, que sdo utilizados para o calculo das

matrizes de rigidez, geométrica ¢ de massa dos elementos formulados neste
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trabalho. Para sua obtencao nao ha necessidade do calculo numérico de integrais
e, devido a natureza altamente oscilatoria das funcoes wavelet e de suas derivadas,
0 uso de quadraturas torna-se instdvel. Os coeficientes de conexdo sdo obtidos
através da resolucdo de sistemas de equagdes lineares, obtidos a partir das

propriedades das funcdes wavelet (Besora, 2004).
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Figura 2 - Decomposi¢ao de uma fungao contendo descontinuidades (acima) em séries
de Fourier (meio) e wavelets (abaixo)

O que ¢ conhecido nos estudos das funcdes wavelet como Analise
Multirresolucao (Walnut, 2002) pode ser comparado ao papel do refinamento de
malha no MEF tradicional. Uma fun¢ao wavelet pode ser “escalada” assim como
um elemento finito pode ter suas dimensdes modificadas de modo a obter uma
maior precisdo nos resultados.

Em geral, ndo ha expressdes analiticas para as fungdes wavelet, a ndo ser em
casos especiais como a fun¢cdo Mexican Hat, que nao sera objeto de estudo deste
trabalho. Os valores das fungdes nos pontos desejados sdo obtidos através de
algoritmos recursivos que se baseiam nas propriedades das wavelets, como a

relacdo de escala (Goswami e Chan, 1999).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510774/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510774/CA

Introdugao 24

Devido ao seu uso em processamento de sinais € compressao de imagens,
por exemplo, muito do jargdo utilizado comumente nos textos sobre wavelets ¢
contextualizado em expressdes da Engenharia Elétrica, como ¢ o caso dos
coeficientes de interpolacdo que s3o chamados “coeficientes de filtro” e a
Transformada Wavelet, que ¢ obtida através de uma sucessdao de filtros “passa-
alta” e “passa-baixa” (Strang e Nguyen, 1996).

A base de fungdes wavelet estd para a Transformada Wavelet assim como a
base trigonométrica esta para a Transformada de Fourier. Muitas vezes, o proprio
termo wavelet é confundido com a Transformada Wavelet, o que, embora nio seja
totalmente errado, pode levar a interpretacdes equivocadas quanto ao tipo de
analise empregado.

Neste trabalho, as propriedades das fungdes wavelet sdo exploradas em sua
totalidade, ou seja, utilizam-se os coeficientes de filtro, as caracteristicas das
fungdes, de suas derivadas, integrais e produtos internos.

Como serd visto no capitulo 2, as propriedades das funcdes wavelet de
Daubechies permitem que se calculem os produtos internos entre as proprias
fungdes e suas derivadas sem a necessidade de um método numérico, ja que isso é
feito através da solu¢ao de um sistema de equagdes. Na verdade, esse ¢ o conceito
mais dificil de assimilar quando se comeca a estudar as funcdes wavelet, pois ndo
ha expressdo analitica para as mesmas e, no entanto, suas integrais, derivadas e
produtos internos tém solucdes fechadas e exatas numericamente. No MEF
tradicional em problemas bidimensionais, as integrais sao usualmente calculadas
por métodos numéricos como a Quadratura de Gauss, especialmente quando se
consideram formas mais gerais, com Jacobiano varidvel aparecendo no
denominador do integrando. O uso de wavelets parece mais adequado a malhas
regulares, ndo havendo estudos ainda conclusivos sobre seu comportamento na
modelagem de problemas com geometrias irregulares, ja& que as expressdes de
quadraturas para wavelets existentes na literatura sdo demasiadamente custosas
nos casos em que o Jacobiano € varidvel, por ser necessario um nimero muito
elevado de pontos de integragdo para obter resultados confidveis (Maleknejad et
al., 2007).

A partir do sucesso do uso das wavelets de Daubechies na resolucdo de
equacgdes diferenciais parciais por diversos métodos como o de Wavelet-Galerkin,

novos trabalhos surgiram na tentativa de encontrar novas familias de wavelets
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para a resolucdo de problemas especificos. Nesse contexto, vale destacar a
contribuicdo de Deslauriers e Dubuc (1989) que obtiveram, a partir das wavelets
da familia Daubechies, outra familia de wavelets com caracteristicas de fungdes
interpoladoras, a qual se deu o nome de Interpolets.

As interpolets de Deslauriers-Dubuc sdo geradas a partir da correlagao dos
filtros das Daubechies originais e, por essa razdo, apresentam simetria,
caracteristica ndo encontrada nas Daubechies e muito interessante para a andlise
numérica. Como sera visto adiante, o uso de interpolets no lugar das wavelets
tradicionais melhora muito a resposta dos métodos numéricos.

Exemplos foram formulados para a validacdo das hipoteses, desde
problemas simples como a andlise linear estatica de vigas até a obtencao de cargas
criticas de flambagem. Num segundo momento, sdo estudados problemas
dindmicos como a propaga¢do de ondas em estruturas.

A principal motivagdo para o estudo das wavelets, principalmente da
transformada Wavelet, surgiu da necessidade de se obter solugdes mais precisas
em problemas com singularidades e transientes, para os quais a Transformada de
Fourier torna-se pouco interessante. Por apresentarem dominio limitado, as
wavelets sao bem localizadas no espaco e sua energia esta concentrada numa faixa
bem especifica do eixo real, o que permite o refinamento em regides de maior
gradiente, como locais de concentragdo de tensdes, mudanca de condigdes de
contorno, sem a necessidade de uma maior discretizacdo em todo o sistema. Com
esse objetivo, a combinacdo entre o uso de wavelets e o MEF ¢ muito interessante
e sera explorada adiante.

Este trabalho tem como uma de suas contribuigdes a formulagdo de
elementos finitos baseados em fung¢des wavelet de Daubechies e interpolets de
Deslauriers-Dubuc para sua utilizagio em problemas dindmicos como a
propagacdo de ondas em estruturas, além de problemas de instabilidade
linearizados como o calculo de cargas criticas de flambagem para colunas e
porticos.

A principal contribuicdo deste trabalho, no entanto, ¢ obtida da solugdo
direta das equacdes diferenciais pelo Método de Galerkin através de uma
implementagdo que ndo depende da discretizacdo do sistema em graus de
liberdade (formulagdo sem-malha ou meshless). Este tipo de formulagdo permite

também explorar ao méaximo as propriedades de multirresolucao das wavelets.
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Apesar de ndo ser o escopo deste trabalho, verifica-se que a formulagdo
sem-malha facilita a modelagem de problemas bidimensionais, j& que ndo existe a
necessidade de estabelecer coordenadas nodais fixas para os elementos, o que

seria impraticavel devido ao numero variavel de graus de liberdade das wavelets.

1.1.
Organizacao do texto

Este trabalho sera desenvolvido conforme a descri¢ao apresentada a seguir.

Capitulo 2 — neste capitulo, sdo apresentados todos os conceitos necessarios
ao desenvolvimento do trabalho, como os métodos de resolucdo de equacdes
diferenciais, em especial o0 Método de Galerkin; sdo também descritas as fungdes
wavelet e suas propriedades, bem como as fung¢des interpolet. Serd dada especial
atencao ao calculo dos coeficientes de conexdo, que sao os produtos internos entre
as fungdes e suas derivadas e que, tanto no caso das wavelets quanto das
interpolets, tém solugdo obtida através de sistemas de equagoes.

Capitulo 3 — neste capitulo sdo desenvolvidas solugdes pelo Método de
Wavelet-Galerkin para algumas equagdes diferenciais comuns em problemas de
analise estrutural. Pode-se visualizar a importancia da analise multirresolu¢do em
problemas que necessitam de uma maior discretizagao.

Capitulo 4 — neste capitulo sdo apresentados os elementos unidimensionais
que sao utilizados para a valida¢ao da formulacao. Sao apresentadas as funcdes de
forma de viga e de trelica tanto para wavelets de Daubechies quanto para
interpolets de Deslauriers-Dubuc.

Capitulo 5 — neste capitulo, sdo apresentados os exemplos elaborados para a
validagdo dos elementos formulados. Exemplos de andlise estatica e dinamica de
vigas e trelicas e de instabilidade de colunas e porticos sdo formulados.

Capitulo 6 — neste capitulo ¢ desenvolvida uma formulagdo modificada do
Método de Wavelet-Galerkin a partir dos elementos formulados. Esta formulagao
nao necessita da imposicao de coordenadas de todos os graus de liberdade do
continuo e tem como incognitas os coeficientes de interpolacdo e ndo os
deslocamentos. Ainda assim, a imposicdo das condi¢cdes de contorno e dos

carregamentos se aproxima do que ¢ feito tradicionalmente no MEF.
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Capitulo 7 — nesta se¢ao sao apresentados alguns exemplos para a validacao
da formulacdo desenvolvida, com especial atengdo a problemas que apresentam
coeficientes varidveis, descontinuidades e elevados gradientes.

Capitulo 8 — sdo apresentadas neste capitulo as conclusdes e perspectivas de
trabalhos futuros.

Apéndice A — neste apéndice sdo descritos os algoritmos utilizados na
implementagdo computacional dos elementos formulados. Os codigos foram
elaborados com o auxilio do programa MATLAB (Chapman, 2003).

Apéndice B — embora ndo seja o escopo principal do trabalho, neste
apéndice ¢ desenvolvida a andlise de placas pela formulagdo proposta com o
intuito de apontar para trabalhos futuros que possam se valer deste tipo de andlise.

Apéndice C — nesta se¢do ¢ mostrado o calculo do coeficiente de conexao
em niveis de resolugdo mais altos. Como exemplo, ¢ realizado o calculo para a

DB4.
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