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2
Modelagem Numérica do Processo de Revestimento por
Cortina

Os processos de revestimento em geral apresentam um escoamento vis-
coso, laminar, bidimensional e com superficies livres. O cédlculo da forma da
superficie livre, ha muito tempo, é uma area de interesse da mecanica de flu-
idos em geral. A solugao de problemas com este tipo de escoamento é geral-
mente considerada um desafio, principalmente, devido a natureza nao-linear
das condigoes de contorno nas interfaces.

A formulagao matematica do escoamento e o método de solugao do sis-

tema de equacgoes diferencias parciais resultante sao mostrados neste capitulo.

2.1
Descricao do Problema

Antes de apresentar a formulagdo matematica do problema, primeiro
fazemos a descricao fisica do escoamento no processo de revestimento por
cortina. Assim, na Fig.(2.1), mostramos a regiao de interesse do processo, desde
a saida do liquido da barra de revestimento até onde ocorre a deposicao da
camada de liquido incluindo o substrato revestido, como também as principais

variaveis de operacao do processo:

— Distancia entre a barra de revestimento e o substrato: Altura da cortina,
H,;

— Velocidade do substrato: U;
— Espessura da camada de revestimento depositada: t;

— Vazao de alimentacao por unidade de largura da fenda: ¢ = Ut .
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Figura 2.1: Esquema do processo de revestimento por cortina com as principais
variaveis de operacao

2.2
Formulacao Matematica

2.2.1
Equacoes de Conservacao

Para simplificar o problema se levam em consideracao as seguintes

hipoteses simplificadoras:

1. Regime permanente.

2. Fluido incompressivel.

3. Escoamento bidimensional.

4. Viscosidade do ar desprezivel em relacao ao liquido de interesse.

5. Escoamento em condigoes isotérmicas.

Com essas hipéteses e sabendo que os escoamentos viscosos com superficie
livre obedecem as equacoes baseadas nos principios fisicos de Conservacao de
Quantidade de Movimento Linear e da Conservacao da Massa, passamos a

descrever as equagoes que governam o escoamento:
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Conservacao de Quantidade de Movimento Linear:
pv-Vv=V.-T+ pg. (2-1)

T é o tensor das tensoes total normalmente dividida na contribuicao da
pressao —p/, onde I é o tensor unitario, e o tensor das tensoes 7 associado
com a viscosidade do fluido, podendo expressar o tensor de tensao total

CcOoImao:
T=-pl+1. (2-2)

Conservacao de Massa:

V-v=0. (2-3)

Sendo v o vetor velocidade e g é o vetor gravidade.

O tensor das tensoes, I', deve ser relacionado ao tipo de fluido e a
cinematica do escoamento da Eq.(2-2). Para liquidos Newtonianos esta relagao
¢ dada pela la seguinte equacao:

[}

7=Vv+ (Vv) (2-5)
sendo p a viscosidade, 7 o tensor taxa de deformacao, Vv o gradiente de

velocidade e T' operador transposta.

2.2.2
Condicoes de Contorno

Para poder resolver o sistema de equagbes de conservagao (massa e
quantidade de movimento linear), as condi¢bes do escomento no contorno
devem ser especificadas. Apresenta-se, na Fig.(2.2), um diagrama esquematico
do processo de revestimento por cortina indicando as fronteiras sobre os quais
se aplicam as condigoes de contorno.

A seguir, consideram-se as diversas condigoes de contorno que sao geral-

mente aplicadas a escoamentos com superficie livre.

1. Entrada do Dominio: Na entrada da regiao de interesse é prescrito

um perfil de velocidade.

3q |~ —T 5] .
D i P 2-
onde ¢ = Ut é a vazao de alimentacao na entrada da fenda de revesti-

mento, 2h é abertura da fenda e x é a coordenada horizontal perpendic-

ular a direcao de ingresso do liquido.
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Figura 2.2: Condigoes de contorno no dominio fisico.

2. Interface Liquido-Gas: A teoria para superficies livres prescreve duas
condigoes de contorno para a interface. A primeira condicao de contorno
é conhecida como condigao cinematica, Eq.(2-7), que afirma que nao ha
fluxo de massa através da interface, ja que a mesma ¢é uma linha de

corrente.

N -V = 0. (2—7)
Sendo ng o vetor unitario normal a superficie livre. A segunda condigao
de contorno é conhecida como condigao dinamica, que descreve o balanco

de forcas na interface Eq.(2-8).

Como uma das hipéteses do problema foi que a viscosidade do ar é
muito pequena comparada com a do liquido, a tensao de cisalhamento
na interface liquido-ar pode ser desprezada. Fazendo o balanco de forcas
pode-se dizer que a tensao normal no liquido deve equilibrar a pressao

capilar e a pressao do ar, como mostra-se na Eq.(2-8).

o O_dtfs
= T ds

onde tg é o vetor unitario tangente a superficie livre, e s € o comprimento

~

ng, - + NgPa. (2-8)

de arco ao longo da superficie livre. o é a tensao superficial e p, é a pressao

do ambiente (ar).

3. Interface Sdélido-Liquido: A primeira hipdtese utilizada é a de nao
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penetracao do liquido no sélido. Outra hipétese largamente utilizada em
escoamentos viscosos é que a componente tangencial da velocidade é
continua através de superficies de contato. Esta hipotese é aplicada tanto
para superficies sélidas quanto fluidas. Ela é conhecida como condigao
de nao deslizamento. Assim a componente tangencial da velocidade do
liquido é igual a componente tangencial da velocidade da superficie, em
nosso caso, solida. Nas paredes da fenda de revestimento, a velocidade

do liquido é igual a velocidade das paredes, Eq.(2-9):

v =0. (2-9)

Na regiao de revestimento a velocidade do fluido ¢ igual a velocidade do
substrato, U, Eq.(2-10):

v = Ui. (2-10)

Esta condi¢ao de nao deslizamento fornece previsoes de escoamento em
excelente acordo com experimentos para uma larga faixa de configuracgoes
fisicas. H&, entretanto, uma excecao digna de nota em que anélises
matematicas do escoamento que utilizam esta condicao de contorno
apresentam dificuldades. A excecao surge em campos do escoamento
que envolvem uma interface fluido-fluido moével onde a interface esta em
contato com uma parede sélida (na literatura inglesa conhecida como
moving contact line problem), como nosso caso. Porém, mesmo em tais
casos, a condi¢ao de nao deslizamento pode ser aplicada sobre o dominio
geral do fluido, ficando as dificuldades matematicas restritas a uma regiao
proxima da vizinhanca da linha de contato entre a interface e a superficie

solida.

. Linha de Contato Dinamico (LCD): Nesta regiao sub-microscépica,

proxima da vizinhanga da linha de contato dinamico, ocorre uma violagao
da condigao de contorno de nao deslizamento pela singularidade presente
na tensao, quando esta condigao é aplicada, como descrito no trabalho de
Huh [30]. Esta singularidade pode ser evitada incluindo un deslizamento
artificial na linha de contato dinamico, condicao de deslizamento de

Navier.

tn:T:%t(v—Uj), (2-11)

na Eq.(2-11), v é a velocidade do liquido, U é a velocidade do substrato

e [ é o coeficiente de deslizamento.
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Em anélises do deslocamento da linha de contato dinamico é necessario
especificar o angulo de contato dinamico. O angulo de contato de-
pende das propriedades do material e sao observados experimentalmente,
chamados angulos de contato aparente, também dependem do campo de
escoamento no dominio. Por simplificagao, o angulo de contato dinamico,

04, é considerado constante neste trabalho.

n - Ny = cos by, (2-12)

onde n é o vetor normal na interface liquido-gas e ny, é o vetor normal

ao substrato.

5. Saida do Dominio: Na saida da regiao de interesse, supondo que a
mesma esta o suficientemente distante, considera-se que o escoamento é

completamente desenvolvido.

n, Vv =0, (2-13)

n, ¢ o vetor normal ao plano de saida.

2.3
Problema com superficie livre: Geracdao de malha

A superficie livre é um contorno moével. Para problemas deste tipo, a
malha deve ser capaz de se mover e se deformar. A dificuldade gerada na
solucao de um problema de escoamento pela presenca de uma superficie livre
¢ a falta de conhecimento do dominio onde a equacao deve ser resolvida. Um
modo de superar esta dificuldade é reescrever o problema posto em um dominio
fisico desconhecido em um dominio de referéncia fixo.

O sistema de equacoes diferenciais e as condigoes de contorno no dominio
desconhecido €2 é transformado para um sistema equivalente no dominio de
referencia (2,. E necessrio definir uma funcao que relacione o sistema de
coordenadas fisicas com o sistema de coordenadas de referéncia, isto é definir
uma func¢ado de mapeamento x = x(£), onde x e £ sdo a posigdo no dominio
fisico e no dominio de referéncia, respectivamente, como mostra a Fig. (2.3).
O mapeamento utilizado faz parte da solucao do problema. A equacao que
descreve o mapeamento é denominada equacao de geracao de malha.

Para solucionar o problema no dominio de referéncia, todas as equacoes
devem ser representadas em relagao as coordenadas neste dominio (£, 7). Para

isso utiliza-se o Tensor Gradiente de deformacao do Mapeamento (V¢x):

ox 9z 9y
v§x=a—§:JT: % % : (2-14)
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Figura 2.3: Mapeamento do dominio fisico para dominio de referéncia.

Aplicando a regra da cadeia a uma variavel qualquer temos:

9 )
<?§>:JT<35>. (2-15)
on dy

Com a Eq. (2-15), as derivadas em relagao as coordenadas x e y podem
ser escritas em funcao das coordenadas do dominio de referéncia através das

seguintes equacoes:

0 1 (oyo 0Oy o
_— = — | = - = 2-1
Oz | Iz (87705 85%)’ (216)
0 1 Or 0 Ox 0
— = — \|\—5=+t== ) 2-17
% = 1 (ovaE * gean) (&17)
nas equagoes anteriores, o Jacobiano da transformacao |Jy| pode ser
escrita como Oz 0y Oz Oy
[Jr| = % 9n 9 oE’ (2-18)
§on  Onog

é o determinante da matriz de transformacgao de coordenadas.

As condigoes para realizar o mapeamento sao:
— Contorno de €2 deve ser mapeado no Contorno de €,,
— Mapeamento deve ser inversivel — detV x # 0.
Com as derivadas no dominio de referéncia, resta definir as equagoes que
descrevem o mapeamento. Existe diversos métodos para poder definir estas

equacoes, um deles é o Método de Geracao Eliptica de Malha. Este método

tem-se mostrado satisfatério para a solucao de problemas com superficies livres.
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A versao do método de geracao eliptica de malha resumida aqui é descrita
em detalhe por de Santos[31] e Benjamin[32]. Eles utilizam equagoes do tipo
difusiva e baseia-se na ideas de minimizar o funcional que mede o grau de

suavidade da malha:

/ (De[VE[ + D, | V) = 0. (2-19)
Q

Onde as coordenadas £ e n do dominio de referéncia satisfaz as equagoes
que minimizam o funcional, que sao equacoes diferenciais parciais elipticas

difusivas:

V- (DeVE) = 0, (2-20)
V- (D,Vn) = 0. (2-21)

D¢ e D,, sao os coeficientes de difusao das coordenadas potenciais, que
controlam o espacamento das curvas de £ e 1. Quando estes coeficientes sao

constantes as Eq. (2-20) e Eq. (2-21) reduzem-se as equagoes de Laplace:

Vi =0, (2-22)
V2 = 0. (2-23)

2.3.1
Condicoes de contorno para geracao de malha

Para solucao das equagoes diferencias parciais de geracao de malha, Eq.
(2-20) e Eq. (2-21), é preciso, como tinha sido mencionado anteriormente, de
condicoes de contorno que sao descritas a seguir. As primeiras trés condig¢oes
apresentadas representam diferentes formas de localizacao dos nés ao longo da
fronteira. As ultimas duas condigoes representam diferentes formas de definir

a localizagao de uma fronteira.

1. Angulo prescrito: O angulo formado pelas coordenadas € e 7 em uma

regiao determinada é especifica.
2. Nés fixos: A posicao dos nés nos contornos € fixa.

3. Distribuicao nodal prescrita: Faz-se uma distribuicao dos nés ao

longo do contorno.

E=f"s); n=g7""s), (2-24)

onde s ¢é a longitude de arco ao longo do contorno.
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4. Deslizamento sobre o contorno: Os nds sao livres para deslizar sobre

o contorno numa linha cuja equagao é conhecida.

f(x) = 0. (2-25)

5. Condigao cinematica: Liquido nao pode atravessar a superficie livre
n-v=>0, (2-26)

esta relagao localiza implicitamente a posicao de uma superficie livre,
acopla equacoes de conservacao e equagoes que descrevem a posicao dos

nds na malha.

2.4
Método de Solucao do Sistema de Equacoes

Como descrito ao longo deste capitulo, a solucao de problemas com
superficie livre consiste na solugao de equagoes diferenciais de geracao de
malha, equacao de conservacao de massa e a equacao de conservacao de
quantidade de movimento linear.

E necessério a utilizacao de um método capaz de transformar o sistema
de equacoes diferenciais em um sistema de equagoes algébricas. Neste trabalho
utiliza-se o método de Residuos Ponderados com funcoes base de Elementos

Finitos.

24.1
Discretizacao Espacial

Quando o dominio fisico é complexo, uma pratica usual é dividi-lo em
varias regioes mais simples, e estas regioes sao sub-divididas em elementos,
que neste trabalho sao rectangulares. A tnica restricao é que os elementos nao
podem se sobrepor e devem cobrir completamente o dominio computacional.
Em cada elemento sao posicionados nove pontos, oito ao longo dos lados e um
ponto no centro do elemento (elemento bi-quadratico) como mostrado na Fig.
(2.4).

2.4.2
O Método de Galerkin/Elementos finitos

O método de Galerkin pode ser compreendido como sendo uma metodolo-
gia geral para a solugao de equacgoes diferenciais, pertence a classe dos métodos
variacionais. Dentro desta classe, a solucao da equagao pode ser aproximada

como uma combinacao linear de fungoes base apropriadamente escolhidas.
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Figura 2.4: Elemento bi-quadratico.

N

f(z) = Z Ci®i- (2-27)

i=1
Na Eq. (2-27) temos um exemplo de aproximagao onde N ¢é o numero de
termos da combinagcao, ¢; sao as fungoes base e ¢; os coeficientes das fungoes,
que representam as incognitas do problema.

Os valores das incégnitas sao obtidos substituindo-se a solucao aprox-
imada na formulagao fraca (variacional) da equacao e resolvendo o sistema
resultante.

Os campos desconhecidos neste problema sao pressao (p), velocidade
(u,v), e posicao dos nés (x,y) que definem a malha no dominio fisico. O
campo de velocidade e o campo de posicao sao representados por funcgoes
base continuas e biquadrédticas ¢; e a pressao por funcoes base lineares e
descontinuas x;. Os coeficientes de expansao de cada campo em termos das
funcoes base sao Xj, Y;, U;, V;, P;, e estas representam as incégnitas do

problema discretizado.
=3 Uiy v= X Vidy
j=1
P23 Kooy =S Vo
j=1
p= zmj Pix;- (2-28)
j=1

A utilizagao de fungoes bases biquadraticas em um dominio bidimensional
exige que cada elemento possua nove nés, oito posicionados ao longo dos lados,
com cada um destes nds possuindo quatro graus de liberdade, (dois para o

campo de velocidade e dois para o de posi¢ao) e um né no centro do elemento,
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possui nove graus de liberdade (dois para o campo de velocidade, dois para
o de posigao e trés para o campo da pressdo) fazendo em total 3 grauss de
liberdade por elemento.

Os elementos que compoem o dominio sao parametrizados em coorde-
nadas locais por € e 9. Neste sistema de coordenadas, os elementos tem arestas
que variam entre -1 e 1. As funcoes bases em coordenadas locais utilizadas na
expansao do campo de velocidade e mapeamento correspondentes a um ele-

mento biquadratico de nove nés sao:

ele — 1YW —1)

¢1(e, V) = 1 L 2(e,0) = 1 :

b(e, 1) = e(e + 1);9(19 +1) ba(e ) = e(e — 1);9(19 + 1)7

bs(e.9) = (1-— 52);9(19 - 1)7%(8719) _ ee + 1)2(1 - 192),

br(e, ) = (1— 52);9(19+ 1)’%(670) _ e(e — 1)2(1 —9?)
Po(e,9) = (1 — %) (1 — 9?). (2-29)

As funcgoes base lineares discontinuas usadas para representar os campo

de pressao no sistema de coordenadas locais sao:

X1(€,19) = 1,
X2(€, 19) = 19,
x3(e,0) = e. (2-30)

Estas equagoes foram escolhidas em base ao estudo de De Santos[31], ele
mostrou que elementos biquadraticos para o campo de velocidades e lineares
discontinuos para a pressao funcionam muito bem.

Ja escolhidas as fungoes base podemos ter os residuos ponderados das
equacoes diferenciais. Estes sao obtidos multiplicando-se as funcoes residuo
por uma fungao peso e integrando o produto ao longo do dominio.

O método de Galerkin é um caso particular do método de residuos
ponderados onde o espaco das fungoes peso é idéntico ao espaco das fungoes
base usadas. Neste trabalho, elas sao polinomios lagrangeanos continuos e
diferentes de zero somente em poucos elementos.

A seguir apresentam-se a formulagao fraca das equac¢oes no dominio de

referéncia :
1. Conservacao de massa

(a) Vetor residuo ponderado da equagao de conservagao de massa:
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R. = / (V- v)xJrdQ,. (2-31)
Qo

(b) Expansao da equacdo do residuo ponderado:

i ou Ov
R = / (55 * 5, 7rd0% (2-32)

em que Y; formam a base do espago de funcgoes peso da equacao de

conservagao de massa.

2. Conservacao de quantidade de movimento linear

(a) Vetor residuo ponderado da equagao de conservacao de quantidade

de movimento linear:

R, = / p(v - Vv)wJd, + / [T : Vw|JrdS2,

o

- / <n-T>-w<§§o>dro— / (pg)wrdQ,.  (2-33)

(b) Expansao da equagao anterior para cada componente:

B = [ gy 050 + 52 p+2u§“>

i ]

-/ D(pgmwud@o. (2-34)
By = [ g 050 + S+ 2l

+ gy G+ gy [ e,

- [ oot (2:3)

onde f, = (n-T), e f, = (n-T), sdo os componentes da forca nos
contornos, sao nestes termos que entram as condicoes de contorno.
As funcoes ¢; formam a base do espaco de funcoes peso das equagoes

de conservacao de quantidade de movimento linear.

3. Geracao de malha
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(a) Vetor residuos ponderados da equagao de geragao de malha:
dr

R, = QO(VW~A~V§)JTdQO+/O(n-A-Vf)w(d—ro)dfo. (2-36)

(b) Expansao da equagao anterior para cada coordenada:

i 9y ¢i 0 ¢
Rw_ /g‘lon(anax anay)dgo
1 0y ox dar
b [ Dego(Gin. — Sin)o e ar, (2250
i Ay ¢ _ Oz ¢;
R, = /Q D oeaw ~ og oy ™

1 0y ox ar
/F Dy (ne — Sem)o T, (259

Estas integrais sao calculadas em cada elemento pelo método da

Quadratura Gaussiana.

243
Solucao do Sistema de Equacoes nao Lineares pelo Método de Newton

Quando as equacoes diferenciais parciais sao discretizadas pelo método
de Galerkin/Elementos Finitos obtém-se um sistema de equagdes nao lineares
algébricas. Este sistema de equagoes pode ser representada de forma compacta
por:

R(c;b) = 0; (2-39)
sendo R o vetor de residuos ponderados, ¢ representa o vetor solucao do
problema e b é o vetor de parametros do qual o problema depende.

Devido a nao linearidade das equagoes, este sistema nao pode ser re-
solvido por métodos convencionais diretos e por isso serd resolvido de forma

iterativa através do método de Newton, que consta do seguinte procedimento:

JAc = —R(c; b), (2-40)
(c)*™ = (c)* + éc, (2-41)

R é avaliando em c¢®), J é a matriz Jacobiana cujas componentes sao dadas

por: 8R
Jz’j = —Z.
8cj

No método de Newton, é necessaria a solucao de um sistema linear

(2-42)

JAc = —R a cada iteracao. Este sistema, por ser esparso, é resolvido pelo

algoritmo de solucao frontal desenvolvido por Hood [33]. Este algoritmo usa a
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decomposicao LU completa A iteracao se inicia com uma estimativa inicial c°
da solucao do problema e continua até que a Eq.(2-39) seja aproximadamente
satisfeita, isto significa que a norma dos vetores residuo e a solugao devam

satisfazer a desigualdade:
| Ac|la + || AR ||]o< 1075, (2-43)

O método de Newton converge quadraticamente quando o valor inicial
estimado esta dentro do raio de convergéncia do método, isto ¢, quando o chute
inicial esta perto da solucao. Contudo, caso a estimativa inicial esteja fora do
raio de convergéncia a solugao ird divergir e uma nova estimativa inicial tera
de ser usada.

O codigo computacional ja foi testado e utilizado en anteriores trabalhos

como Romero[34] e Zevallos [35] dentre outros.
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