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O modelo autorregressivo periodico — PAR (p)

Neste capitulo é apresentado ao leitor o modelo autorregressivo periddico,
PAR (p), foco deste trabalho. No intuito de introduzir e contextualizar
matematicamente o problema, sdo mostrados, brevemente, os principais conceitos
e abordagens da metodologia proposta por Box & Jenkins, a formulagao bdasica
dos principais modelos e os estdgios fundamentais da modelagem. Conceitos
matematicos e estatisticos mais detalhados podem ser encontrados nas referéncias

bibliograficas utilizadas.

2.1
A metodologia Box & Jenkins

Suponha, a priori, que exista um sistema que atue como um filtro,
estimulado por uma série de ruidos brancos (sequéncia de varidveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas, em geral seguindo uma distribuicao
gaussiana de probabilidades com média nula e variancia constante), resultantes de
um processo de geracdo de nimeros aleatdrios, e que com esse estimulo seja
gerada pelo sistema uma sequéncia de valores observados seguindo um padrao,
que corresponde a série temporal Z.

Evidentemente, em situacdes reais tem-se o caminho contrdrio, isto é,
conhece-se 0 conjunto de observagdes sequenciais Z; geradas pelo sistema em
questdo, ao qual se busca associar um modelo que corresponda aos processos
internos ao sistema que as gerou. Uma vez que se estabeleca um modelo
operacional para essa representacdo, a série aleatoria a; de valores em torno de
zero corresponde a sequéncia de valores (residuos) que resulta ao extrair de Z; os
valores obtidos com o modelo ajustado a essa mesma série de valores observados
7.

De acordo com HAMILTON (1984), a metodologia Box & Jenkins para a
previsdo se baseia no ajuste de modelos sequenciais denominados ARIMA

(autorregressivos integrados e de médias modveis) a séries temporais de valores
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observados de forma que a diferenca entre os valores gerados pelos modelos e os
valores observados resulte numa sequéncia de ruidos brancos.

Os modelos ARIMA sdo matematicamente muito robustos e capazes de
descrever os processos de geracdo de uma variedade de séries temporais para os
previsores (que correspondem aos filtros) sem a necessidade, a priori, de outras
séries explicativas do fendbmeno em questao.

Pode-se associar o conceito inicial de um filtro estimulado por uma série
aleatdria do tipo ruido branco a metodologia de Box & Jenkins conforme Figura
2.1, em que € representado um conjunto de sucessivos filtros aos quais se
associam os parametros dos modelos ARIMA (p,d,q) que representam os sistemas
estimulados pela série a; que geraram a série temporal Z;: o filtro de médias

moveis (parametro g), o filtro autorregressivo estaciondrio (parametro p) e o filtro

de integracao ndo-estaciondrio (parametro d).

ARIMA (p,d,q)
“ruido
Ct——p| 0,0, ...,09 F»| O, ....0p ] d=0,10u2 | Y;
branco”
ﬁh,;m fﬂc médias filtro at{to- filtro de integragio
moveis regressivo

. nio-estacionario
estacionario

Figura 2.1 - Os filtros do modelo ARIMA (p,d,q)
Fonte: adaptado de SOUZA (2004)

A diferenca basica entre a regressdo classica e os modelos de séries
temporais € que nos ARMA (p,q) ou ARIMA (p,d,q) ndo se pode assumir
independéncia entre observagdes. Ao contrario, os modelos autorregressivos e de
médias mdveis se propdem a modelar o grau de autocorrelacdo entre desvios e
observagodes defasadas.

De forma geral, quando se faz referéncia a modelos ARMA (p,q), esses
modelos estdo sendo ajustados a série original. Ja ao fazer-se referéncia a modelos
ARIMA (p,d,q), considera-se que a série foi diferenciada. Supondo Z; a série ja
diferenciada, os modelos ARMA (p,q) sdo representados em sua forma geral da

seguinte maneira:
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Z =0+@QZ _+Q,Z, ,+..+ ¢p)’,_p +a,—-6a,,-6,a,_,—..— an,_q 2.1
O melhor modelo deve ser parcimonioso, utilizando o menor conjunto de
parametros possivel para ajuste a série de dados observados. Os parametros p € ¢
representam o numero de parametros relativos aos comprimentos de defasagem
em que se observam valores significativos das autocorrelacdes e que
correspondem a particularidades do sistema de geracdo das séries que devem ser
explicadas pelo modelo (pois correspondem a um padrdo de geracdo). O processo
gerador dos dados da série é dito aleatdrio linear se o modelo ajustado Z; pode ser
descrito como uma combinacao linear de valores defasados de Z; e a;.

Esses modelos podem, para facilitar a compreensao, ser separados em dois
modelos complementares: os modelos de médias moéveis e os modelos
autorregressivos. Os primeiros, MA (q), correspondem aos processos de médias
moveis de ordem q em que cada observagdo Z; € gerada por uma média ponderada
dos erros aleatérios de q periodos passados. O modelo autorregressivo genérico
AR (p) modela uma autorregressdo da varidvel Z; com ela mesma defasada (Zi,
Zi,....2+p), para os p periodos de defasagem em que a autocorrelagdo parcial entre
as varidveis € significativa.

Existe um principio de dualidade entre os modelos do tipo MA e AR de
forma que haja a seguinte correspondéncia entre eles: um MA (q) de ordem finita
corresponde a um AR (p) de ordem infinita e um AR (p) de ordem finita a MA (q)
de ordem infinita, BOX, JENKINS & REINSEL (1994).

A metodologia de Box & Jenkins segue trés estdgios principais, conforme
mostrado na Figura 2.2:

e [dentificac@o de possiveis modelos e de seus parametros (p,d,q);
e Estimac¢ao dos parametros (p,q) e testes de diagndstico;
e Previsdo, simulacdo ou controle do sistema de geracdo dos valores

observados Z;.
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MODELOS ARMA (ARIMA)
ORDEM GERAT,

¢ I~ ldentificagdo

IDENTIFICACAO DO MODELO
AR, MA OU ARMA

!

UTILIZACAO DOS DADOS PARA Estimagao e testes

ESTIMAR PARAMETROS de significancia

0 modelo é
adequado? Tndlise dos USO DO MODELO
residuos PARA PREVISAO  |=> Aplicagdo do
- . OU CONTROLE modelo

U

Teste de adequagiio
do modelo

Figura 2.2 — Estagios da metodologia Box & Jenkins
Fonte: adaptado de SOUZA (2004)

Portanto, como tarefa inicial € preciso determinar p e g para a identificacao
de possiveis modelos. Para isso procede-se ao exame dos coeficientes das fungdes
de autocorrelagdo e autocorrelagdo parcial, que permitem medir a forca relativa de
interacdo entre as variaveis Z; defasadas.

A combinacdo dos termos ponderados por esses dois coeficientes, na
auséncia de aleatoriedade, poderiam revelar o modelo exato ARMA (p,q).
Contudo, a aleatoriedade estd presente na amostra do processo, o que leva a
desvios dos verdadeiros valores observados. Logo, pode haver enganos na
identificacdo dos coeficientes de autocorrelacio com base na andlise de dados
amostrais. Esses enganos sao revelados no teste de adequacdo do modelo ou

analise dos residuos.

2.2
O modelo PAR (p)

Conforme mostrado em HIPEL & McLEOD (1994), algumas séries
histéricas, dentre estas as hidrolégicas sazonais, exibem uma estrutura de
autocorrelacdo que depende ndo somente do intervalo de tempo entre as
observacgdes, mas também do periodo observado. Ainda, segundo SALAS, BOES
& SMITH (1982), os processos estocdsticos naturais sao, em geral, estaciondrios
em sentido lato, isto €, os momentos de primeira e segunda ordem da distribui¢ao

de probabilidades nao sdo afetados por variacdes devido a escolha da origem dos
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tempos, um dos pressupostos para a aplicacdo da metodologia Box & Jenkins
HARVEY (1981).

Na classe de modelos periddicos, dois modelos se destacam: PAR (periodic
autoregressive) e PARMA (periodic ARMA). O modelo PAR (p) ajusta para cada
periodo da série um modelo AR (p). Em hidrologia, a modelagem PAR (p) surgiu
a partir das pesquisas de THOMAS & FIERING (1962), de acordo com HIPEL &
MCcLEQD (1994).

De maneira similar, um PARMA (p,q) consiste num modelo ARMA (p,q)
para cada periodo em estudo. De acordo com RASMUSSEN (1996), a
extrapolacdo dos modelos PAR (p) para os modelos PARMA (p,q) ndo é uma
tarefa trivial e pode ndo ser justificivel dado o bom desempenho dos modelos
autorregressivos. Ainda, conforme mostrado em HOSKING (1984), estdo
descritos na literatura procedimentos para modelagem de séries hidrolégicas que
apresentam longa dependéncia e possuem o parametro d do modelo ARIMA (grau
de diferenciacdo) assumindo valores fraciondrios. Estes modelos sdo conhecidos
como ARFIMA, TREVISAN, SOUZA & SOUZA (2000). A estimagdo de d em
geral € baseada na fungdo periodograma e periodograma suavizado. Esses
modelos nado serdo abordados neste trabalho.

De acordo com MACEIRA (1989), séries hidroldgicas com periodicidade
menor que o ano, tais como séries mensais, tém como caracteristica o
comportamento periddico das suas propriedades probabilisticas, como, por
exemplo, a média, a variancia, a assimetria e a estrutura de autocorrelacdo. A
andlise deste tipo de série pode ser feita pelo uso de formulagdes autorregressivas
cujos parametros apresentam um comportamento periddico. A esta classe,
denomina-se modelos autorregressivos periddicos, PAR(p), onde p € a ordem do
modelo, ou seja, 0 nimero de termos autorregressivos do modelo. Em geral, p é
um vetor, p = [pi1, p2, ..., p12], onde cada elemento fornece a ordem de cada
periodo (més, no caso de séries mensais).

O modelo PAR (p) é descrito matematicamente por:

Z B m Z[— - — m Zt—) _lum—
[ t ﬂszwl ( lo- ll’lm 1J+...+¢pm( Pm Pm ]+a, (22)

O o

m m—1 m-p,,
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Z, Série sazonal de periodo s.
S Numero de periodos (s = 12 para séries mensais).

Indice do tempo, t =1, 2, ..., sN, funcdo doano T (T =1, 2, ..., N) e do periodo
m(m=1.2,..,s).

—

N Numero de anos.

M, Meédia sazonal do periodo m.

o, Desvio-padrdo sazonal do periodo m.

¢:ﬂ i-¢simo coeficiente autorregressivo do periodo m.
DPm Ordem do operador autorregressivo do periodo m.
A

L. . . L. A 2 . ~
Série de ruidos independentes com média zero e variancia O a(m) . A fim de ndo

m)

sobrecarregar a notago, os ruidos a, ™ seréo tratados apenas como a,.

A metodologia ajusta, portanto, um modelo autorregressivo de ordem p para
cada um dos periodos (meses) das séries hidroldgicas histéricas. No caso do
Newave, estes modelos sdo ajustados as séries de vazdes e/ou ENAs (Energia
Natural Afluente) de cada um dos subsistemas brasileiros (Sudeste/Centro-Oeste,
Sul, Nordeste e Norte). Além dos vinculos hidraulicos, os subsistemas sio
conectados eletricamente por meio de grandes troncos de interligacdo,
constituindo desta forma um sistema interligado.

A Energia Natural Afluente € calculada a partir das vazdes naturais e das
produtibilidades equivalentes ao armazenamento de 65% do volume util dos
reservatorios dos aproveitamentos hidroelétricos. A ENA pode ser calculada em
base didria, semanal, mensal ou anual e também por bacias e por subsistemas, de
acordo com os sistemas de aproveitamentos hidroelétricos existentes nas
configuragdes de bacias hidrogrificas e de subsistemas elétricos, MARCATO
(2002).

Um dos objetivos deste trabalho € a investigacdo do método de identificacao
das ordens de cada um dos modelos ajustados, propondo uma nova abordagem

para a mesma tarefa por meio da técnica de computagdo intensiva Bootstrap.
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2.2.1
Identificacao das ordens “p”

Segundo MACEIRA (1989), a identificagdo tradicional das ordens p dos
modelos PAR (p) € feita por meio da andlise das func¢des de autocorrelagdao (FAC)

e autocorrelacao parcial (FACP).

Seja p," a correlacdo entre Z; e Z, de tal forma que ¢ corresponda ao

,0]?1 — E|:(Zt _ﬂm j{zt—k _ﬂm—k j:| (23)
o, O,

O conjunto de fungdes de autocorrelacdo p," dos periodos m =1, ..., s,

periodo m:

descrevem a estrutura de dependéncia temporal da série. Estas fun¢des sdo dadas

p]:n — E{(Zt — M, j(zt—k _:um—kj —
O-m O-m—k

¢1mEH 2y~ My j{ Zy My J + .. 2.4)
o) o)

m—1

por:

Conhecidos os pardmetros de um modelo PAR(p), as fun¢des p," sdo dadas

pela solucdo da equagdo (2.4) e podem ser expressas por uma combinacdo de

decaimentos exponenciais e/ou ondas senoidais (para detalhes, ver BOX,

JENKINS & REINSEL (1994)), o que faz com que cada p|" tenda a zero a medida

que k cresce.
Fixando-se m e variando k de 1 a p,, em 2.4, obtemos para cada periodo um
conjunto de equacdes comumente denominado de equacdes de Yule-Walker. Para

um periodo m qualquer:

m—1 m-1 m—1 m m
1 pl p2 ppmfl ¢1 pl
m-1 m-2 m-2 m m
Pl Lopr e | | e
m—1 m-2 m-3 m | _ m
Py P Lo, e |=| P (2.5)
m—1 m=2 m=3 m m
_'0 pat Pp,2 Pp,s 1 __¢p i _,0 P
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Chamando ¢, o j-ésimo pardmetro autorregressivo de um processo de

ordem k, ¢, € o ultimo parametro deste processo. As equacdes de Yule-Walker

para cada periodo m podem ser reescritas da seguinte forma:

m-1 m-1 m-1 mn m
L p P o Pra || P P
m—1 m=2 m=2 m m
pl 1 pl pk—2 ¢k2 pk2
m-1 m=2 m=3 mo| _ m
P Pi 1 o Prs || P | T Prs (26)
m-1 m=2 m=3 m m
pk—l pk—Z pk—3 1 ¢kk pkk

Omitindo a notacdo do periodo m no intuito de facilitar as notacdes, ao

conjunto de valores ¢,, , k =1, 2,..., chamamos de fun¢do autocorrelagdo parcial

7z

do periodo m. Este conjunto é outra forma de representar a estrutura de
dependéncia do processo estocdstico ao longo do tempo. Em um processo
autorregressivo de ordem p,,, a funcio de autocorrelacdo parcial ¢, serd diferente
de zero para k menor ou igual a p,, e zero para k maior que p,,.

Portanto, a identificacdo cldssica do modelo consiste em determinar as
ordens mais apropriadas dos operadores autorregressivos de cada periodo p,,, m =

1, ..., s. Isto pode ser feito obtendo-se estimativas ¢, , k =1, ..., N/4 e substituindo

em (2.6) as autocorrelacdes pelos respectivos valores amostrais. Se a ordem do
operador autorregressivo de um periodo qualquer m € p,, entdo ¢, para k > p,,

tem distribuicdo aproximadamente Gaussiana com média zero e variancia 1/N
(aproximagao de Quenouille). Para cada periodo m procura-se a maior ordem i tal

que todas as estimativas ¢,, para k > i ndo sejam mais significativas. Esta forma

de identificacdo é a utilizada no Newave, CEPEL (2000), e a ordem maxima
admitida € seis, ja que estudos mostram que ordens elevadas apresentam maiores
chances de conter coeficientes autorregressivos negativos que, eventualmente,
poderdo produzir coeficientes positivos indesejaveis nos cortes de Benders (fase
de otimizacdo), MACEIRA (2004).

Ap6s a etapa de identificacdo é necessdrio obter estimativas para os diversos
pardmetros do modelo. Segundo HIPEL & McLEOD (1994), para os modelos

autorregressivos, os estimadores de momento sdao em geral tdo eficientes quanto

os obtidos pelo método da maxima verossimilhanca. Os parametros ¢", i =1, ...,
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Pm» S0 estimados substituindo-se na equagdo (2.5) p,:”_k ,J=0, .., pu-1), k=1,

..., Pm» POT suas estimativas amostrais, MACEIRA, 1989.
Observa-se que os parametros do modelo para o m-ésimo periodo podem ser
estimados de maneira independente dos parametros de qualquer outro periodo.

Cada um dos m sistemas resultantes pode ser resolvido por Decomposicdo de

2(m)
a

Cholesky. Finalmente, as estimativas de o™ podem ser obtidas usando-se a

expressdo a seguir, em que os p;" sdo substituidos por seus estimadores, PENNA
(2009):
o, " =1-¢!"p"~ @' p} .= 9, p; 2.7)
A etapa final, antes da geracdo dos cendrios sintéticos, consiste em testar a
adequacdo dos modelos, verificando se as hipéteses assumidas foram satisfeitas.
Uma série de estatisticas e critérios pode ser empregada nessa fase a fim de
escolher-se o modelo mais adequado; a grande maioria baseia-se na verificagao da
hipétese de os residuos ajustados a; serem ruidos brancos, isto €, sequéncias de
varidveis aleatérias independentes, identicamente distribuidas e, ndo
necessariamente, mas usualmente, com distribuicdo Gaussiana de média zero,

variancia constante € que nao apresente qualquer estrutura de dependéncia serial

(MORETTIN, 1987).

2.2.2
Resultados assintéticos para a distribuicao de probabilidades de
autocorrelacao e autocorrelacao parcial

De acordo com NETO (1991), as distribui¢cdes de probabilidade da FAC e
FACP sao bastante complexas. Em ANDERSON (1942) apud NETO (1991)

mostra-se que se o parametro estimado, p,, € nulo e o tamanho da série é
relativamente grande, entdo o estimador de p, tem distribuicio gaussiana:
P, ~N[O,V(p,)]. BARTLETT (1946) apud NETO (1991) propds uma expressao

aproximada para a variancia de p, :

|
V)= 20T+ Pl —Apipp 200 20000 2)

[=—oc0
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Para processos nos quais p, =0 para k > g, pode-se usar a aproximagao de

Bartlett, dada por:
1 L,
Vip) = 142 (p7) (2.9)
i=1

Para as autocorrelagdes parciais amostrais existe o resultado provado por
QUENOUILLE (1958) apud NETO (1991), mostrando que sob a hipétese de um

processo autorregressivo de ordem p, a variancia aproximada de ¢,, € dada por

(para N grande, pode-se supor normalidade):

1
V(ip,) = N (2.10)

Logo, os procedimentos para testar as hipéteses:

Hy:p, =0 Hy,: 9,=0

sdo bastante grosseiros e, em suma, se p, =0 e ¢, =0 e N suficientemente
grande, € possivel afirmar que p, ~ N[0,V (p,)] € ¢, ~ N[0,1/n].
Assim, tem-se, segundo NETO (1991), os pivos (p, —O)/V(pk) e

Jn (¢, —0). A partir deste resultado, para verificar se os pardmetros de interesse

sao estatisticamente nulos, constréi-se os intervalos de confianga ao nivel (1- a):

I, :[iZ(l_%)m} (2.11)

1
I, = [J_r z(l_%)\/;} (2.12)

Portanto, sdo utilizados a FAC, FACP e os intervalos anteriores como
ferramentas para identificacdo da mais provavel estrutura de modelagem da série,
comparando com o seu comportamento tedrico esperado.

Contudo, existem modelos em todas as estruturas cujos valores da FAC e
FACP, embora ndo nulos, sdo aceitos como pertencentes, respectivamente, aos
intervalos de confianga mostrados.

Assim, a técnica tradicional aponta para a aceitacdo de processos como

sendo ruidos brancos, quando, na verdade, trata-se de modelos com parametros
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situados em determinadas regides do espago paramétrico que possuem baixos

valores de p, e ¢, . Desta forma, a defini¢do clara de processos desta natureza

(conhecidos como “Quase Ruido Branco”, QRB) é fundamental para um estudo
rigoroso em séries temporais. O conceito de QRB foi introduzido na literatura por
NETO (1991).

Corroborando a ideia de que a forma cldssica de identificagdo das ordens p
pode ndo ser a mais adequada, como mostram os resultados anteriores,
STEDINGER (2001) sugere algumas reflexdes acerca desta fase e propde o
seguinte critério para a selecdo das defasagens (lags) significantes: para cada

periodo m procura-se a maior ordem i tal que todas as estimativas ¢, para k < i

sejam significativas. Este critério ndo admite lags intermedidrios nao-
significantes, o que ocorre na forma classica.

STEDINGER (2001) ainda afirma que uma modelagem que considera
individualmente cada més ndo pode produzir o melhor ou um conjunto adequado
de modelos. Sem maiores detalhes matematicos e dada a natureza dos fend6menos
naturais envolvidos, o autor questiona que ndo faria sentido considerar, por
exemplo, que os fluxos de fevereiro dependam daqueles de janeiro, dezembro,
novembro, outubro, setembro e agosto (p = 6), e para as previsoes de janeiro seja
necessario somente o histérico de dezembro (p = ). O mesmo raciocinio é
mostrado em MATALAS (1967), em que o autor afirma que um sistema de
planejamento adequado deve considerar a interacdo entre varias varidveis do
sistema hidrolégico.

STEDINGER (2001) finaliza afirmando que a solug¢do para o desafio da
modelagem enfrentado seria a ado¢do de uma visdo mais ampla do modelo de
decisdes, que deve ser guiado pela razoabilidade hidrolégica dos modelos
selecionados com o reconhecimento da intrinseca ligacdo entre os modelos
escolhidos para diferentes periodos.

Portanto, dadas as observagdes e andlises criticas a maneira cldssica de
identificacdo das ordens p, este trabalho propde o emprego do Bootstrap como
forma alternativa a estimacdo da distribuicdo de probabilidades dos coeficientes
da FAC e FACP e posterior andlise da significincia dos lags significativos para

identificacdo das ordens p.
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223
Geracao de cenarios hidroldgicos sintéticos

O histérico de vazdes e/ou ENAs disponivel para o ajuste dos modelos é
uma série temporal que, na verdade, consiste em apenas uma das possiveis
realizagdes do processo estocdstico gerador. O objetivo €, portanto, dado um
modelo autorregressivo ajustado a série original, aproximar o comportamento
estocéstico e, sinteticamente, gerar tantas novas séries temporais quanto se queira,
diferentes do histérico original, mas igualmente possiveis do ponto de vista
estatistico.

Nesta sessdo sdo apresentados todos os conceitos e detalhes matematicos e
estatisticos utilizados para geragcao de cendrios hidrolégicos sintéticos via métodos
tradicionais, da forma como estdo implementados no modelo Newave. Conforme
j4 descrito, os modelos utilizados para modelagem e geracdo cendrios de
afluéncias sdo referenciados como PAR(p), onde p € a ordem do modelo, ou seja,

o nimero de termos autorregressivos. Em geral, p é um vetor, p = [pl, Doseee plz],

onde cada elemento fornece a ordem do respectivo periodo. Matematicamente
tem-se:

_ - Z,_, ~
[Z, ﬂmj:(p{n(Z_z—; ’u’”‘lj+...+¢”’m Cop " Hore |y g (2.13)

m m—1

Manipulando a equacdo do modelo para isolar o valor das vazdes e/ou

ENAs, tém-se as seguintes expressoes:

_ 7 —
Z H o (—Z"l ot j +..+¢) Zip " Hoep, +a, (2.14)
O-m Gm Gm—l ! O-m_Pm
Z - Z_, —M,

Z, :ﬁam+(p[”am("l—ﬂ’"‘lj+...+¢;” o, Zirn " Hop, +0,a,  (2.15)

Gm Gm—l ! m-p,,

Z - Z_, —U,
Z=u, +(pl’"0m(—"l ﬂm“j+...+(p’”m0'm L~ P ”; Honr, +0,4, (2.16)

m—1 m=py,
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Um dos problemas frequentes em sistemas com reservatorios em cascata,
onde as vazdes incrementais podem ser muito pequenas, € a geracdo de vazdes

mensais negativas. Para obter Z; positivo € necessdrio que ele seja maior que zero:

Z i=p, ~ Mm—p,

2{ —
-1 ﬂm—lJ_'_“._l_(p;’:lam —|+0,4q, >0 (217)

(o}

m—1

o

m=py,

ZZI ::/lm +—¢ﬁ”(7nl(

Colocando a inequacao 2.17 em funcao de a;:

/‘m m ZZF— _-l‘m— m Zzb'm _-/lm_ m
a, > _(_j — ) (;J —. =) P T Pm (2.18)
o o, o

m m=p,

Chamando o lado direito da inequagdo 2.18 de A, tem-se:

a,>A (2.19)

Portanto, a varidvel A € funcdo apenas dos momentos (média e variancia)
do periodo m e dos coeficientes autorregressivos e € dada por:

Z - Z,_, —MH,
A= _(ﬂ_mj —o" (I—MJ | e a1 (2.20)
o Cym—l o

m m=py,

Muitos pesquisadores consideram que os residuos a; apresentam distribuicao
Normal e uma possivel ndo-normalidade pode ser corrigida por transformagdes
ndo-lineares, BOX & COX (1964) apud SHAHJAJAN MONDAL (1996).
Entretanto, como as séries sintéticas produzidas serdo utilizadas em modelos que
calculam as estratégias 6timas de operacdo de um sistema multirreservatorios,
baseados em programacdo dindmica dual estocdstica, o modelo de geracao de
séries sintéticas deve ser aplicado diretamente a série temporal original e deve ser
capaz de lidar com residuos que apresentam um forte coeficiente de assimetria.

A solugdo adotada, segundo a literatura, foi ajustar uma distribuicdo
Lognormal com trés parametros aos residuos mensais a;,, MACEIRA & MERCIO
(1997).

A seguir s@o mostrados em detalhes os passos para modelagem da estrutura

dos ruidos que serdo gerados com base em simulagdes Monte Carlo — geracdo
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pseudoaleatdria de observagdes de alguma distribui¢iao de probabilidades e uso da
amostra obtida para aproximar a funcdo de interesse.

Definindo as seguintes varidveis:

& ~ Nly.,0?) 2.21)
a,=e” +A (2.22)

Entdo, a varidvel a, é Lognormal, como segue:

a, ~ LNormal(u,,0?,A) (2.23)

Visto que os ruidos dos quatro subsistemas sdo gerados de forma conjunta,

define-se o vetor aleatério multivariado b, ~ N, (0,1). Logo, segue que:

fr _zuf
=b
o A (2.24)
§ =bo:+ (2.25)
a,=e" +A (2.26)

Logo, é possivel reescrever da seguinte forma a, com a seguinte estrutura:

a, =e" %M L A (2.27)

O vetor b, tem dimensdo (4x1) e é gerado aleatoriamente com base em uma
distribui¢io gaussiana padrio (N(0,1)). Os pardmetros A e o sao estimados de

tal forma a preservar os momentos dos residuos, conforme CHARBENEAU

(1978) e reproduzido em PEREIRA et al. (1984).

o: =4/In(6) (2.28)

2
g_1%0 a<m/A2 (2.29)
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p: =05% 1n(‘7a<'%( o 1)j (2.30)

As defini¢des anteriores sd@o dadas no intuito de preservar os momentos dos
residuos. De acordo com CHARBENEAU (1978) a distribuicdo Lognormal com
trés parametros sO € aplicdvel a distribuicdes com coeficiente de assimetria
positivo. Assim, a varidvel @ € a Unica raiz real (sempre >1) da equagdo a seguir,
em que ¥ representa o coeficiente de assimetria dos residuos gerados pelo
modelo.

0’ +36°—(4+y*)=0 (2.31)

Para se gerar vazdes mensais multivariadas, assume-se que os residuos
espacialmente ndo correlacionados, b,, podem ser transformados em residuos

espacialmente correlacionados, W,, da seguinte forma:

W = Db, (2.32)

D ¢é uma matriz quadrada de dimensdo igual ao numero de subsistemas

(4x4). A matriz D pode ser estimada por:

DD" =U (2.33)

Segundo PENNA (2009), no intuito de preservar dependéncias espaciais
entre os subsistemas, faz-se U sendo a estimativa da matriz correlacdo espacial
mensal entre as ENAs dos pares de subsistemas. A matriz D pode ser estimada
pelo método da Decomposi¢do Espectral, CASELLA (2001).

De acordo com MENDES (1990), para estimar D, adotam-se os seguintes

procedimentos matematicos:

A equacdo matricial DD" =Ué resolvida por meio da obteng¢do dos

autovalores e autovetores da matriz U, assim:

PL?L"*P" =U (2.34)

DD" =U (2.35)
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Portanto, D= PL"*. Em que P e L sao as matrizes (k x k) de autovetores e
autovalores de U, respectivamente. Assim, U é decomposta em P e L, obtendo-se
posteriormente a matriz de carga, D. Tem-se, portando, m matrizes D, m = 12 no
caso de séries mensais.

A partir dos cendrios gerados, o0 modelo Newave busca calcular estratégias
6timas de operacao para diversos cendrios hidrologicos. A dimensao do espaco de
estados € dada pelo nimero de reservatérios somado a ordem maxima do modelo
PAR(p).

Na fase de otimizacao, o modelo estocastico “linear” PAR (p) sera utilizado
na estrutura de derivadas durante a fase de recursdes do algoritmo de PDDE,
responsavel pela construcdo iterativa da funcdo de custo futuro, MARCATO
(2002).

Contudo, dada a necessidade de garantir vazdes e/ou ENAs ndo-negativas e
a partir de algumas manipulagdes matematicas, € possivel observar uma alteracao
na equacdo linear autorregressiva do modelo, assumido uma estrutura nio-linear,
0 que se torna um agravante na PDDE. No pr6ximo item as manipulacdes

matemadticas e o impacto causado sao detalhados e avaliados.

2.24
A estrutura nao-linear do PAR (p)

A partir deste ponto sao realizadas algumas manipulacdes matematicas na
estrutura da equagdo do PAR (p) e € avaliado o impacto da equacgdo final obtida na
fase da construcao da funcdo de custo futuro.

Assim, manipulando matematicamente a estrutura do modelo PAR (p) e
definindo algumas varidveis auxiliares, tem-se:

Z - Z - Z,_, M,
( ‘ ﬂm]:¢1’”("_l—’£l””_lj+___+¢;n Ziopa " Fnep +a, (2.36)
o o, ! m=p,,

m m—1

Seguindo a proposta de FINARDI et al. (2009), definindo as

varidveis ®" e ., pode-se reescrever Z:

m m O-m
' =g, (2.37)

m=p,,
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B =u,-'u, —. - u, (2.38)
Z,=®'Z +..+®7 Z_, +f +a0, (2.39)

Assumindo a premissa de que o as vazdes e/ou ENAs devem assumir

valores ndo-negativos, tem-se:

O'Z, 4. +®) Z  +B +a0,>0 (2.40)
Isolando o residuo a:
"z —...—-DP"Z -
ar > ( 1 t—1 Pm 1= Pn ﬁ[) (2'41)
o

m

Colocando a; na estrutura mostrada anteriormente, seguindo uma

distribuicao Lognormal de trés parametros e explicitando a varidvel A:

. — e(bfo-§1+ﬂ§1) +A (2.42)
-'Z  —..-P"Z -
A — ( 1 -1 P t=p, IBI‘) (243)
o

m

Voltando a equacdo inicial do modelo e fazendo substitui¢des recursivas, o

modelo PAR (p), a principio autorregressivo linear, assume a seguinte estrutura:

Z,=®'Z +..+®" Z_, +f +a0, (2.44)
Z, =@V Z 4.k P Z_ + B+ )+ Ao, (2.45)
Z,=®'Z  +t®" Z_ +B 4" o, +AC, (2.46)

Z,=®'Z +.+®VZ , +B +
(—'Z  —m @) Z,, =) - (2.47)

e( bOg, 1, P

+(

)
)o,, + .

(o}

m
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Z, ="M g (2.48)

t

Incorporando a correlagdo entre os subsistemas, tem-se:

Z, = (" e (2.49)

t

Desta maneira, em funcdo das manipulagdes matematicas para garantir que
Z; > 0, € possivel notar a alteracdo na estrutura do modelo PAR (p), tornando-o
ndo-linear. Na fase de otimizagdo, a estratégia de solucdo é vdlida apenas em
problemas lineares. Portanto, ao se ter um modelo ndo-linear que € aplicado direto
ao problema linear, este ultimo perde uma das principais caracteristicas, a
linearidade.

Sabe-se que durante as recursdes do algoritmo de otimizacao, sdo calculadas
derivadas e estas incluem as do modelo PAR (p). Em uma estrutura

autorregressiva, dZ,/dZ, , é, em principio, apenas o proprio coeficiente estimado

pelo modelo. Entretanto, na nova equagao do modelo, a partir das manipulagdes
para garantir Z; > 0, perde-se essa referéncia.

Apenas de forma ilustrativa s@o mostrados os calculos a seguir, segundo
FINARDI et al. (2009). Para a estrutura nao-linear, derivando em relacdo a

primeira defasagem (andlogo para as demais até a ordem do periodo m), tem-se:

aazz,; _1, = a((gW;;)f )o,) 0.50)

a&;i =A=o @2.51)

3?_1 =¢'=0, (_XSJA': 2¢T?5 (2.52)

&a)za,i =% = 21111(0)% = 2;?1;‘29) (2.53)

oMy, _ u,'= @*-6)"” 1 208 = 20,0,(20-1) 050

o 2(0°-0)" A (6% -6)
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a(e(Wfo'@ )+,U§,) W0 ' '
=0, 2o G )
t—1

A =0

Z m

(e £ 29,07 L 290,26-1)
‘20N In(0) A(6*-0)

37

(2.55)

(2.56)

Nota-se, portanto, o impacto da ndo-linearidade assumida pelo PAR (p) no

calculo das derivadas mostradas anteriormente. Assim, a proposta deste trabalho é

sugerir uma nova abordagem para a geracdo e cendrios hidrolégicos de forma a

garantir a linearidade do modelo autorregressivo a fim de que a PDDE possa ser

realizada a partir da abordagem proposta neste trabalho.
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