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Formulacdo Matemética

A seguir sera apresentada toda a teoria que enwoiwedelo proposto, a
partir de uma descri¢do detalhada dos seguintestaspdo problema: geometria,
simplificacbes das equacgdes de conservagao deidpdede movimento e massa
atraveés da teoria da lubrificacdo, abordagem atlbzpara tratar o comportamento
reologico do fluido, metodologia para obtencdo dmaedo de pressdo e a
avaliacdo do campo de velocidade. Além disso, vabsaltar as principais
hipoteses utilizadas nesse modelo:

e Fluido Incompressivel;
* Fluido Ineléstico;

* Regime Permanente;
* Escoamento Laminar;

« Escoamento Isotérmico.

2.1
Geometria

A descricdo geométrica adotada permite que o ciindterno tenha
qualquer configuracdo possivel em relacdo ao cdinexterno sem causar
qualquer custo computacional adicional. A geometita espaco anular com
excentricidade varidvel ao longo da coordenadal gg@mprimento do poco)
onde ocorre o escoamento € ilustrada na figura 2.1.
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Figura 2.1 - Espaco Anular com Excentricidade Variavel

Os raios do cilindro interno e externo séo, respactente R e R,. O centro
do cilindro interno é a origem do sistema de comadas em cada secao
transversal e a posi¢cdo do centro do cilindro exteam relacdo a origem do
sistema de coordenadas é dada pela excentricidadikante da secdo que é uma
funcdo da coordenada axial (varia ao longo de todespaco anular), sendo

representada pela eq. (2-1):

&2) =&’ +&,’ @1

ondeey(2) eey(2) sdo funcbes ortogonais entre si que descrevepecgvamente,
a excentricidade horizontal e vertical de cadaségisversal do anular.

No presente trabalho, a funcdo que descreve a texogsde ao longo do
comprimento do poco € um dado de entrada para&oldg problema, mas em
um modelo mais complexo a excentricidade podemalsgrminada a partir da
iteracdo entre o cilindro interno e o fluido.

A coordenada radial da parede do cilindro extdknem relacdo a origem
do sistema de coordenadas, é uma funcdo das cadedermzimutal e axial.
Observando uma dada secao transversal do espalgw amossivel determinar

uma expressao para descrevé-la, de acordo comara ficR:
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Figura 2.2 - Configuracdo da Secédo Transversal

Analisando a secéo transversal é possivel notaaqumrdenada radial da
parede do cilindro externg(#,z), o raio externd, e a excentricidade resultante
e(2) definem um triangulo, logo podemos desenvolverauexpressao para
coordenada radial da parede do cilindro exterrizamido a lei dos cossenos [21].

A eq. (2-2) apresenta a lei dos cossenos escrigagpi@iangulo citado acima:

R? =R?+e? - 2eRcosa (2-2)

ondea é 0 angulo formado entre o vetor que represeak@entricidade resultante
€(2) e o vetor que representa a direcao radial dalpate cilindro extern®(0,2).

O angulo formado entre a direcdo da excentricidaedeltantee(z) e 6 = 0°
(linha horizontal da secdo que passa pela origersisfema de coordenadas) é
dado pela expressjo= arctan (eJe;). A soma do angula com o anguloy
resulta na coordenada azimuial

Resolvendo a equacédo do segundo grau dada pe{@-2gcom a lei dos
cossenos, desenvolve-se uma expressao para cabmdesdial da parede do
cilindro externoR(6,z) como uma funcao da excentricidade resultae(de do raio
do cilindro externdR,, da direcdo da excentricidade resultangeda coordenada

azimutald de acordo com a eq. (2-3):
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R(6,2) = &{z)cod6 - y) +/R? —€*(2)sin?(6 - ) (2-3)

Importante observar que a folga radiadefinida como a diferenca entre a
coordenada radial da parede do cilindro exté&tf#trz) e o raio do cilindro interno
R, pode variar ao longo de todo o dominio do problemaracterizando a

geometria tridimensional do espaco anular.

2.2
Conservacao de Quantidade de Movimento

A equacao de conservacao de quantidade de movirdegefresentada pela
eq. (2-4) e expressa o somatoério das forcas estgroaunidade de volume que

atua sobre um volume de controle aleatorio.

DV _
pg =0T +4g (2-4)

ondep é a massa especifica do fluidoé o vetor velocidadeg é a aceleracdo da

gravidade & € o tensor das tensdes, sendo esse definidopda ®):
T=-pl+r1 (2-5)

ondep é a pressad,é a matriz identidade £ é o tensor das tensfes viscosas.

A eq. (2-4) é sempre valida e independe do fluitibzado, porém é
necessdaria uma equacgao constitutiva que descregmportamento mecanico do
fluido a fim de possibilitar a solucdo do campowedocidades do escoamento
(relacionando a tensdo com a cinematica). ParauidofNewtoniano a equacéo

constitutiva é representada pela eq. (2-6):

T =y (2-6)

onde y é o tensor taxa de deformacag eepresenta a viscosidade do fluido que

€ constante e independente da taxa de deformag@stanao fluido.
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No presente trabalho, o fluido de perfuracdo é ridespelo modelo de
Fluido Newtoniano Generalizado [22], onde outraagdo constitutiva € utilizada
para descrever o comportamento reoldgico do fluddointeresse. O modelo
citado apresenta 6timos resultados para diferdites de problemas, sendo que
sua utilizacdo se torna inadequada apenas quarekpesta eléstica do fluido é
bastante relevante no problema estudado.

A viscosidadey do fluido € substituida por uma funcao viscosida¢e) ,

na equacao constitutiva de fluido Newtoniano, gejgedde da intensidade da taxa

de deformacé&o imposta ao fluido, de acordo com &2€ef):
r=n(y)y (2-7)

A funcéo viscosidade é determinada atraves de iexpetos realizados com
os fluidos de interesse, tendo como objetivo descr@a melhor maneira possivel
o comportamento real do fluido. A tabela 2-1 apm&sealgumas funcdes

viscosidades amplamente utilizadas na literatura:

Tabela 2-1 - Funcfes Viscosidades

Modelo Funcéo Viscosidade
Newtoniano H
. n-1
Power-Law ”M
00 T<T,
Bingham U + o .5y
(o] y (o]
n-1
Carreau Mo+ @1, -1+ ]2
00 T<T,
Herschel-Bulkley el L5 g
rﬂyI y o

Uma vez determinada a funcéo viscosidade € possilieb-la para obter
uma aproximacao do campo de velocidade, poréempespzena modificagdo na
equacao constitutiva do fluido dificulta e até irepibilita, em alguns casos, a

solucéo analitica das equacfes de conservacaadedpagde de movimento.
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No presente trabalho o comportamento ndo Newtordarftuido € descrito
através do modelo da Viscosidade Newtoniana Eqnt@l[23] que sera descrito
mais a frente com detalhes.

E conveniente utilizar as equacbes de conservagiauhntidade de
movimento em coordenadas cilindricas devido a ga@ndo problema. As
equagbes de conservacdo de quantidade de movimmt® um fluido

Newtoniano em coordenadas cilindricas no regimengeente séo [24]:

Componente axial:

{au du wau}_ ap {azu 10( auj 162u}
PIU—+V—+—— _—E+pgz+,u—+—— r—|+——— (2-8)

p ua_\/+va_\/+W6V W_2 :—@+m + a_zv+i(}i(rv)j+i azv_ia_w
or ' az> or\ror r2o00% r?aé

(2-9)

Componente azimutal:

p{ua\lv+va\/V+W6\N+V\N}:_lap+m +lu 62W+a(1a(rw))+lazw+zav
0z o rof r rog ¢ 9z%  ar\r or r2 96> r? 06

(2-10)

ondeu, v e w sdo, respectivamente, as componentes axial, radi@imutal da
velocidade.

E importante ressaltar que a utilizacdo das eqsad@econservacdo de
guantidade de movimento em coordenadas cilindrisasma das grandes
dificuldades encontradas na obtencdo de uma soje@oo problema, por isso
diversos trabalhos desprezam a curvatura da feldi@alre consideram apenas o
escoamento entre placas paralelas. Porém esse ancaléésiano pode gerar
grande imprecisdo nos resultados dependendo donetchgeométrick, que

representa a razao entre o raio interno e o extiyrespaco anular.
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A figura 2.3 representa a razado entre a vazao gieevutilizando
coordenadas cilindricas e a vazéo prevista utitigaa aproximacdo de placas
paralelas para um fluido Newtoniano [22], mostragde essa aproximacgao so
nao apresenta erros consideraveis quando os ramsenelhantes, ou seja, a

razao de raios tende para a unidade.

T e e

T e e St

R [ —— |

0,80 F----dmmmmm b IR

Qanuar/ Qeracas

0,70 - dem e T e e e :

0,60 +----1- @ r----t----- e BTt

0,50 T

k=R/R,

Figura 2.3 - Razao entre a Vazao para Coordenadas Cilindricas e Placas Paralelas

A teoria da lubrificacéo sera descrita adianteleadtla para eliminar alguns
termos do sistema de equacdes citado acima, adipodsibilitar a solucédo de

maneira mais simples e barata do ponto de vistguotaunional.

2.3
Conservacao de Massa

Por definicdo, a equacdo de conservacdo de massgudipara um dado
volume de controle, a taxa liquida de fluxo de raagge cruza a superficie de
controle é igual ao oposto da taxa de variacdo dssandentro do volume de

controle, sendo representada pela eq. (2-11):

0p _
—— =—(0 v -
ot ( ) (2-11)

O modelo utilizado considera apenas fluidos incasgiveis, logo a

equacéao acima pode ser simplificada de acordo cemqm @-12):
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Oiv=0 (2-12)

Uma vez que a geometria do problema €& um espactarardeve-se

reescrever a eg. (2-12) em coordenadas cilinddieascordo com a eq. (2-13):

+-—+—=0 (2-13)

A partir da teoria da lubrificacdo a equacéo deseoracdo de massa citada

também sera simplificada.

2.4
Teoria da Lubrificacdo

A teoria da lubrificagdo consiste na simplificacdas equagbes que
governam o problema baseada na andlise e estint#iveidem de grandeza de
cada termo destas equacdes, com isso alguns tesdwodesprezados frente a
outros mais relevantes e um sistema de equacéessimmgles é obtido [25].

No problema de interesse, o comprimento do pocawiéormaior do que a
folga radial existente e a circunferéncia das pewedos cilindros também é
tipicamente maior que a distancia entre as pam@oesilindros, ou seja:

5=R,-R <<L

Além disso, o escoamento principal ocorre na doeg#ial devido ao
diferencial de presséo imposto, sendo a velocidadgirecéo radial muito menor

gue as outras duas componentes, logo a seqguiriteédppode ser realizada:

V<<u,w

As variacdes da velocidade na direcao axial e aains&o muito menores
que na direcéo radial, logo € possivel realizaipatese de que as derivadas em

relagéo a direcéo radial s&o muito maiores do questacédo as outras direcoes:
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ou ou odu
>>

o 9z 98
0%u 0% 0%
2 >> 2! 2
or 0z 06
ow_ow ow
o 0z 96
0°w __ d*w 9%*w
2 >> 27 2
or 0z 06

Duas hipéteses adicionais muito importantes patac&o do problema
ainda devem ser realizadas, também baseadas na delgrandeza dos termos

das equacdes de conservacgao de quantidade de mbtwime

A primeira hipOtese apresentada acima é bastareréda, uma vez que a
componente da gravidade na direcdo radial s60 éedile de zero se for
considerado um trecho com inclinacdo e mesmo aasowluna hidrostéatica de
fluido na direcao axial € muito maior do que nachio radial.

Ja a segunda hipétese também pode ser realizadayemque o termo
desprezado na componente radial da equacédo dervaciée de quantidade de
movimento representa a forca centripeta que esé@d sobre o fluido ao longo
do escoamento no anular, sendo que a magnitude fdesa é consideravelmente
inferior ao nivel de pressao existente no pocoifiea coluna hidrostatica).

Eliminando os termos apropriados das equacdes asewc@cao de
guantidade de movimento de acordo com a analisgideacima o sistema pode
ser simplificado, sendo representado por:

Componente axial:

O:—@+m + 4] Ei(r@j 214
oz "7 rori or 19
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Componente azimutal:
0=-2P ., o, + u{i (Ei (rV)ﬂ (2-15)

Componente radial:

0=-9%
or

(2-16)

Observando a eq. (2-16) do sistema obtido é pdsavificar que o campo
de pressdo ndo varia com a coordenada radial, sema@ofuncdo apenas das
coordenadas azimutal e axial, ou spja,p(6,2).

A conclusao realizada a partir da eq. (2-16) édmstrazoavel, uma vez
que no problema real o comprimento do poc¢o temderorde grandeza de
dezenas ou até centenas de metros e a folga apdinhs poucos centimetros de
ordem de grandeza, ou seja, a variacdo da presdéngo da coordenada radial é
praticamente desprezivel.

As componentes azimutal e axial das equacbes dsem@tao de
quantidade de movimento simplificadas pela tecaidutbrificacéo, representadas
pelas eq. (2-14) e eq. (2-15), estdo desacoplguas ¢s gradientes de pressao
existentes em cada equacdo ndo dependem da cataderthal) e podem ser
integradas analiticamente ao longo da coordenadial reom as condi¢cdes de
contorno apropriadas para encontrar o campo decidaldes do escoamento de

fluido Newtoniano, apresentado nas eq. (2-17) @ §2e18):

Velocidade axial:

4y

u(zr,6) :iz(pgz—@j 1—{%2 +(%‘—)_1ln( ' j (2-17)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0621117/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0621117/CA

37

onde g, € a componente na direcdo axial da aceleracdoralddgde e as
condicbes de contorno para a componente axial tlacisdade utilizadas na

integracéo foram:

u(R)=0
u(R(6,2))=0

Velocidade azimutal:

_ QR (R® PR’ s _ ooy 1 2 R _r?
W(z,r,6?)—R2_RZ(r r]+3,u(R2—R2){(R R)Rz rJ+(R R)[r RJ}+

) 22 e - g b )

(2-18)

ondegy € a componente na direcdo azimutal da aceleragagravidade e as
condicbes de contorno para a componente azimutakldeidade utilizadas na
integragao foram:

W(R) = QR
w(R(6,2)) =0

ondeQ representa a rotacéo do cilindro interno.

Vale ressaltar que se as equacdes para um fludld\e@toniano fossem
utilizadas ndo seria possivel encontrar o campovalecidades de maneira
analitica, sendo necessario algum método numéram@ mbter expressdes
semelhantes a eq. (2-17) e a eq. (2-18).

Cada componente da velocidade € funcéo das coalaeaaial, azimutal e
radial, porém a dependéncia das coordenadas awainmeutal € implicitamente
definida através da coordenada radial da pareddiddro externdR = R(6,2) que
é representada pela eq. (2-3) e do gradiente degwejue ainda é desconhecido e
deve ser calculado.

Por udltimo também é necessario aplicar a teorimloidficacdo na equacao

de conservacgao de massa resultando na eq. (2-19):
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—,t =0 (2-19)

N&o é possivel avaliar as derivadas parciais eacdel as componentes
axial e azimutal da velocidade na equacao simatificde conservacdo de massa
descrita pela eq. (2-19), pois como foi dito aot@nente a dependéncia do campo
de velocidades é implicita para essas coorden&dasisso para determinar o
campo de pressdo que € desconhecido e posteriermagatiar o campo de
velocidade através da eq. (2-17) e da eq. (2-18Y.42-19) sera integrada ao
longo da coordenada radial, onde o limite infederintegracdo é o raio interi®p
e 0 superior € a coordenada radial da parede mhalrcilexternoR = R(6,2), de

acordo com a eg. (2-20):

J. 1aw ou dr=0 (2-20)
r66? 9z

Ri

O teorema de Leibniz [26] para integracdo podédastante (til se aplicado

a eg. (2-20), sendo o teorema representado pe(2-24):

diny(x,y)dx—Laf(yy)d + 1 (b, y)——f(a )— (2:21)

Utilizando o teorema descrito acima € possivelaressr a expressao para
equacgao de conservagcdo de massa e integrar as roemyg® axial e azimutal da

velocidade apresentadas na eq. (2-17) e eq. (2ell®ngo da direcéo radial:

Componente axial:

% du 5 oR R 9%
—dr =— {udr —-u(R)—+u(R)—=—u(zr,6)dr -
jaz zi iélaz i?‘—z 0z OZJF;. ( ) (22
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Componente azimutal:

[Low, _[o[w], _0fw, 1 o0R 1 Wzr.6)
E[r<945?O'r_£a¢9[r}jr_aeﬁ[ a (R)ae+R (R)ae aej

(2-23)

A pressdo ndo é dependente da coordenada radigcalelo com a
conclusao obtida a partir da eq. (2-16), logo avdda parcial da pressao em
relacdo a coordenada axial presente na componerde da velocidade e a
derivada parcial da pressdo em relacdo a coordeaamautal presente na
componente azimutal da velocidade podem ser rasrdd integral ao longo da
coordenada radial. Com isso a equacédo de conservdgamassa pode ser

reescrita de acordo com a eq. (2-24):

R B R R
H&a_vua_U}dr -0 (@Mi 9:(1) 4, i 95(1) , 9o(1) 4 |,
J rog oz 06|\06)) u r Juor r

Ri

(2-24)

(o
= [az pgzjj gz(r)dr]

onde as fun¢gbes0a, @ € g dependem apenas da coordenada radial e podem ser

integradas analiticamente para um fluido NewtonidRealizando a integracéo
descrita acima, a equacéao diferencial para o categmessao € obtida de acordo

com a eq. (2-25):

i{el(e,z)@} {G ,(6,2) ap} 94 6.2+
a6 0z

M 06 M 0z 06
0 1p9,G,(6,2)| _ 0 | p9,G;(6,2)
0z Y7 06 7]

(2-25)

onde as funcbesysGi, G, e G dependem apenas de parametros geomeétricos do
problema e sdo fun¢bes das coordenadas axial eitatirsendo conhecidas para

um dado ponto do dominio de acordo com as expresgiesentadas a seguir:
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QR? R
G, (6, z)-—R ?R{R(Z—EJ—R} (2-26)

G(ez)——{ nr- /2) nR /2) R - %XR/R )
RE(nR - %) ('“R %)(% R/ -2 j}

(2-27)

Gz(e,z){ Rﬂ (R-R)- ;RR3+WE‘jZﬁR+R[ln(%j—1ﬂ (226)

(2-29)

A equacéo diferencial, representada pela eq. (2€8gfinida no seguinte
dominio: 0<z<L e 0< 6 < 2r, ondeL é o comprimento do poco. As condi¢des
de contorno e periodicidade apropriadas séo apessnabaixo:

Condicao de contorno na entrada:

P(z= 0) = PentouQ(z= 0) = Qent

ondePent € a pressdo na sec¢do de entraQane € a vazao imposta na segdo de

entrada, sendo dados conhecidos do problema.

Condicdo de contorno na saida:

P(z= L) = Psaipa

ondePsapa € a pressédo na secao de saida, sendo um dadeidonde problema.
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Condices de periodicidade no dominio:

P(O=0)=p(0=2r) e (0 =0) = (6= 27)

A equacdo diferencial obtida permite avaliar o camde pressao em espaco
anular com excentricidade variavel para o escoam@mtum fluido Newtoniano.
Como também ¢é desejado que o modelo proposto plessaever o carater nao
Newtoniano dos fluidos, a eq. (2-25) sera modificadravés do método da

Viscosidade Newtoniana Equivalente que sera desziseguir.

2.5
Método da Viscosidade Newtoniana Equivalente

No caso de fluidos ndo Newtonianos, a viscosidadiia\com a coordenada
radial e aparece dentro do operador diferencigognd2-14) e na eq. (2-15). Desta
forma, mesmo para as func¢des viscosidades maidesimpéo € possivel obter
uma solucdo analitica para o campo de velocidadex 8 conhecimento da
velocidade, a obtenc&o da equacao diferencial gaereve o campo de pressao
torna-se bem mais complexa.

A fim de descrever o comportamento ndo Newtoniam@liddo através da
equagéao para o campo de pressdo de um fluido Neamtono espago anular com
excentricidade variavel, de acordo com a eq. (2-@5nétodo da Viscosidade
Newtoniana Equivalente considerando coordenad#&sddidas foi utilizado. A
idéia basica do método € utilizar para cada pootdaminio um valor diferente
para a viscosidade do fluido, sendo o calculo dessasidade realizado a partir
do estado de tensbes aplicado ao fluido, do modsitdgico adotado e da
geometria na regido avaliada do dominio. As difee®riscosidades encontradas
através do método proposto séo entdo utilizadasnacao diferencial para obter
a solucéo do campo de presséo.

O presente trabalho modifica o método da Viscosd&éEwtoniana
Equivalente apresentado por Broyer [23], uma veg ga modelo original o
desenvolvimento teorico para avaliar o caraterMé@atoniano dos fluidos ocorre

em coordenadas cartesianas (deducdo matematicanse lem mais simples).
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Posteriormente, Gomes [20] acopla o método da ¥idade Newtoniana
Equivalente em coordenadas cartesianas com a eolded equacbes de
conservacédo de quantidade de movimento, consendggdnassa e conservagcao
de concentracéo de espécie a fim de acompanhadcéu da interface formada
por dois fluidos no espacgo anular excéntrico. Poeémambos os trabalhos existe
grande imprecisdo no modelo quando a razédo de dai@spacgo anular se afasta
da unidade devido a utilizacdo das coordenadassianas.

O estado de tens@es que sera utilizado para cakwiscosidade depende
do campo de presséo que por sua vez é funcaoassidade do fluido, ou seja, a
solucao desse problema € nao linear e sera neicessaprocesso iterativo para
obter a Viscosidade Equivalente Newtoniana e piosteente o campo de
pressao. A geometria e o0 campo de presséo sadoeligd coordenadas axial e
azimutal, logo a Viscosidade Equivalente Newtonitamabém serd, variando ao
longo de todo o dominio. A seguir o método utilizgzhra avaliar a viscosidade
em cada ponto do dominio sera apresentado parap@agae anular concéntrico e
posteriormente extrapolado para um espaco anut&néxco.

A vazdo volumétrica para um dado seth® de um espaco anular
concéntrico para um fluido com qualquer comportamesoldgico € representada

pela eq. (2-30):
Ro

Q= AHIR u(rrdr (2-30)
Y

E possivel integrar por partes a eq. (2-30), olermim isso uma nova

expressao para vazao volumétrica que € apresemdaetp (2-31):

2 Ro r2
Q=A u(r)r— —I r—%r (2-31)
=~ 2| Jr 2dr

Uma vez que a velocidade axial € nula no raio mutexr externo do espaco
anular, a expressdo pode ser simplificada, sendgsdtado obtido uma fungéo
apenas da coordenada radial e da taxa de defornmapéaseta ao fluido, de acordo

com a eq. (2-32):
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A [Fo

=2 e (2-32)
2 Jj

E possivel escrever a equacio de conservacio dédqui® de movimento

em termos de tensdo cisalhante para o escoamentsparo anular, como
mostrado na eq. (2-33):

1doy_dp_ . _dp )
r dr (rr) dz A9: (2-33)

ondedp/dz é o gradiente de pressdo modificado.
A distribuicdo da tensdo cisalhante no espaco amolacéntrico para um
fluido qualquer pode ser obtida através da intégrata eq. (2-33) ao longo da

coordenada radial e da utilizagdo de uma condigicamtorno apropriada, de
acordo com a eq. (2-34):

(2-34)

0= 23 L) rR
dz 2\ R, r r

onde a condi¢do de contorno utilizada foi que ro externoR, do anular a

tenséo cisalhante valg .

E importante ressaltar que a tenséo cisalhanteusal@ externa ainda n&o é
conhecida e serd calculada posteriormente atrawésrdbalanco de forgcas no
espaco anular.

A equacao acima pode ser reescrita como uma equBgdegundo grau
para a coordenada radial em fung&o do raio extBgnaa tensdo cisalhante na
parede externa, da tensdo cisalhanteem uma dada coordenada radial e do

gradiente de pressdo modificadp/dz, de acordo com a eq. (2-35):

1@rz -71r +[
2dz

1dp

2 —
SOR TORO} =0 (2:35)

Obtendo a raiz da equacdo do segundo grau apréaesmtana é possivel

obter uma expressao para coordenada radial em dudgatensao cisalhante
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naquele ponto, do gradiente de pressao modificdal@aio do cilindro externo e

da tensao cisalhante na parede do anular, queegesgpada na eq. (2-36):

-1
r= (r %+ A)(@j (2-36)
dz

onde apenas a raiz com sinal negativo satisfandig@o de contorno utilizada na
integracdo da equacdo de conservagdo de quantigdadevimento e é valida,
sendoA uma variavel auxiliar definida de acordo com a(2eB7):

2
A= [@ R’-2r,R, @} (2-37)
dz dz

Nesse momento, a expressao para vazao volumétriemular encontrada

anteriormente e representada pela eq. (2-32) pederegscrita a partir dos

seguintes passos:

» [Escrever a taxa de deformacdo como uma funcdo dadesisalhante e da
funcéo viscosidade do fluido;
e Substituir a coordenada radrgbela expressao apresentada na eq. (2-36);

» Modificar a varidvel de integracéo (variavel deegracao serd).

Sendo o resultado obtido com a manipulacdo algghdiescrita acima

apresentado na eq. (2-38):

2
ro (o 2o -1 X 1 dp L
== - - 2 -1 =
2] T (T ’ *ALZ) (2 +4) 1(de RENCED
1 y r

onde os limites de integracéo ainda devem serrdetados.
Para determinar a tensao cisalhante na paredaaxgesera realizado um

balanco de forgcas no espaco anular, de acordo dmura 2.4.
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Figura 2.4 - Balanco de For¢a no Espaco Anular

O balanco de forgca mostra que a forca resultantelale@o diferencial de
pressdo deve ser igual a forca resultante devidenado cisalhante, como

mostrado na eq. (2-39):

21R,0zr, — 2R 821, = (P, = Pran, J1IRE - R?) (2-39)

Reescrevendo a equacdo obtida acima na sua foferardial € possivel
obter a eq. (2-40):

dp _ 2Rz, —R7))
&z (RZ-R?)

(2-40)
As tensfes cisalhantes nas paredes nao sédo cahectksse modo nao é
possivel obter uma expressao que relacione apetgas@o na parede externa
com o gradiente de pressdo modificadp/dz. Com objetivo de conseguir
simplificar a eq. (2-40) sera realizada a hipotgseque a tensdo cisalhante na

parede interna apresenta aproximadamente o mesrdalonque a tensdo na

parede externa, ou seja:

To =T, 2-41
0 [

A hipétese acima foi verificada a partir de residta existentes na literatura
para um fluidoPower-law [22] e os maiores erros ndo ultrapassaram 5% ldo va
previsto para vazao volumétrica no anular conc@mtmostrando que a hipétese
pode ser utilizada sem problemas no modelo propGsim isso € possivel obter
uma expressao que relaciona apenas a tenséo & paterna,e o gradiente de

pressdo modificaddp/dz, de acordo com a eq. (2-42):
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dp 21,
P__o (2-42)
dz Ry-R

A partir da hipotese realizada acima é permitidsscesver a expressao para
vazao volumétrica, representada pela eq. (2-38¢cdelo com a eq. (2-43):

o -1 2 1 -1
Q=221 - L (r— 2+ Aj(zro j r(r2 + A) 2-1 [ZTO J dr
2 T ,7(1-) RO B R' R0 - RI

(2-43)

onde o limite inferior de integracdo agorarge o integrando € funcdo apenas da
tensdo cisalhante para um dado gradiente de presséiicado. A expressao
acima representa a vazao volumétrica no espacarasanicéntrico para um fluido
com qualquer carater reoldgico, definido pela fonga).

Para um fluido Newtoniano a vazdo volumétrica em espaco anular

concéntrico é dada pela eq. (2-44) [22]:

o] 2
_A8 2, R |_dp\Ro Ro Ro
wod g 28
Ry Ri

ondeA € uma variavel auxiliar que depende apenas da efeanfrazdo de raios
do espaco anular).

A expressdo para a viscosidade newtoniana equteal@nentdo obtida
através da combinacao da eq. (2-43) e da eq. (J&4ue ambas descrevem a
vazao volumétrica para um espaco anular concéntoosiderando fluido com
qualquer comportamento reolégico e Newtoniano,eesmmente. A viscosidade
Newtoniana equivalente é apresentada na eq. (2-45):

(R, +R) 2R3z,
(&—Rfﬁjunm

A= (2-45)

ondef (z) € uma funcéo apenas da tenséo cisalhante deoammrda eq. (2-46):
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;[ Af (2-46)

f =-
D=0 (A

A expressao da viscosidade Newtoniana equivalergemife adotar
qualquer modelo reolégico para o fluido, sendo s&@o utilizar apenas a
funcao viscosidade adequada escrita em fungaondadecisalhante. No presente
trabalho sera utilizado o moddhower-law, pois este apresenta um maior nimero
de solucdes existentes na literatura para comparBgiiém nenhuma dificuldade
ou custo computacional seriam adicionados caso wdeln reolégico mais
complexo fosse utilizado. A fungédo viscosidadeizada em funcdo da tenséo

cisalhante para um fluid@ower-law € apresentada na eq. (2-47):

1ot
n(r)=m"|z| n

(2-47)
ondem é chamado de indice de consisténcia do fluid@ehamado de indice de
comportamento do fluido, sendo definidos a paréireperimentos realizados
com o fluido de interesse.

Para calcular a viscosidade newtoniana equivalest& necessario realizar
uma integracdo numérica da eq. (2-45), sendo oeghmento utilizado nesse

trabalho descrito no proximo capitulo.

2.6
Avaliacdo do Campo de Velocidade

Dado que o campo de pressdo € conhecido apos gasofwmérica da
equacdao diferencial modificada (método numéricbzatio sera apresentado no
proximo capitulo), € necessario avaliar o campwealecidade do escoamento a
partir das componentes médias da velocidade ngadiraxial e azimutal que
serdo independentes da coordenada radial.

Considerando uma dada secédo transversal do amaregcentricidade
variavel e um pequeno elemento de tamamtode acordo com a figura 2.4, a

velocidade média axial para esse elemento é daftodo a razdo entre a vazao
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volumétrica que escoa pela area do elemento enagigstna figura e a area

transversal desse mesmo elemento.

‘\_‘sﬁ

Figura 2.5 - Secédo Transversal do Anular

A vazao volumétrica axidD) de um dado elemenity) da secéo transversal é
calculada a partir da integracdo da componenté¢ daigelocidade, dada pela eq.
(2-17), ao longo da direcdo azimutal do angiilaté di.1 e ao longo da direcédo
radial do raio interndR; até a coordenada radial da parede do cilindrorrexte
R(0,2). Sendo a velocidade média axial obtida a parteqig2-48):

AGR R
”u(z,r,@) rdrd@ Aé?ju(z,r,e) rdr
O Ri

_Q _ (2-48)
ug,z=—-= =R

Para realizacao da integracéo descrita acima &sete a hipotese de que o
elementadd é suficientemente pequeno para considerau(zr) para o elemento
em questdo. De acordo com a definicao realizasgasa@ara cada elememé de
uma dada secéo transversal do espaco anular &xistis velocidade média axial
correspondente. O resultado da integracdo ao ldagmordenada radial realizada

na eq. (2-48) é apresentado na eq. (2-49):
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G4(8, d
Ub,2) = ﬁ(pgz —a—‘;j (2-49)

onde a funcads, depende apenas de parametros geométricos do mpeoldeé

uma funcéo das coordenadas axial e azimutal, sepdesentada pela eq. (2-50):

6,0.= 5 \R-R _R-R, (%) - {RZ(ZIn(gj—1J+ RZ}

4 2 4R 4In(R]
R

(2-50)

Uma analise semelhante pode ser realizada panaaradcvelocidade média
azimutal, porém agora € necessario analisar um gladorz do espaco anular de
acordo com a figura 2.5. A velocidade média azihmasa um pequeno elemento
de tamanhaiz do planorz é definida como a razdo entre a vazao voluméquea
escoa pela area do elemento em destaque na figararea transversal desse

mesmo elemento.

Figura 2.6 - Plano rz do Espaco Anular


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0621117/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0621117/CA

50

A vazao volumétrica azimut&), para um dado elementtz do planorz é
calculada a partir da integracdo da componentewsairda velocidade, dada pela
eg. (2-18), ao longo da direcdo axial da posigétéz., e ao longo da direcao
radial do raio internd?; até a coordenada radial da parede do cilindrorrexte
R(0,2). Sendo a velocidade média azimutal obtida a pi#atieq. (2-51):

Az R R
w(z,r,8)drdz  Az|w(zr,6)dr
li i (2:51)

—&: =
W=y Az(R-R) Az(R-R)

Para realizacdo da integracéo descrita acima &sete a hipotese de que o
elemento4z é suficientemente pequeno para considevar w(6,r) para o
elemento em questdo. De acordo com a definicéa, gamia elementdz de um
dado planorz do espaco anular existira uma velocidade médianwdai
correspondente. O resultado da integracdo ao ldagtirecéo radial, descrita pela

eg. (2-51), € apresentado na eq. (2-52):

W(8,2) = (2-52)

{GS(H 2+ P3,G6(6.2) , dp G7(6, z)}

80

onde as funcbe&s, Gs e Gy dependem apenas de parametros geométricos do

problema e sédo fun¢des das coordenadas axial estarirsendo representadas

pelas expressdes a sequir:

G.(6,2) = (%){RZ In(% ) —@} (2-53)

1 (%)

_K 3_p3 _(RS_RS)
G(6,9) = (R*-R = (7 R +(F§ In(%j e ] (2-54)
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o 02- R{—(m(%) {-rlnm - 2g(34)
e )

-R°

(2-55)

A analise descrita acima para obter o campo meégligetbcidade elimina a
dependéncia com a coordenada radial, ja que ascrmnies da velocidade séo
integradas ao longo da direcdo radial. O procedimérbastante coerente, uma
vez que o interesse do trabalho é identificar zawes presenca de velocidade
azimutal e zonas de baixa velocidade axial (camgdia) devido a presenca da
excentricidade, por exemplo. Ou seja, é desejadlisan 0 comportamento global
do escoamento nas diregOes axial e azimutal, abando as variagdes existentes

da velocidade na direcao radial.
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