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Generalized Assignment Problem (GAP)

O Problema de Alocagao Generalizado (Generalized Assignment Prob-
lem, GAP) é definido como o problema de associar um conjunto de tarefas
a um conjunto de maquinas. Cada possivel associagao de uma tarefa a uma
magquina consome uma determinada quantidade de recursos da maquina e tem
um custo, enquanto cada méaquina possui uma quantidade méaxima de recursos
que podem ser consumidos pelas tarefas. Deseja-se encontrar a associacao de
custo total minimo.

O GAP é um dos mais famosos problemas NP-Dificeis. Somente determi-
nar se existe ou nao solucao viavel para uma instancia do GAP é um problema
NP-Completo [34]. E um problema de formulacio simples e de aplicacoes im-
portantes, em problemas do “mundo-real” [35] e em problemas de scheduling,
supply chain e vehicle routing, fazendo com que a formulagao de heuristicas e
algoritmos exatos tenha importancia tanto teérica quanto pratica [39].

O GAP foi o problema escolhido para ser abordado neste trabalho por

diferentes motivos:

— é um problema intuitivo, com uma modelagem simples e de grande
aplicacao préatica;
— possui uma modelagem alternativa (exponencial) que gera bons resulta-

dos, descrita na secao 6.2;

— possui um conjunto de instancias de tamanho médio e com variados graus

de dificuldade;

— existem metaeuristicas altamente especializadas que possuem 6timos

resultados, como as descritas nas segoes 6.3.3, 6.3.4 e 6.3.5.

Todas estas caracteristicas fazem do GAP um excelente problema para se

experimentar e comparar diferentes metaeuristicas e diferentes métodos exatos.
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6.1
Formulacao classica

A mais comum formulagao MIP do GAP é dada por:

m n
min E E CijTij,

i=1 j=1

sujeito a:

n

Z Q555 S bi, 1€ I, (6—1)

=1

ZZEZ']‘ = ]_, ] € J,
i=1
xe{0,1}, iel,jel

Onde:

— I = (i1,19,13,...,1y) € 0 conjunto de maquinas, |I| = m;

— J=(J1,72,J3,-- -, Jn) € 0 conjunto de tarefas, |J| = n;

— x;; € a varidvel binaria que indica se a tarefa j foi associada a maquina
i

— ¢;; indica o custo de associar a tarefa j a maquina 7;

— aj; € o quanto dos recursos da maquina ¢ sao consumidos quando esta é

associada a tarefa j;
— b; é a quantidade total de recursos da maquina ;

— a primeira restricao exige que a capacidade de cada maquina nao seja

ultrapassada;

— a segunda restrigao exige que cada tarefa esteja associada somente a uma
maquina;
— arestricao de integralidade em x garante que uma tarefa nao possa estar

parcialmente associada a uma méquina.

A formulagao classica retratada no modelo (6-1), apesar de sua simpli-
cidade, apresenta um problema: a solugao de sua relaxa¢ao linear (onde se
remove a restrigao de integralidade das variaveis x) nao gera bons bounds [30],
dificultando assim a tarefa de algoritmos branch and bound. Uma formulagao
mais forte, com melhores bounds, foi proposta inicialmente por Savelsbergh

[35] e pode ser vista como uma versao desassociada da formulagao cléssica.
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6.2
Formulagdo com nimero exponencial de colunas (geragcdo de colunas)
Para uma certa maquina i, seja vf = {vf, vk, ... vE } um vetor binario

que representa uma das K; possiveis associacoes validas das n tarefas a

méquina %, ou seja, uma solucao viavel para Z;;l a;jvf. < by;. Em outras

J
palavras, vfj = 1 se na k-ésima possivel alocacao da maquina i a tarefa j esta

alocada a 7. O GAP pode entao ser formulado como:

K;

m n
: K\ k
mmE :E : § :Cij%‘ Yi s

i=1 k=1 \j=1

sujeito a:
m K;
YD vhui=1 jel, (6-2)
i=1 k=1
K;
yr<1, iel,
k=1

Onde:

— 1, J e ¢;; tém o mesmo significado em relagao ao modelo (6-1);

- vfj indica, como descrito acima, se a tarefa j esta associada a maquina ¢
na k-ésima alocacao possivel;

— y¥ ¢ a variavel binéria que indica se a k-ésima alocacao foi escolhida para

a maquina i;
— a primeira restricao exige que cada tarefa esteja associada a exatamente

uma maquina (mesmo que fracionalmente dividida entre varias alocagoes
k diferentes);

— a segunda restri¢ao exige que cada alocagao k seja escolhida no méaximo

uma vez para cada maquina;

— a restricao de integralidade em y garante que as alocagoes nao possam

ser parcialmente escolhidas.

A primeira vista, resolver o modelo acima parece complicado: mesmo
fazendo branch and bound nas variaveis y, nao é possivel resolver a relaxagao
linear diretamente, j& que o nimero de possiveis alocacoes das n tarefas a
méaquina ¢ (K;) aumenta exponencialmente com n. Nesse caso, é necessario

utilizar uma técnica chamada geracao de colunas.
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A técnica de geracao de colunas, proposta inicialmente por Gilmore e
Gomory [13] (baseada no algoritmo de decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe), sugere
que se trabalhe com somente algumas colunas de cada vez e que, quando
necessario, se produzam mais colunas. Nesta formulacao do GAP, uma coluna
é um vetor v, uma associacao de um conjunto de tarefas a uma méquina.
Partindo de um conjunto de colunas inicial, resolve-se um sub-problema para
encontrar novas colunas a serem adicionadas ao modelo. Esse problema é
chamado de sub-problema de geracao de colunas e, no caso do GAP, é o
problema da mochila 0-1 (para o qual existem algoritmos de programagao
dindmica com resultados excelentes). Quando ndo se consegue mais gerar
colunas, ou seja, as colunas geradas tem um custo reduzido nao-negativo, a
solugao 6tima foi encontrada.

A grande vantagem da formulacao apresentada nesta secao é que ela
consegue excelentes bounds ao resolver a relaxacdo linear do GAP [30]. E
importante notar que geracao de colunas é somente uma técnica para resolver
problemas lineares, e nao problemas inteiros. Dessa maneira, ainda é preciso
acoplar a geracao de colunas a um algoritmo de branch and bound, resultando
em um algoritmo chamado de branch and price. Como os bounds sao melhores,

espera-se que o B&B consiga terminar mais rapidamente.

6.3
Revisao da literatura do problema

Por ser um problema cléssico, abordado pela primeira vez em 1976 [34],
o GAP possui extensa literatura. Neste trabalho sera revisada principalmente
a literatura mais moderna do problema: inicialmente serao examinados dois
métodos exatos, seguidos de trés metaeuristicas. Além dos trabalhos examina-
dos em detalhe nas se¢oes seguintes, também pode-se mencionar como liter-
atura relevante do problema o sistema de colénia de formigas de Lourenco e
Serra |25], a busca tabu de Diaz e Fernandez (8], o algoritmo genético de Chu
e Beasley [4] e o branch and bound de Haddadi e Ouzia [18].

6.3.1
Savelsbergh (1997)

Savelsbergh 35| propoe um algoritmo branch and price para o GAP.
Como mencionado, ele é o primeiro a propor a formulacao de particionamento
de conjuntos descrita na secao 6.2, que é utilizada em um algoritmo branch
and price. O trabalho experimentou diferentes possibilidades de branching e
heuristicas de inicializagao. O algoritmo foi testado em instancias pequenas e

apresentou bons resultados para a época.
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6.3.2
Pigatti, Poggi e Uchoa (2005)

Pigatti, Poggi e Uchoa [30] partem da mesma formulacao de particiona-
mento de conjuntos e de um algoritmo branch and price. Notando que existe
uma varia¢ao muito grande no ntimero de iteracoes em algoritmos desta classe
(mesmo para instancias semelhantes), o trabalho propoe o uso de uma técnica
para estabilizar a geracao de colunas, simplificagao de uma técnica apresentada
em [9].

O trabalho apresenta também bons resultados para instancias pequenas
e resolveu a optimalidade algumas instancias que ainda estavam em aberto
na época. Além do algoritmo stabilized branch-and-cut-and-price (ja que o
trabalho propoe o uso de cortes, mas admite que eles nao ajudaram a
melhorar o algoritmo), o trabalho também é o primeiro a prop6r uma versao
das vizinhancas elipsoidais, como descrito no capitulo 5. O uso dos cortes
permite encontrar uma excelente solugao heuristica para uma das mais dificeis

instancias do problema.

6.3.3
Feltl e Raidl (2004)

Um algoritmo genético fortemente baseado no de Chu e Beasley [4] é
proposto no trabalho de Feltl e Raidl [11|. A base do algoritmo genético é
a mesma entre os dois trabalhos, mas com algumas diferencas que fazem o

segundo ter resultados consideravelmente melhores:

— uma inicializacao das solugoes através de dois métodos heuristicos: um
que leva em conta quao atrativa é a alocacao de uma tarefa a uma
méaquina (analisando a capacidade utilizada e o custo), outro que utiliza

um arredondamento randémico da solugao da relaxagao linear do GAP;

— um novo algoritmo para selecionar as solugoes para recombinacao,

baseado em quanto a solucao esté excedendo a capacidade das méaquinas;

— uma nova forma de realizar mutacao, onde um conjunto aleatério de

tarefas é desalocado e posteriormente realocado utilizando heuristicas.

O algoritmo proposto é comparado somente em instancias pequenas e
com o algoritmo de Chu e Beasley |4|, apresentando resultados superiores a

este.
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6.3.4
Yagiura, Ibaraki e Glover (2004)

Yagiura, Ibaraki e Glover [38] propoem um algoritmo de busca tabu para
o GAP que apresenta algumas caracteristicas inovadoras. Estas caracteristicas,
em conjunto, o fizeram na época o melhor algoritmo para o GAP. A primeira
¢ que o algoritmo trabalha nao somente com solugoes validas, mas também
com solucoes onde a restricao de capacidade das maquinas nao é respeitada.
As solugoes invalidas (inviaveis) tém seu custo penalizado e esta penalidade é
constantemente ajustada durante o algoritmo.

A segunda inovagao introduzida por este trabalho é uma nova vizinhanga,
chamada de Ejection Chain (EC). Essa vizinhanca consiste em trocas de
alocacoes entre consecutivas maquinas, ou seja, ¢ removida uma tarefa t;
de uma maquina m,, t; é entao alocada a uma maquina qualquer msy e
uma tarefa t, é retirada de ms, a tarefa ty é entao alocada a mg3 e assim
sucessivamente. Essa vizinhanca é uma generalizacao das vizinhangas mais
comuns do problema: a vizinhanca swap, onde a alocacao de duas tarefas
é trocada (chamada de ejection chain ciclica), e a vizinhanga shift, onde a
alocacao de uma tnica tarefa é modificada.

A busca local utilizada neste trabalho consiste em consecutivas buscas
em trés vizinhangas: a vizinhanga shift, a vizinhanga double shift (uma EC de
tamanho dois) e a vizinhanga long chain (uma EC de tamanho qualquer). Sao
utilizadas regras baseadas na relaxacao Lagrangeana do GAP para controlar
o tamanho destas vizinhancas. A lista tabu consiste em solugoes que foram
geradas nas ultimas iteragoes.

A busca tabu proposta (chamada de Tabu Search with Ejection Chains,
TSEC) consegue excelentes resultados em todas as instancias testadas, em
grande parte encontrando as melhores solugoes para as instancias mais dificeis.
E facil de perceber que este trabalho é, sem divida, o mais complexo trabalho
na literatura moderna do GAP. Ele se utiliza de varias caracteristicas tinicas do
problema, tornando interessante sua comparacao com algoritmos gerais como
o CPLEX e o VNSBra (secao 4.4).

6.3.5
Yagiura, Ibaraki e Glover (2006)

Utilizando idéias bastante semelhantes as usadas na busca tabu descrita
na segao 6.3.4, Yagiura, Ibaraki e Glover [39] propoem um algorimo Path Relink
para o GAP. Este algoritmo utiliza a mesma vizinhanca de FEjection Chains
e também trabalha com solugbes inviaveis (novamente com um parametro

controlado durante a busca).
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O Path Relink proposto mantém um conjunto de solugoes durante toda
a busca. O proposito deste conjunto é manter solugoes de qualidade mas, ao
mesmo tempo, manter a diversidade da busca, guardando somente solugoes
diferentes umas das outras. A cada iteragao, duas solugoes deste conjunto sao
escolhidas aleatoriamente e é feito relink entre estas solugoes. O PR gera varias
solugoes, que sao entao otimizadas por uma busca local EC e, dependendo
da qualidade da solucao e da diversidade do conjunto, talvez adicionadas ao
conjunto de solucoes.

Este algoritmo (chamado de Path Relink with FEjection Chains, PREC)
consegue excelentes resultados, em geral iguais ou melhores que os do algoritmo

TSEC, tornando-o melhor algoritmo da literatura para o GAP.

6.4
Instancias

Existem cinco classes de instancias classicas para o GAP na literatura,
denominadas instancias A, B, C, D e E, originalmente usadas em [4, 24] e [27].
As instancias das classes A e B sao atualmente consideradas muito simples e,
portanto, nao serao abordadas neste trabalho. As classes de instancia C, D e

E sao definidas da seguinte forma:

Classe C a;; sao inteiros escolhidos uniformemente no intervalo
[5,25], ¢;; sao inteiros escolhidos uniformemente no

intervalo [10,50] e b; = 0.8 >, ; a;;/m.

Classe D a;; sao inteiros escolhidos uniformemente no intervalo
[1,100], ¢;; = 111 — a;; + e; onde e; é um inteiro
escolhido uniformemente do intervalo [—10, 10] e b; =

0.8 ZjGJ aij/m.

Classe E a;; = 1 — 10lney; onde e; ¢ um ntmero escolhido
uniformemente do intervalo (0,1], ¢;; = 1000/a;; —
10e3 onde e3 é um numero escolhido uniformemente
do intervalo [0,1] e b; = 0.8

jeJ ai;/m.

E importante notar que as classes D e E geralmente sao as mais dificeis,

ja que nelas as variaveis a;; e ¢;; sdo inversamente correlacionadas. Em [38] sao

definidos trés conjuntos de instancias:

SMALL Total de 60 instancias da classe C de tamanho n até
60. Essas instancias e seus valores 6timos sao retiradas
da OR-Library !.

! http://people.brunel.ac.uk/ mastjjb/jeb/orlib/gapinfo.html
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MEDIUM Total de 18 instancias das classes C, D e E de tamanho
n até 200. As instancias da classe C e D foram
retiradas da OR-Lib e as instancias da classe E estao

disponiveis no site dos autores 2.

LARGE Total de 27 instancias das classes C, D e E de tamanho

n até 1600. Também disponiveis no enderego acima.

O conjunto SMALL ¢é considerado muito simples e, portanto, também nao
serd abordado neste trabalho. Algumas das instancias dos conjuntos MEDIUM
e LARGE também sao triviais para os resolvedores MIP atuais e nao serao

utilizadas - mais detalhes no capitulo 8.

2http:/ /www-or.amp.i.kyoto-u.ac.jp/ yagiura/gap/
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