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Geracao de malha de tetraedros

Podemos chamar de malha de elementos finitos, ou simplesmente malha,
uma discretizacao do dominio geométrico em formas menores e simples, tais
como triangulos e quadrilateros em 2D e tetraedros, hexaedros, prismas e
piramides em 3D (Bern e Plassmann, 2000).

As malhas sao usadas em diversas areas. Elas podem servir como
representacao de terrenos em aplicagoes de cartografia e geografia. Em
computagao grafica, objetos sao normalmente reduzidos a malhas de triangulos
para serem renderizados. Em animacao por computador, malhas de tetraedros
e de hexaedros podem ser utilizadas como arcabougo para a movimentacao e
deformacao de objetos e personagens. Além disso, as malhas sao o artefato
fundamental para a execucao de processos de mecanica computacional, como
a simulagao de fluxo.

As malhas referenciadas nesta dissertacao sao as malhas de simulacao.
Elementos formadores destas malhas devem ser convexos e a topologia desta
malha ¢ tal que elementos distintos e; e e; (i # j) s6 podem se interceptar em

uma face, uma aresta ou um vértice, ou seja:

0

A vértice (2.1)
€, e: = -
' ! aresta

face

Dito de outra forma, dois elementos de malha em uma determinada
dimensao s6 podem se interceptar em uma entidade de dimensao inferior.
Quando elementos que se interceptam sao de dimensoes diferentes (por
exemplo, um triangulo e um tetraedro), a dimensao da interse¢cdo pode ser
igual ao elemento de dimensao inferior (Gattass, Celes Filho e Fonseca, 1991).

Observando a relagao de conectividade entre os elementos constituintes

da malha, Bern e Plassmann (2000), classificam as malhas em 3 categorias:

1. Malhas estruturadas. Neste tipo de malha, os vértices interiores tém
topologia similar, ou seja, tém a mesma quantidade de vizinhos (4 em 2D

e 6 em 3D). Neste tipo de malha, os vértices estao dispostos numa grade
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regular, simplificando o acesso a estes elementos. Malhas estruturadas

em 2D sao formadas por quadrilateros, e em 3D por hexaedros.

2. Malhas nao estruturadas. Neste tipo de malha, a quantidade de
vizinhos de seus vértices é arbitrariamente variavel. Sao exemplos deste
tipo de malha a malha gerada por triangulacao de Delaunay em 2D e

por tetraedrizagao de Delaunay em 3D (Berg et al., 2008).

3. Malhas hibridas. Estas sao formadas por porcoes de malhas

estruturadas ligadas por porgoes nao estruturadas.

A Figura 2.1 mostra exemplos desses tipos de malhas.

Figura 2.1: Exemplos de malha§. A esquerda, malha estruturada. Ao
centro, malha nao estruturada. A direita, malha hibrida. Adaptada de
(Bern e Plassmann, 2000).

Dependendo do propédsito da malha gerada, a qualidade de seus elementos
pode ser um fator importante. Simulacoes de fluxo em 3D dependem de os
elementos constituintes terem uma boa qualidade. A qualidade dos elementos
da malha sao normalmente fungao de sua regularidade, ou seja, o quanto o
elemento é equilatero. Segundo Knupp (2003), normalmente grande esforgo é
empreendido para criar uma malha inicial de qualidade minimamente aceitavel
e, na ausencia de conhecimento detalhado sobre a solugao, o melhor que se tem
a fazer é confiar nas propriedades geométricas da malha, acreditando que estas
correspondam de alguma forma as necessidades da analise subseqiiente. Tais
métricas destacam a presenca de elementos de baixa qualidade para que estes
sejam eliminados ou modificados. Uma das formas de se melhorar a qualidade
da malha é movendo os seus vértices. Os trabalhos de Hale (2001, 2002) e de
Fernandes e Gattass (2009) sao exemplos de técnicas que usam o movimento

dos vértices para melhorar a qualidade da malha.
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2.1
Malhas atéomicas

Hale (2001) demonstra uma técnica de geracao de malhas de triangulos
e de tetraedros usando uma abordagem inspirada em particulas carregadas
ou atomos que, ao mesmo tempo, mantém entre si uma distancia adequada a
densidade de fei¢coes de interesse no dado e se posicionam sobre as feicoes de
interesse em si. Naquele trabalho, Hale defende que o processo de anédlise de

imagens inerente a geragao de malhas pode ocorrer em trés passos:
1. Processar a imagem de forma a ressaltar suas caracteristicas de interesse;

2. Preencher o espaco com uma malha computacional alinhada as

caracteristicas de interesse;
3. Simular algum processo usando a malha computacional gerada.

No caso em que as feicoes de interesse da imagem sao formadas
pelo conjunto de elementos ou pixels que possuem o maior gradiente, os
operadores de Sobel podem ser utilizados para ressaltar tais elementos
(Gonzales ¢ Woods, 2000).

O método de Hale, batizado de imagens atomicas, pode ser computado

em trés passos:

1. Preencher o espago ocupado pela imagem com um arranjo pseudo-regular
de atomos, de forma que a distancia nominal entre um atomo e seus
vizinhos varie suavemente de acordo com a densidade de feicoes de

interesse na imagem;

2. Mover os atomos a fim de minimizar uma funcao potencial total, definida
como a média ponderada entre a energia potencial atomica e a energia

potencial da imagem;

3. Conectar os dtomos usando a triangulagdo de Delaunay (ou outra) para

formar a malha.

Naquele trabalho, cria-se um modelo de interagao entre &tomos com uma
forca entre pares dos mesmos, de tal forma que a forca total exercida sobre um
atomo pelos seus vizinhos é a soma das forcas exercidas por cada um deles. A
funcao de forca interatomica é definida de forma que atomos muito préximos
geram uma for¢a de repulsdo (positiva), e dtomos distantes, dentro de um
limite, geram uma forga de atragao (negativa).

Seja d(x) a distancia nominal entre d&tomos tomando por base a posigao

X, que ¢é a distancia dentro da qual a forca varia de repulsiva a atrativa.
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A forga é definida como funcéo da distancia euclideana ||x; — x;|| entre

atomos nas posicoes x; e x; dada pela expressao:

9 19,2, 5,3 3

s—gu +gu’, 0<u<s
w) = 8 8 477 — 2 2.9
(w) { o 3<u 22

onde u ¢é a distancia normalizada entre atomos, definida por:
Ixi — x|
U= ———. (2-3)
d(x;)

A Figura 2.2 ilustra esta funcao de forga.

O equilibrio, ou seja, forca de modulo igual a zero, ocorre quando pares
de atomos tém sua distancia normalizada igual a 1. Se u < 1, entao os atomos
se repelem. Se u > 1, entao os atomos se atraem. O limite dentro do qual se
calcula a forga entre pares de atomos é u < 1.5.

Ao invés de definir um vetor de forca em cada posi¢ao da imagem, Hale
sugere o calculo de um potencial escalar que, posteriormente, sera usado para
derivar a forca via diferencas finitas. Assim, o potencial escalar é dado por:

¢(u)={%_%u+£u3_%u4’ Dsu<y (2-4)
0, §<u.
A fungao de potencial escalar ¢(u) é usada para definir o campo potencial

atomico dado por: n H H
X; — Xj
i) = E — . 2-5
o) = ’ { d(x;) } (25)
A Figura 2.2 ilustra a funcao de potencial atomico.
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Figura 2.2: Grafico com as fungoes de for¢a (f(u)) e potencial (¢(u)).

Dai, a energia potencial atomica é definida como:

A= A(X1,X2, .., Xp) = %Za(xz-). (2-6)

=1

De forma similar, define-se a energia potencial da imagem como:
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B = B(x1,X, ..., Xn) = Zb(xz-), (2-7)

onde cada elemento b(x) corresponde ao campo potencial de imagem na posigao
x. O campo potencial b(x) é minimo (-1) nas feigdes de interesse méximo na
imagem ou volume, e maximo (0) nos pixels os voxels de interesse minimo.
Hale sugere um processamento prévio da imagem no intuito de ressaltar a
caracteristica de interesse e, assim, o mapeamento entre o valor do pixel e seu
campo potencial de imagem é direto.

A movimentacao dos atomos ocorre de forma a minimizar a energia

potencial total dada por:

P = P(x1,X2,...,%X,) = (1 = B)A + 8B, (2-8)
onde o parametro 3 estd no intervalo [0,1] e pode ser entedido como uma
ponderacao entre a regularidade da malha (com valor igual a 1) e a acuidade
do posicionamento de dtomos sobre feigdes de interesse (com valor 0).

O arranjo inicial dos atomos corresponde as posicoes dos vértices de
estruturas regulares de um cristal (Mello e Cavalcanti, 2000). Esta disposigao
inicial leva em conta trés fatores: (1) minimiza localmente a energia potencial
atomica, (2) é regular e (3) é consistente com a fungao de distancia nominal.
O algoritmo de otimizacao da malha fica encarregado, posteriormente, de
movimentar os atomos de tal forma que estes fiquem melhor posicionados em
relacao as feicoes de interesse no dado, minimizando assim energia potencial

de imagem, e mantenham, ainda assim, a regularidade do reticulado.

2.2
Malhas atomicas melhoradas

Esperanca, Oliveira e Cavalcanti (2008) evoluem a forma de fazer o
posicionamento inicial de atomos proposto em Hale (2001), e sugerem que
existe uma ordem intrinseca na colocagao de atomos sobre a imagem, ao que
se chama de projecao. Neste método, chamado de improved atomic meshes
ou, em traducao livre, malhas atomicas melhoradas, cada atomo é posicionado
conforme um arranjo regular (hexagonal, no caso de imagens) com distancia
entre os atomos sendo \/§/ 3 da distancia nominal interatomica. Para cada
posicao, é verificada numa vizinhanca esférica de raio d, a metade da distancia
nominal interatomica, qual é o ponto da imagem que tem o maior valor em
relacao as feigoes de interesse. Cada par formado pela posigao inicial do atomo
e pela melhor posicao na vizinhanca deste é colocado numa lista de prioridades
ordenados (i) pela distancia entre a posigao inicial e a melhor posicao e (ii)

pelo valor na melhor posicao. Ordenados todos os pares, um a um, ocorrem
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tentativas de projetar cada atomo na melhor posicao da vizinhanca, para a
qual fica reservada uma area de cobertura, variavel de acordo com o valor
associado do potencial da imagem neste ponto. Desta forma, varios a&tomos sao
projetados diretamente sobre as feicoes de interesse e diversos outros cobrem o
restante da imagem, respeitando a densidade de feig¢oes, e diminuindo, assim, o
valor da energia potencial da imagem em relagao a abordagem em Hale (2002).
A movimentagdo dos atomos segundo o método das malhas atomicas
melhoradas é regida por uma formulacao modificada de energia potencial. A
energia potencial atomica é agora dada por:
] = — X; — X, "L L(x;
o (EEE) ESS o

i=1 j=1

onde o fator L(x;) corresponde as coordenadas Laplacianas do ponto em

relacao a seus vizinhos de aresta e é dado por

1
ﬁ(wbw—m > v, (2-10)

onde NV (v) representa a lista dos vizinhos de um vértice na posigao v.

O parametro s estd no intevalo [0,1] e é uma ponderacdo entre a
energia potencial atémica original dos trabalhos de Hale (com valor 1) e a
energia baseada em coordenadas Laplacianas (com valor 0). O valor sugerido
do parametro s, segundo (Esperancga, Oliveira e Cavalcanti, 2008) é de 0.7.
Assim, a nova formulagao de energia potencial atomica tende a aumentar ainda
mais a regularidade da malha induzida pelos atomos, embora traga a priori
um custo adicional quando da computacao da energia potencial total, uma vez

que hé a necessidade de descobrir a vizinhanca de aresta de um atomo.

2.3
Malhas atomicas nao deterministicas

Esta secao descreve com detalhes um método proposto para geracao de
malha de triangulos e tetraedros a partir de um dado sismico. A versao 2D do

método foi tema de um artigo a ser publicado (Fernandes e Gattass, 2009).

2.3.1
Posicionamento inicial dos atomos

A qualidade da malha atomica descrita por Hale depende, como
mencionado, do posicionamento entre os atomos, ou seja, da regularidade
da malha, e destes atomos em relacao a imagem ou volume a ser mapeado,
ou seja, a propriedade de o &atomo estar posicionado sobre as feicoes

de interesse na imagem ou no volume. As malhas atomicas melhoradas
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(Esperanga, Oliveira e Cavalcanti, 2008) explicitamente posicionam atomos
inicialmente sobre as feicoes de interesse para, depois, cobrir o restante da
imagem ou do volume com atomos. Dependendo da quantidade de atomos que
se queira posicionar no objeto de estudo, o tempo computacional pode se tornar
alto. No capitulo de resultados é feita uma analise empirica de desempenho
comparativamente ao método proposto.

O método aqui chamado de malhas atomicas nao deterministicas tem o
mesmo proposito do método das malhas atomicas melhoradas, usando uma
forma diferente de posicionamento e movimentacao dos atomos, descrito a
seguir.

Inicialmente as amostras da imagem ou do volume sao transformadas
para valores de probabilidade, cuja soma total é 1. As posicoes para os atomos
sao sorteadas de acordo com estas probabilidades. Sempre que um &atomo
¢ posicionado, ele demarca uma regiao dentro da qual nenhum novo atomo
poderd ser colocado.

O método de selecao ou sorteio das amostras é o das tabelas-quias.
Devroye (1986) mostra que o desempenho do método das tabelas-guia é
superior a de outros métodos de inversao para geracao de nimeros aleatérios!.

H&4 mais de uma forma de proibir posicionamentos proximos a atomos
existentes. Uma delas sesria zerando a probabilidade na vizinhanca, mas isso
acarretaria a reconstrucao das tabelas-guias. Optou-se, entao, em armazenar
estruturas de circulos de descarte para cada atomo posicionado. Desta forma,
um insucesso ocorre quando uma nova posi¢ao de atomo ¢é sorteada mas esta
dentro de um dos circulos de descarte.

O método aqui proposto aplica corre¢oes gama a imagem original.

A corre¢ao gama é uma técnica de corre¢ao de intensidades dos sinais das
componentes das cores das imagens. Se uma corregao gama tem valor maior
que 1, a imagem resultante terd sua luminancia aumentada; se tem valor menor
que 1, a imagem perdera luminancia. Tal valor é positivo nao nulo. A expressao

que descreve a correcao gama pode ser dada por
1
Ss = Se /’Y7

onde S, e S, sdo os sinais de saida e entrada respectivamente. A Figura 2.3
mostra o efeito de aplicagao de diferentes valores de correcao gama a uma
imagem em escala de cinza. A Figura 2.4 mostra o grafico das corregoes gama
para a seqiiéncia de imagens.

Para executar o posicionamento de atomos, inicialmente valores de ~

!No Apéndice B encontram-se mais detalhes de utilizacdo desta técnica.
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Figura 2.3: Correcao gama sobre imagem. Original ao centro, adaptada de
(Hale, 2001).
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Figura 2.4: Grafico das correcoes gama aplicadas as imagens da Figura 2.3

menores que 1, crescentes, sao aplicados a imagem original, resultando em
imagens cujas fei¢oes de interesse (caracterizadas pelas feigoes mais claras) sao
ressaltadas. Posteriormente, valores maiores que 1, crescentes, sao aplicados
a imagem original, uniformizando, gradativamente, a luminancia de toda a
imagem.

Cada imagem corrigida é transformada em um vetor de probabilidades
que serve como entrada para o gerador de numeros aleatérios baseado em
tabelas-guias. O resultado de um sorteio usando uma tabela-guia é uma posigao
na imagem, cuja probabilidade é proporcional ao seu valor de feicao de interesse
apos a correcao gama. Assim, para cada valor 7y e, conseqiientemente, para cada
nova tabela-guia associada, novos sorteios de posicoes de atomos sao feitos e,
quando um limite de insucessos sucessivos em posicionar um novo ¢é atingido,
um valor maior v é utilizado para corrigir a imagem original e repetir o processo
de sorteio e posicionamento.

A imagem 2.5 ilustra o processo de fortalecimento e enfraquecimento
das feigoes de interesse quando da aplicacao de corregoes gama com valores
crescentes em cada passo.

Este procedimento termina por posicionar mais atomos sobre as feigoes

de interesse, sem deixar de cobrir toda a imagem ou volume, induzindo a
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criacao de uma malha com vértices alinhados as feicoes da imagem e, ao mesmo
tempo, com elementos (triangulos ou tetraedros) cuja qualidade é adequada
a uma malha inicial de simulacao. A qualidade dos elementos constituintes
de tais malhas é discutida no capitulo de resultados. Na Figura 2.3 utilizou-
se os valores 0.25, 0.5, 1.0, 2.0 e 4.0. O posicionamento de atomos sobre as
primeiras reforca as feicOes, e sobre as tltimas, tende a posicionar atomos

mais uniformemente na area da imagem ainda nao coberta.

Figura 2.5: Normalizacao aplicada as imagens com correcao gama da Figura
2.3.

A Figura 2.6 resume o algoritmo proposto para posicionamento inicial

dos atomos, detalhado em seguida.

Entradas: Uma imagem I com feigBes de interesse ressaltadas, a quantidade
méxima de atomos m a serem posicionados na imagem e quantidade m&xima de

insucessos sucessivos de posicionamento de um atomo f.

Saida: um conjunto de &tomos A

01. Gerar, a partir da imagem de entrada, uma lista de n tabelas-guias T

02. Esvaziar o conjunto de atomos A

03. pos 1

04. Enquanto ((pos <n) e (|A] <m)), faga:

05. Seja x a posig8o correspondente & probabilidade gerada segundo T'[pos]
06. Se for possivel inserir um atomo na posigdo x da imagem:

07. Zerar o contador insucessos

08. Inserir o &tomo em A na posig8o x reservando espago ao redor do
ponto

09. Sendo:

10. Incrementar o contador de insucessos

11. Se o contador de insucessos for maior que f:

12. pos <« pos + 1

13. Retorne A

Figura 2.6: Algoritmo para posicionamento de atomos
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2.3.2
Otimizacao da malha gerada

Hale sugere o uso de um otimizador para mover os atomos a fim
de minimizar a energia potencial total. Cada rodada de utilizacao do
otimizador é precedida de um novo reposicionamento de todos os atomos,
deslocados de até 10% da distancia nominal interatomica em relacao a
posicao original. Iteragoes de otimizagao ocorrem até que nao haja diminuicao
significativa da energia potencial total. O mesmo processo ocorre em
(Esperanca, Oliveira e Cavalcanti, 2008), sendo que neste a formulagao de
energia potencial atomica melhora a regularidade da malha. Agiiero (2005)
faz uso do método dos gradientes descendentes a fim de minimizar a energia
potencial total.

Pode ser necessario aplicar um filtro passa-baixa na imagem, como um
gaussiano (Gonzales e Woods, 2000), a fim de criar uma gradacao mais suave
de posicionamento de atomos e suavizar os vetores de gradiente da imagem.

Dada a natureza nao deterministica do problema, neste trabalho é
proposto que o posicionamento seja feito utilizando um algoritmo genético
(Goldberg, 1989).

Algoritmos genéticos (AGs) sao algoritmos de busca baseados na
mecanica da selecao e da genética naturais (Goldberg, 1989). Uma populagao
de individuos, criaturas artificiais, evolui a cada geracao. Um AG funciona
selecionando os individuos que estao melhor adaptados e com eles realizando
cruzamentos e mutagoes, criando uma nova geracao a priori melhor adaptada.
A avaliacao da adaptacao é uma funcao que varia conforme a natureza
do problema em questao. Um individuo numa populacao, representado
computacionamente como uma lista de elementos de mesmo tipo, é uma
solugao completa para o problema de busca ou otimizagao a cargo de um
AG. Tais elementos sao os chamados alelos, e sao a unidade fundamental de
informagao de um individuo.

O cruzamento é a troca estruturada e aleatéria de informagao, ou seja, de
parte da cadeia de alelos entre individuos distintos. Sejam A = {aq, as, ..., a,}
e B ={by,bs,...,b,} individuos distintos de mesmo comprimento n de cadeia
de alelos. Uma posigao ¢ (1 < i < n) é aleatoriamente definida, e a partir
dela a carga dos individuos distintos é trocada, resultando nos individuos A’ =
{ar, a2, ... a@-1),bi, 0641y, - -, bp} € B' = {b1,ba, ..., bii—1), Qis QGis1)s - - -, On )

A mutagao equivale & mudanca de valor de um ou mais alelos num
individuo. Seja A = {ay, as, ..., a,} um individuo. Uma posigao j (1 < j <n)
¢ aleatoriamente definida e o elemento a; de A sobre mudanga de valor.

Um algoritmo genético, entao, funciona tentando criar, a cada iteracao
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ou geragao, uma populacao de novos individuos que herdam alelos dos
melhores individuos da geragao anterior, e, sobre estes novos individuos, realiza
cruzamentos e mutagoes.

Para o problema de otimizagao da malha de triangulos e tetraedros, cada
individuo na populagao de solucoes é composto pelas posicoes de todos os
atomos inseridos pelo processo de posicionamento inicial. A cada nova geracao,
a solucao de melhor adequagao, isto é, a de menor energia potencial total, é
selecionada para dela descenderem os demais individuos da nova populagao
de solugoes. A evolugao ocorre através do cruzamento entre individuos e da
mutacao de individuos cruzados.

No contexto deste trabalho, o cruzamento é a troca de posigoes de
um grupo de atomos entre solucoes. Atomos sdo inicialmente identificados,
e suas posicoes sao trocadas entre dois individuos distintos. E selecionada uma
posicao de cruzamento, ou seja, até esta posicao, os a&tomos sao mantidos e, a
partir desta, suas posicoes sao trocadas entre solugoes.

Apés a realizacao do cruzamento, um individuo ou solugao pode sofrer
mutacao. Neste trabalho, mutagao significa movimentagao, ou seja, se um
atomo deve sofrer mutacao, entao sua posicao devera ser alterada. A alteracao
segue a sugestao de Hale de afastar o 4tomo de sua posicao inicial de até 10%
da distancia nominal interatomica. A direcao do movimento pode ser aleatoria
ou pode seguir o gradiente descendente de energia potencial total, tendo estas
duas opcoes iguais probabilidades de serem escolhidas.

Apoés realizar um conjunto de cruzamentos entre individuos de uma
populacao e sobre estes aplicar mutacgao, o resultado é um conjunto diferente de
solucoes, ou de grupos de posicionamento de atomos sobre a imagem. A solucao
a ser retornada do algoritmo é, como dito, a que tem melhor adequacao, ou
menor energia potencial total.

Algumas restri¢oes podem ser aplicadas ao algoritmo genético de forma
a diminuir seu tempo de resposta. Dentre elas estao o nimero de geracoes
consecutivas sem progresso e o numero maximo de iteragoes ou de geragoes.

O algoritmo da Figura 2.7 resume o processo de otimizacao da malha

baseada em algoritmo genético.
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Capitulo 2. Geragcdo de malha de tetraedros 28

Entradas: Um conjunto de &atomos A, o tamanho da populagido P, o tamanho

méximo do deslocamento aplicado a um &tomo 77,4, DUmero maximo de

cruzamentos por individuo C7T,4,, nimero mdximo de mutagdes por individuo

Mut,qy, médximo de iteragdes It,,q,, mdximo de iteragdes sem progresso
SPaz-

Saida: um conjunto de &tomos A’ com posicionamento otimizado

01. Criar a primeira geracdo (corrente) de individuos como cépias de A
02. it«—0

03. Para i« 1 até It,qz:

04. Apagar préxima geragdo

05. Computar a energia potencial total em cada individuo da geracdo
corrente

06. Selecionar o individuo c¢ da geragdo corrente com menor energia
07. Adicionar individuo selecionado na préxima geracgéo

08. Para j«< 1 até P/2:

09. Selecionar individuos a e b da geracio corrente, que nfo seja o
selecionado no passo 06.

10. (a’,b') < cruzamento(a,b,Crmas)

11. a" «— mutagdo(a’, Mutmazr, TTmaz)

12. b’ — mutagdo(d), Mutmar, TTmaz)

13. Adicionar a” e b’ a préxima geragdo

14. Selecionar o individuo n da préxima geragdo com menor energia
15.  Se energia(n) < energia(c):

16. 1t —at+1

17. Sendo:

18. 1t —0

19. Copiar a préxima geragdo sobre a geracdo corrente

20. Se it > SPpq:, entdo saia do lago

21. Faga A’ < n e retorne

Figura 2.7: Algoritmo para otimizacao de atomos baseado em algoritmo
genético.
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