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A
Apêndice

A.1
A condição de primeira ordem no caso geral

O objetivo dos pais é encontrar a combinação de consumo (x), número

de filhos (n), horas dedicadas à saúde (ts) e à educação (th) dos filhos, horas

dedicadas à trabalho no mercado (hl) e o montante de capital humano dos

filhos (hc) que maximize a utilidade

U = xα1(ns)α2(hc + h0)
α3

sujeita às restrições:

hc(th, ts) = A(s(ts))(hp + h0)th (A-1)

T = tl + n(μ+ ts + th) (A-2)

tl(hp + h0) = x+ n(ρ+ σts) (A-3)

onde

s(ts) = s0 + δ(1 − exp(−ts)).

é a tecnologia doméstica de saúde tal que δ ≡ s1 − s0.

Aplicando o log na função de utilidade dos pais e definindo, respectiva-

mente, L, λ, θ e ψ como o lagrangeano e os multiplicadores associados à cada

restrição, temos:

L = α1 log x+ α2 log n+ α2 log s(ts) + α3 log(hc + h0)

+ ψA[s(ts)]th(hp + h0) + θ[T − tl − (μ+ ts + th)n]

+ λ[tl(hc + h0) − c− (ρ+ σts)n]

Supondo solução interior para x, n e tl, a condição de primeira ordem
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será dada pelo seguinte sistema de equações:

α1

x
= λ (A-4)

α2

n
= θ(μ+ ts + th) + λ(ρ+ σts) (A-5)

α2
s′(ts)
s(ts)

+ ψ
dA

ds
s′(ts)th(hp + h0) ≤ θn+ λσn (A-6)

θ = λ(hp + h0) (A-7)

ψA[s(ts)](hp + h0) ≤ θn (A-8)
α3

hc + h0

≤ ψ (A-9)

A partir das equações A-2, A-3, A-4, A-5 e A-7, chega-se aos valores

ótimos do consumo x e dos multiplicadores λ e θ:

x =
α1

α2 + α3

T (hp + h0) (A-10)

λ =
α1 + α2

T (hp + h0)
(A-11)

θ =
α1 + α2

T
(A-12)

As três equações aplicam-se tanto para o equiĺıbrio malthusiano quanto para

o equiĺıbrio moderno.

A.1.1
Condição de primeira ordem no equiĺıbrio malthusiano

Vamos agora caracterizar o equiĺıbrio malthusiano, ou seja, aquele em

que os pais não investimentem no capital humano dos filhos. Nesse equiĺıbrio,

o capital humano dos pais se restringe ao capital humano básico, de forma

que hp = 0, e não há investimento no capital humano dos filhos, de forma que

os pais irão escolher hc = th = 0. Impondo essas hipóteses na condição de

primeira ordem temos que A-7, A-8, A-9 e A-11 implicam

n(ts) =

(
α2

α1 + α2

)
Th0

ρ+ μh0 + (σ + h0)ts
(A-13)

enquanto A-5, A-6 e A-7 implicam

R(ts) ≤ C(ts)

onde R(ts) ≡ s′(ts)/s(ts) e C(ts) ≡ [(ρ+ μh0)/(σ + h0) + ts]
−1 = −n′(ts)n(ts),

sendo que a desigualdade estrita irá prevalecer na solução de canto ts = 0.
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As duas condições acima determinam, respectivamente, o número ótimo

de filhos e de horas dedicadas aos cuidados com a saúde de cada um deles no

regime malthusiano.

A.1.2
Condição de segunda ordem no equiĺıbrio malthusiano

A verificação da condição de segunda ordem é facilmente obtida se

notarmos que no equiĺıbrio malthusiano o problema dos pais se simplifica.

No regime malthusiano, hp = hc = th = 0 e x = α1

α1+α2
Th0. Substituindo

esses valores na função de utilidade dos pais, vemos que problema se torna

simplesmente encontrar o número de horas dedicadas à saúde cada filho de

forma a maximizar

ln(n(ts)) + ln(s(ts))

onde n é dado por A-13. Portanto, a condição de segunda ordem para a

maximização é que a função acima seja côncava em ts = t∗s:

d2

dt2s
[ln(n(t∗s)) + ln(s(t∗s))] =

d

dts

[
n′(t∗s)
n(t∗s)

+
s′(t∗s)
s(t∗s)

]
< 0. (A-14)

Com um pouco de álgebra, é posśıvel mostrar que a condição de segunda

ordem pode ser reescrita como:

(
n′(t∗s)
n(t∗s)

)2

−
(
s′(t∗s)
s(t∗s)

)2

− s′(t∗s)
s(t∗s)

< 0 (A-15)

Pela condição de primeira ordem, os dois primeiros termos se cancelam e, como

o terceiro termo é positivo, a condição de segunda ordem é satisfeita.

A.2
Equiĺıbrio com crescimento

No equiĺıbrio com crescimento, o capital humano básico se torna assintot-

icamente irrelevantes; assim, podemos supor h0 = 0. Além disso, considerando

apenas soluções interiores, A-6, A-8 e A-9 da condição de primeira ordem

se tornam igualdades. Substituindo A-9 em A-8 e utilizando A-1, chega-se à

solução para o número de filhos:

n =
α3

α1 + α2

T

th
.

Substituindo o resultado acima na equação A-5 e utilizando as soluções

para os multiplicadores λ e θ dadas pelas equações A-11 e A-12, respectiva-
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mente, encontramos que o tempo investido na formação do capital humano dos

filhos é dado por

th =
α3

α1 − α2

(μ+ ts +
ρ+ ts
hp

)

Como no equiĺıbrio moderno há acumulação de capital humano com retornos

constantes, então hp → ∞; logo o último termo dentro do parênteses desa-

parece; portanto:

th =
α3

α1 − α2

(μ+ ts)

Finalmente, na equação A-6, colocondo-se s′/s em evidência e substituindo as

equações para n, th, λ e θ, chega-se a:

(α2 + α3ε
A
s )
s′(ts)
s(ts)

=
α2 − α3

μ+ ts
.
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