PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0721368/CA

4
Minimos Quadrados de Monte Carlo (LSM)

O método dos Minimos Quadrados de Monte Carlo surge como uma
alternativa promissora frente aos tradicionais métodos de avaliacdo de opgdes
como o método binomial e o de diferengas finitas. Apresenta algumas vantagens
significativas em relacdo aos outros métodos tais como: pode ser utilizado para
avaliar op¢des com variaveis de estado subjacentes cuja evolugao pode ocorrer de
acordo com diversos processos estocasticos; ¢ considerado um método bem
simples por ndo abordar os aspectos relativos a condi¢do de contorno livre; maior
velocidade no computo das opgdes; permite avaliagdo de opgdes com
caracteristicas semelhantes as opgdes americanas as quais dependem da avaliagdo
a cada instante de tempo; e, o mais importante e relevante, melhor precisao
encontrada, sobretudo, com um niimero grande de simulagdes.

A programacado dindmica esta implicita no computo via LSM. Isso se deve
ao mecanismo de avaliagdo da decisdo a cada instante de tempo anterior a data de
vencimento da opc¢do. Os métodos apresentados nesse trabalho sdo os
desenvolvidos por Longstaff e Schwartz (2001) e Gamba (2003) para avaliagdo

utilizando a ferramenta do LSM.

4.1
Abordagem LSM proposta por Longstaff e Schwartz (2001)

41.1

Formulacédo do Problema

A precificagdo de uma call americana pode ser representada como:

Call = Max Elexp(- Tr(w,S) KS(t)-K} | para t. <T (4.1)

0
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Onde,

t, € o instante de exercicio: 0<¢, <t, <..<t,  <t, =T

S(¢,) ¢ o preco da agdo no instante # ;

K é o prego de exercicio;

r(w,S) é a taxa de desconto associada a cada simulagdo (w) e preco da

acao ( §). No caso de uma opcao americana simples, considera-se essa taxa como

constante para todos os caminhos simulados de precos de modo que:

ti

[exp(— Ir(w, SH=e" .

0

No entanto, sabe-se que uma op¢do americana pode ser exercida a
qualquer instante de tempo e ndo apenas em alguns determinados instantes de
tempo. Isto ¢, a opgdo de exercer ¢ representada por um periodo de tempo
continuo e ndo discreto. Para soluciona-lo, basta que o valor da opc¢do seja
aproximado tomando-se um nimero de intervalos suficientemente grande.

No instante final (vencimento), existe a alternativa de exercer a op¢ao caso
ela esteja “in the money” ou permitir sua expiragao se estiver “out of the money”.

No instante de exercicio antecipado ¢,(¢, <T), o investidor deve decidir entre o

exercicio antecipado ou manter a opgdo viva e reavaliar novamente a

possibilidade de exercicio no instante posterior ¢,,,. No instante ¢, , sabe-se que o
valor da opgdo devido ao exercicio antecipado ¢ igual a S(¢,)— K . No caso de
optarmos por manté-la viva, o valor da opgdo em ¢, (V(w,t,)) corresponderd ao

valor esperado dos payoff’s gerados pelo exercicio futuro nos

instantes?,,,,t t,,,t, =T . Assim, considerando a hipétese de ndo

it bivn sl

arbitragem, o valor de continuagdo em ¢, correspondera a:

L

Viw,t,)=E,| i exp(—j r(w,8)dS).C(w,t;t,,T) /F, | (4.2)

J=i+l t

i


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721368/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0721368/CA

70

onde C(w,t,;t,,T)sdo os payoff’s gerados pelo exercicio da opgéo.
Observa-se que F, indica que o valor de continuagdo no instante ¢,, estd
condicionado as informacdes conhecidas na respectiva data ( F, );

Assim, a estratégia de exercicio 6timo em cada instante de tempo se reduz

a comparacdo dos valores de exercicio imediato S(z,)—Ke valores de
continuacdo (V' (w,t¢;)). O modelo LSM assume que o valor de continuagdo
V(w,t,)) em ¢,i=L-1,L-2,.]1 pode ser estimado por um modelo de

regressao dos minimos quadrados e uma combinacdo linear de um numero

determinado de bases (F, (X)) representativas do conjunto de informagdes
conhecidas em ¢#,(F,) Em seu artigo original, Longstaff ¢ Schwartz(2001) usam

como exemplo inicial as poténcias de uma variavel de estado X como fungdes

base . Assim, temos

V(wot) = ay+an fo(X)+ @y fon (X )+ o (4.3)

Vimt)=a,+a, X +a, X +.., (Base: f,(X)=X", n=123...) (4.4

m

A

onde (V(w,t;)) ¢uma fung¢do que estima os valores (V' (w,?,)) para cada
simulagdo w e instante ¢,. Cabe ressaltar que outras fungdes como Laguerre,

Legendre, Chebyshev e polindmios de Jacobi poderiam ser usadas como base.
Uma vez simulados os precos para todos os instantes de exercicio

antecipado ¢,,¢,,...., ¢, ,,t; =T , o modelo em questdo pode ser dividido em
duas partes principais correspondentes a cada instante ¢,

a) estimar os coeficientes de (V' (w,¢,)) pela regressdo de Y¢, sobre
Xt, ( ' Yt, €éo vetor dos valores de continuagdo em ¢, e Xt € o vetor
dos pregos do ativo simulado que estejam “ in the money”’em ¢, :

b) determinar o exercicio antecipado em ¢, pela comparacdo dos valores

V(w,t;) e S(t,)— K paracada acdo “in the money”.
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Os passos citados acima sdo entdo repetidos recursivamente

(¢, =T,t,,,.., t, ) até que todas as decisdes de exercicio antecipado para todos os
instantes de tempo e simulacdes (w =1,2,..., N, onde N ¢ o numero total de

simulagdes) tenham sido determinados.

Finalmente o valor da call americana pode ser valorado por:

N Ly
Call = %Z exp [- j r(w,S).dS ]max{ S"(s))- K ,0} (4.5)
k=1

0

onde S"(t/) ¢ o prego do ativo simulado para cada instante de exercicio

antecipado 6timo ¢, , para cada simulacdo w (ou trajetoria).

Caso ndo exista nenhum instante de exercicio antecipado 6timo para a
. ~ ~ ) * J . 7
simulacdo w, entdo max{S" (¢, ) — K,0} = 0. Nos proximos itens serd abordado o

algoritmo passo a passo utilizando-se de um exemplo simplificado, mostrado por
Longstaff (2001) no seu artigo, em que evidencia-se a estratégia Otima de

exercicio antecipado.

4.1.2
Algoritmo LSM

Nessa abordagem o objetivo ¢ mostrar como o algoritmo se desenvolve a
partir de cinco passos, onde calcula-se o valor da call americana por exemplo.
Primeiro Passo: E preciso gerar N trajetorias de pregos de algum processo
estocastico (MGB, por exemplo). As trajetérias geradas a partir serdo definidas
somente onde ¢ possivel exercer as opgdes. Segue abaixo a matriz de precos de

um ativo S.
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Tabela 4.1 — Simulac&o dos Precos

MATRIZ DE PRECOS

St(0) S, (1) S, S2(M
St(0) S:t(1) S:1(2) S2(M
St(0) S t(2) Sn1 1(2) Sn-1(T)
St(0) Sn t) Sy t2) Snt(T)

Segundo Passo: No vencimento as opg¢des (in the money) serdo exercidas

obedecendo o valor da call: max{S" (t; )—K,0},paratodo w =1,2,....N;

Terceiro Passo: O processo de computo das opgdes americanas ¢ feito
(backward) do instante final ao inicial. O valor da opg¢do para cada trajetoria ¢é

definido como:
call(t,,S v (¢,)) = max {C;,V,,_"’} (4.6)

) , . % , ;. .
onde: C'"=max{S" (¢, )— K,0},¢ o valor de exercicio antecipado.
w
i ¢ o valor da expectancia condicional obtida na regressao, ou seja, o
valor de continuacao.
E necessario ainda, determinar os valores e as fungdes de continuagao.

e Os valores de continuagdo para cada w, w=1,2,...., N, serdo dados por:

Ljj

L
vy =Ey Y exp(- j r(w,$)ds).C)" | (4.7)
J=itl ty
O célculo do somatoério € executado até o exercicio antecipado ou até a
data de expirac¢ao da opcao (vencimento).
O célculo da funcao de continuagdo ¢ feito apenas para as opgdes in the

money. Sendo assim, far-se-a a regressao do vetor Yt sobre o vetor Xt de modo a

obter os coeficientes da fungdo V, .
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Sendo M o numero de precos de S in the Money no instante de tempo

analisado. Utiliza-se para isso, a fungdo base f,, (X)=X".

Quarto Passo: Para mensuracdo dos exercicios Otimos antecipadamente, os

valores sdo colocados na matriz (®,,, ), compostas por valores 0 ou 1. (sendo 0

para os instantes em que manter viva a op¢ao ¢ melhor do que exercé-la e 1 para

os instantes que o exercicio imediato ¢ mais interessante.)

Quinto Passo: A partir da matriz de decisdo o valor da opgao sera estimado em

to.

Call = ﬁ:[ ie ©,.0 )] (4.8)

w=l i=1

1
N
Onde @ . ¢ a matriz representativa dos valores de exercicio, dados pela fungao:

max{S" (t;: )—K,0}

4.1.3

Exemplo Numérico Longstaff e Schwartz

O exemplo apresentado a seguir ¢ uma pequena verificagdo do
funcionamento do método LSM para precificagio de opgdes. Considere as
seguintes premissas: A opgao a ser avaliada é de venda (put) do tipo americana de
um ativo que nao paga dividendos. O prego inicial do ativo ¢ 1,00, o preco de
exercicio da opgdo € 1,10, podendo ser exercida em qualquer instante de tempo, 1,
2 ou 3. A taxa de juros livre de risco ¢ de 6% ao periodo. As trajetorias geradas

adotam o principio da neutralidade ao risco, como ilustra a matriz S :
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Tabela 4.2 — Matriz de Pre¢cos Simulados

MATRIZ DE PRECOS
w t(0) t(1) t(2) t(3)=T
1 1 1,09 1,08 1,34
2 1 1,16 1,26 1,54
3 1 1,22 1,07 1,03
4 1 0,93 0,97 0,92
5 1 1,11 1,56 1,52
6 1 0,76 0,77 0,9
7 1 0,92 0,84 1,01
8 1 0,88 1,22 1,34

Define-se a regra de exercicio que maximiza o valor da op¢ao em cada trajetoria

de pregos. Matriz @ ; = max{k - S" (¢, ),0};

Tabela 4.3 — Matriz Fluxo de Caixa®,_,

t(1) 1(2) 1(3)
0,01 0,02 0,00
0,00 0,00 0,00
0,00 0,03 0,07
0,17 0,13 0,18
0,00 0,00 0,00
0,34 0,33 0,20
0,18 0,26 0,09
0,22 0,00 0,00

8x3

No instante 3, que ¢ o instante de vencimento da opcdo, determina-se os valores

de exercicio para cada trajetoria.
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Tabela 4.4 — Valores de Exercicio da Opcéo

Valores da PUT

t(1) t(2) t(3)=T
- - 0,00
- - 0,01
- - 0,07
- 0,18
- - 0,00
- - 0,2

- - 0,09
- - 0,00

00N O U A~ WN R[S
1

Tabela 4.5 — Matriz de Exercicio Antecipado

Matriz de Decisdo
w t(1) t(2) t(3)=T
1 - - 0
2 - - 1
3 - - 1
4 - - 1
5 - - 0
6 - - 1
7 - - 1
8 - - 0

Se a opgao estiver (in the money) dentro do dinheiro no instante 2, hd uma
escolha entre exercer ou continuar com a opc¢do até o vencimento. Dentre os
caminhos simulados, apenas os caminhos 1, 3, 4, 6 ¢ 7 deixam a op¢ao dentro do
dinheiro no instante 2. Seguindo a ldgica dos autores, s6 serdo considerados os
caminhos dentro do dinheiro, onde o exercicio ¢ relevante. Para tal, X corresponde
aos pregos das agdes no instante 2 € Y o valor descontado um periodo pela taxa

livre de risco.
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Tabela 4.6 — Regressédo Linear em t=2

Regressao Linear em t=2

w Y X

1 0,00 X 0,9418 1,08

2 - out of the money
3 0,07 X 0,9418=0,0659 1,07

4 0,18 X 0,9418=0,1695 0,97

5 - out of the money
6 0,20X 0,9418=0,1884 0,77

7 0,09 X 0,9418=0,0848 0,84

8 - out of the money

A estimagdo do valor esperado de continuagdo estd condicionado ao preco
de S no instante 2 e ¢ feita utilizando uma regressao linear de Y com relagdo a X
e a X°. Nesse caso especifico do exemplo, para replicagdo dos resultados dos
autores, utilizou-se o software R para obtencao da regressao polinomial truncando
no segundo termo X . Através da regressio, obteve-se a expectancia condicional

ao valor de X no instante 2. A equacao abaixo ilustra essa expectativa condicional
E[Y/X]=-1070+2,983X —1,813X" (4.9)

Substituindo os valores de X na fung¢ao, obteve-se o valor de continuagao
para cada trajetoria de pregos. Comparando-se os valores de continuagdo aos de
exercicio, definiu-se a estratégia de exercicio antecipado no instante 2, como

ilustra o quadro abaixo.

Tabela 4.7 — Estratégia de Exercicio no instante t=2

Estratégia De Exercicio em t(2)

Valor de Exercicio Valor de Continuagao Continuar Exercer Estratégia Otima

1,10-1,08=0,02 | V(1)=-1,07+2,983.(1,08)-1,813(1.08)"2=0,0369 | 0,0369 0,02
1,10-1,07=0,03 | V(3)=-1,07+2,983.(1,07)-1,813(1.07)22=0,0461 | 0,0461 0,03
1,10-0,97=0,13 | V(4)=-1,07+2,983.(0,97)-1,813(0,97)82=0,1176 | 0,176 0,13
1,10-0,77=0,33 | V(6)=-1,07+2,983.(0,77)-1,813(0,77)22=0,1520 | 0,152 0,33
1,10-0,84=0,26 | V(7)=-1,07+2,983.(0,84)-1,813(0,84)"2=0,1565 | 0,1564 0,26

00 N O U A WN RS

0

O = = O = O O
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Analisando a tabela acima, verifica-se que sO € interessante o exercicio no
instante em que o valor de exercicio € superior ao valor de continuar. Nesse caso
as trajetorias 4, 6 e 7 apresentam valores superiores aos de continuar.

Tomando agora a nova de exercicio antecipado formada.

Tabela 4.8 — Matriz @ ,

Matriz de Decisao
t(1) t(2) t(3)=T
- 0 0

0N UL WNRIE

1
oOr L ORr OO
O R PR ORRR

Tabela 4.9 — Célculo (O ;. D, ;)

Matriz de Decisdo
w | t(1) t(2) t(3) t(1) t(2) t(3) t(1) t(2) t(3)
1 - 0 0 0,01 0,02 0,00 - 0 0
2 - 0 1 0,00 0,00 0,00 - 0 0
3 - 0 1 0,00 0,03 0,07 - 0 0,07
4 - 1 1 x| 0,17 0,13 0,18 |= - 013 O
5 - 0 0 0,00 0 0 - 0 0
6 - 1 1 0,34 0,33 0,2 - 033 O
7 - 1 1 0,18 0,26 0,09 - 026 O
8 - 0 0 0,22 0 0 - 0 0

Se a opgao for exercida no instante 2, necessariamente o fluxo de caixa
resultante em t=3 sera igual a zero. Para a andlise no instante 1 ¢ importante
observar com cuidado a matriz de trajetorias. Serdo definidos Y, como os fluxos

de caixa reais descontados pela taxa livre de risco. X representa os precos do ativo

S no instante t=1. A matriz abaixo mostra os valores de X e Y.
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Regressao Linear em t=1

Y X

00N O U A WN R[S

0,00 X 0,9418 1,09

- out of the money
- out of the money

0,13 X0,9418 0,93
- out of the money
0,33X0,9418 0,76
0,26 X 0,9418 0,92
0,00 X0,9418 0,88

O procedimento de computo da expectancia condicional ¢ similar ao feito

equacdo estimada.

E[Y/X]=2,038-3335X +1,356X"

Segue abaixo a

(4.10)

Substituindo os valores de X na fungao, obtém-se o valor de continuagao

para cada trajetoria de precos. Comparando-se os valores de continuagdo aos de

exercicio, define-se a estratégia de exercicio antecipado no instante 1, como

ilustra o quadro abaixo.

Tabela 4.11 — Estratégia de Exercicio no instante t=1

Estratégia De Exercicio em t(1)

w | Valor de Exercicio Valor de Continuacao Continuar Exercer Estratégia Otima
1 1,10-1,09=0,01 V(1)=2,038-3,335.(1,09)+1,356(1.09)2=0,0139 0,0139 0,01 0
2 - - - 0
3 - - - 0
4 1,10-0,93=0,17 V(4)=2,038-3,335.(0,93)+1,356(0,93)2=0,1092 | 0,1092 0,17 1
5 - - - 0
6 1,10-0,76=0,34 V(6)=2,038-3,335.(0,76)+1,356(0,76)2=0,2866 0,2866 0,34 1
7 1,10-0,92=0,18 V(7)=2,038-3,335.(0,92)+1,356(0,92)2=0,1175 | 0,1175 0,18 1
8 1,10-0,88=0,22 V(8)=2,038-3,335.(0,88)+1,356(0,08)2=0,1533 | 0,1533 0,22 1
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Analisando a tabela acima, verifica-se que sO € interessante o exercicio no
instante em que o valor de exercicio ¢ superior ao valor de continuar. Para as
trajetorias 4, 6 , 7 e 8, € 6timo exercer no instante t=1 .

Tomando agora a nova matriz de exercicio antecipado formada.

Tabela 4.12 — Matriz de Exercicio Antecipado Resultante

t(1) t(2) 1(3)
0 0 0

00N UV WN R[S
P P P OPFrP OO
OO0 o0oooo
=l elNeNNe N e

Célculo do valor da opg¢ao de venda

Put :%i[ ZL:e @, D ) 4.11)

w=1 i=1

8 3

Put = %Z[ D e (IT,,)]=0,1144 (4.12)

H8x3 = (®8x3 -q)8x3)

Tabela 4.13 — Matriz de Deciséo

Matriz de Decisdo
w t(1) t(2) t(3) t(1) t(2) t(3) t1) t(2) t(3)
1 0 0 0 0,01 0,02 0,00 0 0 0
2 0 0 0 0,00 0,00 0,00 0 0 0
3 0 0 1 0,00 0,03 0,07 0 0 0,07
4 1 0 0 |x] 017 0,13 0,18 | =| 0,17 0 0
5 0 0 0 0,00 0,00 0,00 0 0 0
6 1 0 0 0,34 0,33 0,2 0,34 0 0
7 1 0 0 0,18 0,26 0,09 0,18 0 0
8 1 0 0 0,22 0,00 0,00 0,22 0 0
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4.1.4

Determinacao do Gatilho

A determinacao da curva de gatilho ¢ essencial para precificagdo de
opgoes reais, independente do método a ser utilizado, pois € necessario determinar
o “timing” exato de exercer a opc¢do de investimento. Na aplicacdo em opgdes
reais no capitulo 5 utilizar-se-3o alguns modelos para determinacdo dessa curva.
Frota 2003 sugere um método para determinacao da Curva de Gatilho, que seria o
calculo das raizes da funcao abaixo:

£ls,)=7, ~¢, =lay <ays, ~anls, F + . |-ls, ~x] (4.13)

Tal abordagem foi implementada pelo autor no programa em VBA, ¢ o seu
resultado serd confrontado com o obtido por outros métodos como: Aproximagao

Analitica de Bjerksund.

4.2
Avaliacdo de Opcdes Reais pela metodologia de André Gamba (2003)

Esse topico busca expor de forma objetiva e sucinta a modelagem para o
problema de opgdes reais proposto por Gamba (2003). Tal abordagem foi
apresentada por Araujo (2005) e sera complementada com um exemplo numérico.
O autor aborda tal tema utilizando o método de Minimos Quadrados de Monte
Carlo, resumindo um problema de OR em um portfélio de opgdes simples
interligadas. Para tal abordagem, ¢ preciso que sejam respeitadas algumas
peculiaridades das opgdes contidas no projeto, classificadas em: independentes,
mutuamente exclusivas e compostas. A seguir serd exposto um exemplo
numérico baseado no algoritmo do LSM elaborado pelo proprio autor de forma a

exemplificar o funcionamento do algoritmo proposto por Gamba(2003).
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421

Opcdes Independentes

O caso da opg¢do independente pode ser considerado o mais simples dentro
desta abordagem. O valor de qualquer opcao do portfélio ndo ¢ influenciado pelo
exercicio de outra opcdo. Desse modo, o somatério de cada opcao
individualmente representa o valor total do portfélio.

Considerou-se como exemplo o seguinte caso:

H opgdes com prazo de vencimento 7,, com valor F,(¢,Xt), onde X

representa a o fator de risco. No caso de mais de um fator de risco, considera-se
um vetor X7. Representa-se o exercicio independente de todas as opgdes do

portfolio como uma opg¢ao cuja funcio de prego ¢ determinada por:

G(t,X,):iFh(t,Xh) (4.14)

h=1

Considera-se nessa abordagem que as incertezas técnicas (qualidade de um
pogo de petrdleo) e as incertezas provenientes da variavel de estado (preco do
petrdleo e taxa de cambio, por exemplo) sdo estocasticamente independentes.
Com isso, assume-se a premissa de que a probabilidade de um evento técnico
afetar o projeto ¢ conhecida. Conjectura-se que o evento tem N possibilidades de
ocorréncia e a probabilidade da ocorréncia de cada caso obedeca a algumas

propriedades especificas, sendo elas:

° p,>0 ;

Outra premissa assumida ¢ a de que no periodo de tempo 7°<7,, ndo

existe mais incerteza técnica e, assim, calcula-se o valor da op¢do como:

G, X,) =TS Y p ELF, (T, X)) (4.15)

n=l  h=1
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. A . . .~ o
onde E,[.] representa a expectincia condicionada as informagdes disponiveis no

instante t, assumindo um processo de neutralidade ao risco. O exercicio das
opgOes continuaria obedecendo as regras convencionais de exercicio. As opgoes

do tipo americana poderiam ser exercidas a partir do instante 7" até o instante 7).

Ja as opgdes européias serdo exercidas no instante 7).

4.2.2

Opcgdes Compostas

O caso da op¢do independente, muito embora seja o mais simples, muitas
vezes ndo representa fielmente o que acontece na vida pratica. Isso acontece por
que pode existir interagdo entre os participantes de um determinado mercado.
Nesse contexto, o exercicio de opgdes por um dos participantes pode afetar o
valor das op¢des de outros participantes. Soma-se a esse fato, a possibilidade de o
exercicio de uma opcdo gerar outra op¢do. Este fato ¢ muito comum em
exploracdo e producdo em blocos de petrdleo onde os investimentos sdo
realizados em seqiiéncia, ou seja, a medida que vao sendo reveladas as
informagdes sobre o prospecto geram-se opg¢des com possibilidade de exercicio
em caso de sucesso. Assim, o valor da op¢do anterior depende das opgdes
seguintes.

Seja H as opgdes existentes num determinado portfélio com prazo de

vencimento em 7, com valor F, (¢, Xt)de cada op¢do determinado por:
e O0se t>T7, (quando aopg¢do ndo puder mais ser exercida)

e  max {e”(‘”) E[I1,(s,X,)+F,, (s,X,)]} se t<T, eaopgio for

se(t,T;)
americana;
— (T, — *
o t)Et[Hh(ThaXTh)_l_FhH(Th’XTh)]} se t<T,ca

opcao for do tipo européia.

Nesse contexto F

.1 pode ser o valor de uma opgdo, o valor de varias
opcdes independentes com a mesma data de vencimento, o valor esperado de
opgdes que estardo disponiveis ate que alguma incerteza técnica se dissipe ou a

mais vantajosa dentre uma série de opgdes mutuamente exclusivas.
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4.2.3
Opc¢des Mutuamente Exclusivas

Seja H o conjunto de opgdes no qual apenas uma opg¢ao pode ser exercida.

Seja T, a data de vencimento de cada uma das opgdes e seja F) (¢, Xt) o valor do
projeto no instante t. Até um instante 7, ., , que compreende ao valor maximo do
intervalo (7,...,7,), o detentor dos direitos decidird a melhor op¢ao disponivel

dentre as existentes tais como: Continuar, Expandir, Abandonar, e ainda o melhor
instante de exercicio dessas op¢des. Dada a irreversibilidade do exercicio da
opc¢ao, ao exercer a op¢ao, todas as outras deixariam de existir. Faz-se necessario
para tal abordagem que exista no portfélio pelo menos uma opcdo do tipo
americana.

O valor da opgao ¢ dado por

G(t,X,)= r{l%g{e-"“-’) E'[F, (s, X )]} (4.16)

Onde s varia entre T e T,, . Se todas as op¢des forem européias, a

escolha da melhor opcdo automaticamente resultard na escolha da data de
exercicio.

Apesar da escolha da melhor op¢ao ser realizada no instante inicial t, o seu
exercicio s6 ocorrerd no instante 6timo de exercicio desta op¢ao. Isso possibilita
que, antes desta data, outra opgdo se torne mais valiosa e seja mais interessante

exercé-la no lugar da opg¢ao originalmente escolhida.

4.3
Método LSM aplicado em Opcdes Reais

A aplicagdo do método LSM as opgdes reais ¢ muito semelhante ao das
opgdes financeiras, ou seja, comega-se dividindo o horizonte de tempo T em N

intervalos, onde T ¢ a data de expiracdo da op¢do. Logo, sdo simuladas as “k”

trajetorias para as varidveis de estado X. A notagdo X, (w) representa o vetor de
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valores das variaveis de estado em um determinado instante t na trajetoria w e

Ft,X,(w) o valor da opg¢ao para o mesmo periodo e trajetoria.

A regra de decis@o sera a de comparar o payoff do exercicio imediato

F(t,X,(w)) com o valor de continuagdo ®(z, X, (w)). Caso o primeiro seja maior

o investidor exerce sua op¢do. Essa sistemdtica ¢ feita para cada uma das
trajetorias simuladas. O valor de manter a opgdo “viva” em ¢ corresponde ao
valor da opg¢do no instante ¢#+1 descontado até ¢ e ¢é representado pela seguinte

equacao:
O, X,)=e™E [Ft+At, X, )/ 1] (4.17)

Onde /, corresponde ao conjunto das informagdes relevantes no instante t

disponivel para tomada de decisdo.
A intuicdo por tras da abordagem do LSM ¢ a obten¢do da data de
exercicio 6timo de uma op¢ao americana. J& o valor da opgdo ¢ calculado pela

seguinte equacao:
F(t,X,) = Max{Il(t,X ), ®(t,X,)} (4.18)

Aqui também o valor da op¢do ¢ dado pela média de todos os fluxos de

caixa de exercicios 6timos descontados até o instante inicial. A sua féormula é:

F(0,X,)= %f e I (W), X -, (W) (4.19)

w=1

Onde t'(w) é a data de exercicio 6timo da opgio na trajetoria w.

O que torna o LSM aplicado a opg¢des financeiras diferente do aplicado a
opgoes reais, ¢ como calcular o valor de continuacdo para depois formular as
regras de decisdo. A idéia encontrada foi que, se a op¢do ainda nao foi exercida, o
valor de continuagdo (®) € a esperanga, condicionada as informagdes naquela data
do payoff 6timo futuro da opgao.

Como @ pertence a um espago vetorial linear, pode-se fazer a seguinte

operacao:
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O(1.X,) =3¢, (OL, (1. X,) (4.20)

Onde, L; é o elemento j na base ortonormal. Usando somente J < o
elementos na base e estimando ®'(t) através da regressdo linear dos minimos

quadrados, chega-se a seguinte aproximagao para o valor de continuagao:

cﬁj(t,Xt)=ZJ:<3j(z)Lj(z,X,) 4.21)

Foi mostrado que essa metodologia converge para o seu “valor verdadeiro”
de continuagdo a medida que se aumenta o intervalo de tempo N, o nimero k de
simulacdes e as func¢des basicas. Com isso, esse método pode ser aplicado a varios
casos de opgdes reais. Para este trabalho serd feita uma aplicacdo para opgdes

mutuamente exclusivas.

4.3.1

LSM e Opcdes Mutuamente Exclusivas

Seja H o conjunto de op¢des mutuamente exclusivas onde apenas uma delas
pode ser exercida de cada vez. Essas op¢des podem ser de expansdo, contracdo e
abandono, por exemplo. Também podem existir varios tipos de cada uma delas.
Seja agora [[n e Tn 0 payoff e a data de expiragdo de cada uma das opgodes
respectivamente e F(t, X;) o valor no instante ¢.

Com isso, o investidor vai ter que escolher até a data de vencimento a
melhor op¢do para investir num instante de tempo qualquer z. Como a decisdo de
exercer a opcdo ¢ irreversivel, o investidor vai achar interessante adiar ao
maximo, no intuito de manter todas as op¢des “vivas” o maior tempo possivel.

O valor da oportunidade de escolha G(t, X;) da melhor op¢ao dentre todas

existentes sera dado pela seguinte equacao:

Glt. X,)= 1113x{e“'““')E: [F, (5. X, )]} (4.22)

(s.h
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Onde s ¢ um instante de tempo genérico entre a data inicial (¢) e de
vencimento (7). Caso as opgdes sejam do tipo européias a escolha da melhor
opcao se dara na data de vencimento.

Enfim, suponha um instante s onde existem 3 op¢des: h; = abandono, h, =
contrair, h; = expandir. O valor de continuagdo serd dado pela regressdao. O
método LSM vai avaliar nesse instante s, primeiramente, qual das opgdes
disponiveis (h;, hy ou hs) apresenta maior valor no futuro, sendo em seguida
trazido a tempo presente para que possa ser comparado com o valor de exercicio
imediato, onde se tera a conclusdo de exercicio ou manutencdo da op¢ao “viva”.

Essa sistematica ¢ feita em todo intervalo de tempo ¢ < s <T.

4.4
Exemplo Numérico utilizando o modelo de Gamba (2003)
Primeiramente, ¢ necessario definir as varidveis basicas € o processo
estocastico do ativo objeto, com o0s seus respectivos pardmetros. Depois ¢
necessario definir quais os tipos de opcao que estardo disponiveis para a execugao
do projeto no processo de decisdo ao longo do periodo. Nesse exemplo € possivel
estabelecer algumas opgdes que sejam mutuamente exclusivas e que sejam
exercidas em um Unico instante, a partir da qual cessa o direito a quaisquer outras

opcoes.

Parametros do Projeto de Investimento
Investimento: R$ 5.100.000,00
Valor Inicial do Projeto: R$ 5.000.000,00
Taxa Livre de Risco: 5%
Prazo de Vencimento da Opcao: 3 anos

Taxa de Dividendos: 0%

Parametros Basicos do Processo Estocastico
Movimento Geométrico Browniano
Drift: 5%

Sigma: 20%
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Opcodes Disponiveis para Decisao

Por simplicidade consideram-se apenas 3 opg¢des bdsicas para o gestor. Pode
expandir, contrair ou abandonar seu projeto.

Opc¢ao de Abandonar o Projeto: Caso ocorra o cenario desfavoravel, estabelece-se
um valor pré-determinado que assegure um nivel minimo de recebimento residual.
Valor Opcao de Abandono: A (fungdo caracteristica)

Opgao de Expandir o Projeto: Essa opcao dé o direito de expandir suas atividades,
similar a uma opgao de compra (call), permitindo assim aumentar suas atividades
caso o cenario seja favoravel e alavancar seus ganhos.

Valor Opc¢ao de Expandir @.X —1 (fun¢do caracteristica), sendo @ um fator de
sensibilidade da expansao.

Opgao de Contrair o Projeto: Essa opgdo da o direito a empresa de reduzir o nivel
de produgdo por meio da diminui¢do de sua capacidade ou por meio da venda de
parte do projeto para outra empresa por um determinado valor. Esta op¢do ¢
valiosa em cendrios desfavoraveis.

Valor Opcao de Contrair: y.X + R (fungdo caracteristica), sendo y o fator de

contracao.
O quadro abaixo ilustra as 3 opg¢des disponiveis adotando um fator de expansao de

10% e de contragdo de 50%.

2
MGB Neutro ao Risco dX =(r-o0- %).dt +oAJdt.N (0,1

O método utiliza a programacdo dindmica como técnica de determinagado
das decisdes Otimas do projeto em cada instante. Para isso parte-se da seguinte
decisdo: exercer a op¢ao ou nao exercer a opgao/continuar. A decisdo 6tima ira
comparar o valor de continuagdo com o valor de exercer a opcao, sendo que
continuar pode tomar dois valores, dependendo do instante que estd sendo
considerado:

O processo de avaliacdo da opg¢ao ¢ (backward) comegando no né
terminal, sendo X(T) o valor de continuacao. No n6 intermedidrio E[Y/X(t)] € o
valor de continuacdo (este valor ¢ obtido considerando a regressdo entre o valor
presente (em t) dos (payoffs) das decisdes tomadas posteriormente a t com o valor

de todas as informagdes relevantes disponiveis na data em que se estd avaliando a
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op¢ao que no caso sera de X(t) — dado que pressupde que o ativo objeto segue um
processo de Markov. (t<T)
Em cada n6 devemos considerar a seguinte decisdo:

Nos nés final e intermediario a condi¢do de exercicio ¢ dada pela fungio:

Max| Continuar, Abandonar, Expandir, Contrair].

Segue abaixo a construgdo da analise passo a passo:

A analise de opgdes mutuamente exclusivas ¢ feita utilizando o mesmo
principio do exemplo exposto no topico 4.1.3. A diferenca essencial ¢ a matriz de
decisdo que engloba multiplas opgdes. O primeiro passo ¢ simular os cenarios

para o projeto.

Tabela 4.14 — Simulac&o do Valor do Projeto

Realizagdo 0 1 2 3
1 5000 4215 4897 4090
2 5000 5084 4433 4183
3 5000 5586 6048 4920
4 5000 4500 3813 5468
5 5000 4214 3662 2784
6 5000 5058 6604 8050
7 5000 4753 4309 3787
8 5000 5423 6534 7961
9 5000 6059 7285 6041
10 5000 6382 8248 6716

Posteriormente ¢ necessario calcular os (payoffs) do né t=T., que para o
exemplo, se dd no instante de tempo igual a 3. Tais valores foram calculados

baseando-se nos valores determinados pela equagdo 4.30 acima.
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Tabela 4.15 — Valores das Opc¢des do Projeto

Realizagdo NAO EXERCE ABANDONO EXPANSAO CONTRACAO
1 4090 4500 3999 4295
2 4183 4500 4101 4341
3 4920 4500 4912 4710
4 5468 4500 5514 4984
5 2784 4500 2563 3642
6 8050 4500 8354 6275
7 3787 4500 3666 4144
8 7961 4500 8257 6231
9 6041 4500 6145 5270
10 6716 4500 6887 5608

Os valores foram calculados a partir da funcdo de gatilho determinada
acima. A partir dessa fungdo cada valor ¢ comparado e assim define-se a politica
otima de exercicio no instante t=3. Em cada realizacdo decide-se a agdo 6tima.

Abaixo segue o valor encontrado bem como a acdo 6tima nesse instante de tempo.

Tabela 4.16 — Defini¢cdo do Valor da Estratégia Otima

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0721368/CA

Realizac&o ACAO OTIMA FLUXO DE CAIXA
1 ABANDONAR 4500
2 ABANDONAR 4500
3 CONTINUAR 4920
4 EXPANDIR 5515
5 ABANDONAR 4500
6 EXPANDIR 8350
7 ABANDONAR 4500
8 EXPANDIR 8250
9 EXPANDIR 6140
10 EXPANDIR 6890

Calcular os pay-offs, do n6 t-1, que nesse caso, ¢ o instante t=2.
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Tabela 4.17 — Valor do Projeto no instante imediatamente inferiora T

Realizacdo 0 1 2 3

4897
4433
6048
3813
3662
6604
4309
6534
7285
8248

Boow~vwouhrwNnr

Agora o valor de continuagdo ¢ calculado através da regressdo, e valera
E[Y/X]. As outras fungdes continuam sendo avaliadas com as fungdes

especificadas na equagdo acima. Y = Valores extraidos da Matriz de Fluxo de

T
Caixa atualizados no tempo pela seguinte equagdo ¥ = » FC,.e™ "™

t+1

X = Valores extraidos das Realizagdes dos Processos Estocasticos do

Ativo Objeto.
Tabela 4.18 — Vetores da Regresséao
Realizacé&o X(t=2) Y
1 4897 4280
2 4433 4280
3 6048 4680
4 3813 5250
5 3662 4280
6 6604 7945
7 4309 4280
8 6534 7850
9 7285 5840
10 8248 6550

ApoOs a regressdo, utilizando um polindmio de segundo grau

E(X/Y)=a,+a,X +a,X* , obtém-se o valores de continuagio.
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Tabela 4.19 — Valor de Continuacéo obtido na regresséo

Realizacdo E(Y/X)

5210
4825
6010
4250
4100
6315
4715
6280
6615
6900

Boo~vwouorwnr

Agora analisando a estratégia Otima no instante t=2 seguindo a mesma

funcao anterior tém-se:

Tabela 4.20 — Estratégias Otimas no instante t=2

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0721368/CA

Realizagao Continuar Expandir Contrair Abandonar
1 5210 4885 4700 4500
2 4825 4375 4465 4500
3 6010 6150 5270 4500
4 4250 3690 4155 4500
5 4100 3525 4080 4500
6 6315 6760 5550 4500
7 4715 4235 4400 4500
8 6280 6685 5515 4500
8 6615 7510 5890 4500
10 6900 8570 6370 4500

Dados a possibilidade de exercicio imediato nos instantes anteriores aos

no6s finais, a matriz de exercicio nessa transi¢ao do instante t=3 para o t=2 sera:
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Tabela 4.21 — Resultados obtidos ap0s a definicdo da estratégia 6tima

Realizacdo 2 3
1 0 4500
2 0 4500
3 6150 0
4 4500 0
5 4500 0
6 6760 0
7 0 4500
8 6685 0
9 7510 0
10 8570 0

Assim, a matriz de decisdo, nos seguintes instantes sera:
Tabela 4.22 — Deciséo 6tima

Realizacéo 2 3
1 Continuar Abandonar
2 Continuar Abandonar
3 Expandir 0
4 Abandonar 0
5 Abandonar 0
6 Expandir 0
7 Continuar Abandonar
8 Expandir 0
9 Expandir 0
10 Expandir 0

Agora, faz-se a mesma andlise do instante t=2 para instante t=1.
Tabela 4.23 — Vetores da Regresséo Linear

Realizacéo X(T=2) Y
1 4215 4070
2 5084 4070
3 5586 5850
4 4500 4495
5 4214 4210
6 5058 5050
7 4753 4750
8 5423 5420
9 6059 6055
10 6382 6380

92
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ApOs regressao obtém-se o valor de continuagao.

Tabela 4.24 — Valor de Continuacéao

Realizacdo X(T=2)

4070
5160
6120
4350
4070
5115
4660
5780
7245
8140

Boo~NwourwNnr

ApOs essa regressao obtém-se os exercicios 6timos em cada instante de

tempo.

Tabela 4.25 — Valores da Estratégia Otima

Realizacé&o 1 2 3
1 4500 0 0
2 0 0 4500
3 0 6150 0
4 4500 0 0
5 4500 0 0
6 0 6760 0
7 4730 0 0
8 0 6685 0
8 0 7510 0
10 0 8570 0

Abaixo tém-se a acao Otima sob incerteza a ser tomada em cada instante

do tempo.
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Tabela 4.26 — Estratégia Otima

Realizacdo 1 2 3

Abandonar
Continuar
Continuar

Abandonar

Abandonar
Continuar

Expandir
Continuar
Continuar
Continuar

Continuar Abandonar

Boo~vwounrwNnr

Assim a partir dos (pay-offs) resultantes do exercicio 6timo em cada
instante de tempo trazidos a valor presente pela taxa de desconto, obtém-se a

partir da equacao (4.23) o valor do projeto com a opgao

T

z PT 'e—rA(T—t)

;4 (4.23)
COM _OPCAO N
Tabela 4.27 — Pay-off da Matriz Resultante

Realizacdo Valor Presente 1 2 3
1 4280 4500 - -
2 3870 - - 4500
3 5570 - 6150 -
4 4280 4500 - -
5 4280 4500 - -
6 6120 - 6760 -
7 4495 4730 - -
8 6050 - 6685 -
8 6795 - 7510 -
10 7755 - 8570 -

MEDIA 5350

O valor do projeto com a opgao ¢ de 5350. O valor inicial do projeto era de
5000 e calculou-se um valor para flexibilidade de 350. Essa abordagem para
carteiras de maultiplas opgdes proposta por Gamba (2003) representa uma
inovagdo importante para a teoria de opgdes reais. Ela utiliza-se do mecanismo

proposto por Longstaff e Schwartz (2001) e incorpora flexibilidades importantes
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ao método. Como exemplificado acima o calculo ¢ relativamente simples, pois,
modifica-se apenas a fun¢do do nd terminal e as decisdes multiplas por periodo.
Os demais passos sdo calculados da mesma forma que o proposto por Longstaff e

Schwartz (2001).
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