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Processos Estocasticos

Um processo estocastico pode ser definido como uma seqiiéncia de
variaveis aleatorias indexadas ao tempo e também a eventos. E uma variavel que
se desenvolve no tempo de maneira parcialmente aleatéria e imprevisivel. Sob
outro ponto de vista, um processo estocastico ¢ uma seqiiéncia de fungdes
mensuraveis, ou seja, uma varidvel aleatéria X definida num espaco de
probabilidade (Q,P) que toma valores num espaco de fungdes F.

Tais processos podem ser classificados em estaciondrios e nao
estaciondrios. Em particular, sio amplamente utilizados os processos estocasticos
estacionarios de segunda ordem que sdo caracterizados por média e a varidncia
constantes no tempo. Em contrapartida, os ndo estacionarios possuem momentos
que crescem sem limite, a medida que o tempo passa. Além dessas classificacoes,

0s processos estocasticos podem ter o parametro tempo continuo ou discreto.

Definicdo Matematica

Segundo Brandado (2000), seja W um conjunto, onde we W denota um

estado da natureza. Seja também uma fungao f tal que

f:RxW >R f(x,w),xeReweW

Dado um we W, f (o,w) torna-se funcao de x. Valores diferentes de w e
valores diferentes de x. Assim tém-se duas fungdes. Quando x representa o tempo
entdo f(x,wl) e f(x,w2)representam duas trajetorias diferentes que dependem
de estados do mundo. W representa a aletoriedade e a fung¢ao f(x,w)é uma

funcdo aleatoria ou um processo estocastico.
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3.1
Random Walk

O processo estocastico conhecido como (Random Walk) é considerado um
dos processos estocasticos mais simples em tempo discreto e estado discreto.

Neste processo tem-se a varidvel aleatoria x, e seu valor inicial x, ¢ conhecida no
instante inicial do processo. Nos instantes sucessivos, x, assume saltos de

tamanho um para cima ou para baixo, sempre com probabilidade 2. Como os

saltos sdo independentes entre si, podemos descrever a dindmica de xt como:

X, =x,_, +¢&, (3.1)

onde &, ¢ uma varidvel aleatoria com distribui¢cdo de probabilidade

prob (¢, =1) = prob (g, = -1) = % (t =1,2,3,..) (3.2)

A distribui¢do de probabilidade de x, pode ser encontrada a partir da

distribuicdo binomial. Para ¢ passos, a probabilidade de se terem 7 saltos negativos

e, conseqiientemente, ¢ - n saltos positivos sera:

ry1 1., (
= m 1__ hy ?i‘=
\I‘H J(z) (1-9) |

) (1) ‘f’ )
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() ) =‘ _ |(;} |'2
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(3.3)

Assim, se houver n saltos negativos e ¢ - n saltos positivos num espago de
tempo ¢, o valor de x serd - n + (¢ - n) =t - 2n. A probabilidade de x assumir o

valor ¢ - 2n no tempo ¢ ¢ dado por:

ob(yv=1— _Ifr\.ll.}—:
prob(x =t 23?)—\ . ‘ 2

(3.4)
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Se x, = 0entdo a esperanga de x, ¢ igual a zero, pois a probabilidade de descer e

de subir é a mesma:

E,(x,)=0 3.5)

Verifica-se pela equacdo 3.1 que o processo ¢ do tipo Markoviano, pois a
distribuicdo de probabilidade de X, no instante 7+1 depende apenas da
distribuicao de X no instante t.

Logo, pode-se generalizar o processo de duas maneiras: A primeira seria

alterando os valores de p e q, onde ¢=1-p. Caso p>¢g, o Random Walk
possuiria um drift e conseqiiente mente, E,(x,)>0. A segunda maneira para

generalizar o processo € tratar o tamanho do salto em cada instante t como uma
variavel aleatoria continua. Se a distribui¢do fosse do tipo normal com média zero
e variancia 6, o processo ¢ conhecido como processo estocdstico em tempo
continuo e estado discreto, exemplo do Processo Auto-regressivo de Primeira
Ordem (AR(1)). Ou seja, o Random Walk seria um caso particular do processo

auto-regressivo de primeira ordem.

3.2

Processo Auto-regressivo de Primeira Ordem (AR1)

Segundo Brandao (2000), esse tipo de processo € um processo de reversao
a média, isto ¢, no longo prazo x tende a um valor constante.

A dindmica de X, pode ser descrita da seguinte forma:

X, =8+ pr, 4 (3.6)

onde O e psaoconstantese-1<p<le &~ N(0,1)

E(x,)=E(0+px,_ +<&,) (3.7)

E(xz) = 5+pxt—1 (38)
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Pela equagdo acima se verifica que o processo ¢ Markoviano. O valor

esperado de Xt no longo prazo sera:

Ev) =1 (3.9)

o
1_
3.3
Processo de Markov

Os processos estocasticos anteriores, Random Walk e o AR(1), satisfazem
a propriedade de Markov, portanto, sao chamados de processo de Markov. Neste
processo somente o valor presente de uma variavel ¢ relevante para prever o
futuro. A vantagem do processo de Markov ¢ que ele simplifica a analise dos
processos estocasticos.

Geralmente os pregos das acdes sao modelados usando o Processo de
Markov. Se o preco de alguma acdo especifica segue um processo de Markov,
previsdes sobre a flutuagdo futura dos precos desta acdo ndo devem levar em

conta a flutuag¢do ocorrida na semana, més ou ano passado.

3.4

Processo de Wiener

Segundo Dixit and Pindyck (1994), o processo de Wiener, ou Movimento
Browniano, ¢ um tipo particular de Processo de Markov em tempo continuo que

apresenta trés propriedades interessantes.

e E considerado um processo de Markov em tempo continuo, ou seja, a
distribuicao de probabilidades dos valores futuros do processo depende
somente do seu valor atual. Para fazer uma previsdo do valor futuro da
varidvel basta apenas a sua distribuicdo de probabilidade e o seu valor
atual.

e Como apresenta incrementos independentes, as distribuicdes de
probabilidade para as variagdes em qualquer instante de tempo sdo

independentes de qualquer outro intervalo de tempo.
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e Mudangas no processo sobre qualquer intervalo de tempo sdo
normalmente distribuidas, com variancia proporcional, que aumenta

linearmente com o intervalo de tempo.

Definicdo Matematica

Define-se o processo pela equagao abaixo:

dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz (3.10)

Onde a(x,?) ¢ a fun¢do nio-aleatoria de tendéncia, b(x,?) ¢ a fungdo nao-
aleatdria de variancia. Ainda segundo Brandao (2000), a relagcdo entre a variagao

de z e a variacdo de t ¢ dada por:

1) A relacdo entre Az e At ¢ dada por Az = ¢, /A, , onde gwt ~ N(0,])
2) A variavel aleatoria &, ndo possui correlacdo serial, isto &, E(g,,¢&,), para

t#s. Sendo assim, os valores para dois quaisquer intervalos diferentes sao

independentes, de forma que z(t) segue um processo de Markov.
Considerando um intervalo de tempo infinitesimalmente pequeno, ou seja,

At — 0 refletindo na derivada df =0, ¢é possivel representar o incremento do

Processo de Wiener (dz)no tempo continuo como:

dz = ¢,Jdt (3.11)

Pelo fato de que g, ~ N(0,1) e utilizando a equacdo acima, verifica-se que o valor
esperado da variagdo de z ¢ zero e sua varidncia e proporcional ao intervalo de
tempo da variagdo (dr):

Desse modo:

E[dz] = E[&,]~dt =0, pois E[£,]=0 (3.12)
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Var{dz] = Varle, Aldt ] = (Ndt)> Var[e,] = dt.(1)* = dt, pois DP[e 1=1  (3.13)

Logo, obtém-se dz ~ N(0, Jdt ).

Utilizando a defini¢ao do Processo de Wiener:

dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz , onde (dz) é o incremento ¢ a(x,t) ¢ b(x,t) sdo funcdes
ndo aleatdrias conhecidas. Substituindo-se os pardmetros a(x,t) e b(x,t) por,

respectivamente, o (conhecido como parametro drift) ¢ o (parametro de
variancia), ambos constantes, chega-se a seguinte equacdo para o conhecido

processo MAB (Movimento Aritmético Browniano):

dx=a dt+o dz (3.14)

e o representa o parametro de tendéncia no tempo (ou crescimento),
e o 0 parametro de variancia, que exprime a incerteza ou ruido do processo,
ou seja, determina a amplitude dos choques aleatorios que x sofre ao longo

do tempo e é conhecido como volatilidade e x € um processo estocastico.

Considerando-se em um intervalo de tempo (At), a mudanca em x,

denotada por Ax , tem-se:

Ax=a At+o efA, (3.15)
Sendo, a média e a variancia definidos respectivamente como:
E[Ax]=a At (3.16)
Var[Ax] = o> At (3.17)

A soma do componente deterministico (drift) ao componente aleatério

normalmente distribuido gera (dx). A soma de uma constante com uma variavel
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aleatoria normal resulta numa variavel (dx) também normal com média a e
variancia o’ .

Muito embora seja utilizado em larga escala para previsdo de inimeros
processos, 0 Movimento Geométrico Browniano pode divergir levando x(t) para o
infinito, de forma que alguns modelos que seguem este processo podem nao ser
muito realistas. Entretanto essa abordagem ¢ utilizada em larga escala por
académicos e profissionais.

No MGB, os parametros drift e variancia sao dados por:

a(x,t)=ax (3.18)

b(x,t) = ox (3.19)

Substituindo as equagdes acima na equagao 3.10, tem-se:

dx =a xdt+ o xdz (3.20)

A maior parte dos estudos de opgdes reais assume que os fatores de
incerteza (prego do petroleo, taxa de cambio e as taxas de sondas) seguem um
MGB. No MGB, a tendéncia ¢ um crescimento (ou queda) exponencial e os
precos tem uma distribui¢do log-normal com variancia crescendo com o horizonte
temporal. Uma representacdo grafica deste processo estd apresentada na figura

abaixo:
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Figura 3.1 — Simulag&o do Movimento Geométrico Browniano com drift

3.5

Processo de Reversdo a Média

Na abordagem pratica, os precos de petréleo sdo modelados geralmente
utilizando o MGB. De acordo com o grafico anterior, o MGB possui uma
tendéncia de se distanciar do seu ponto inicial com o passar do tempo. Segundo
Dias (1996), no caso do processo de reversao a média, a tendéncia é que os
precos devem reverter para um nivel de equilibrio de mercado. Dessa forma,
enquanto no curto prazo estes precos podem variar aleatoriamente, no longo prazo
eles tendem a retornar para um nivel préximo ao seu custo marginal de produgao.
A grande questdo ¢ conseguir determinar com precisao esse movimento.

O processo de reversao a média € um caso particular do processo de Ito. O
processo de reversdo a média serve para modelar varidveis aleatorias que ndo
seguem um MGB, conforme j& foi descrito. Uma dificuldade para este tipo de
processo € que ele ndo possui uma derivada convencional em relagdo ao tempo, o

que pode ser resolvido pelo Lema de Ito, analisado mais adiante.
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Segundo Dias (2005), se o prego do petrdleo P estiver distante (acima ou
abaixo) de certo prego de equilibrio ou média de longo prazo P’, forcas de
mercado agirdo para puxar os precos de volta para o nivel de equilibrio. Este
procedimento se da seguindo a loégica econdmica de balanco oferta e demanda, de
forma que do lado da oferta, as for¢cas de mercado irdo agir para aumentar (se P >
P’) ou reduzir (se P < P’) a produgdo e o investimento no setor, e do lado da
demanda, a mesma tende a cair em casos de altos pregos e tende a aumentar em
caso de baixos precos. Estes mecanismos de mercado criam uma forca de reversao
analoga a for¢a de uma mola: ela é mais forte quanto mais longe estiver o preco P
em relacdo ao seu nivel de equilibrio P’. Existem diversos modelos de reversao a

média. O mais simples deles ¢ o modelo que trabalha com logaritmo dos pregos.

Neste caso:
x =In(P) (3.21)
dx = 77()_c— x)dt + odz (3.22)

sendo os elementos que definem a equagdo diferencial estocéstica acima, também

conhecida como processo de Orntein-Uhlenbeck, apresentados a seguir:

e 7 ¢avelocidade de reversao,

e x ¢éovalorde equilibrio de longo prazo

e (o ¢avolatilidade do processo

A varidvel x tem distribuicdo Normal e, portanto a variavel P tem
distribuicdo lognormal. As equagdes para a média e variancia da varidvel

estocastica x sdo dadas pelas expressoes a seguir, onde x, = x(¢ =0)=In(F,)).

Diferentemente do MGB, no MRM a variancia ¢ limitada. O valor esperado oscila

entre o valor inicial x,e a média de longo prazo, onde os pesos sdo taxas de

declinios de modo que estes pesos somam um.
Apesar de ser um processo de Markov, a reversao a média nao tem
incrementos independentes. As propriedades estatisticas do processo de reversao a

média sdo:
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o B )= lx, - Xk

. Var[x, x]— 0 (1 e ) (3.24)

(3.23)

A figura abaixo mostra graficamente um exemplo tipico de um processo

de reversdo a média:

20 40 60 80 100

Figura 3.2 — Movimento de Reversdo a Média com Nivel de Equilibrio

Embora o MRM possa ser mais adequado para a andlise da evolucao de
precos de (commodities) e para taxa de juros, o processo puro de reversao para um
nivel fixo seria bastante previsivel e, portanto, menos confiavel do que o MGB.
Existe a possibilidade de se combinar o MRM com o MGB para a obtengdo de um
nivel de equilibrio ou ainda a inclusdo do processo de Poisson com saltos. que
sera discutido a seguir.

Um processo de [td é um processo continuo no tempo, mas que nao pode
ser diferenciado pelas regras ordinarias de calculo. Entretanto, isto seria essencial
para a valora¢do de uma opgao. Sendo assim, faz-se necessario utilizar-se o Lema
de Ito, chamado também de Teorema Fundamental do Célculo Estocastico que

sera objeto no item a seguir.
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3.6
Lema de Itd

A partir do lema de Ito torna-se vidvel o computo das transformagdes do
processo de Ito. O Lema de Ito tem relativa importancia para o calculo
estocastico, assim como a Expansdo de Taylor para o célculo numérico.

.Nessa abordagem, F(x,?)¢ diferenciavel ao menos duas vezes em relagao

a x, sendo esta a variavel estocastica e uma vez em relag¢do a ¢. Utilizando-se o

Lema de Ito, esta derivada sera:

2
dF:a—Fdx+a—th+la F

dx? 3.25
xS T T e ™ (3-25)

Nesse caso dt" =0para n>1, dz° =dt

sendo

dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz

Como dx’ =a’(x,0)dt> +b*(x,t)dt + a(x,t) b(x,t).dt’’* =b>(x,t)dt (3.26)

Substituindo na equagao acima obtém-se pelo Lema de 1t

0’F
ox?

dF:[a—F+a(x,t)a—F+lb2(x,t) 1dt +b(x,t)a—Fdz (3.27)
ot ox 2 ox

Utilizando as variaveis do MGB, simplifica-se a equagao abaixo:

2
ale[(a—F+axa—F+lO'2xa f]dt +oxa—Fdz (3.28)
ot ox 2 ox ox
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Resolvendo os termos

2
5_F:0,,5_F:l_._af:_L2 (3.29)
ot ox x Ox X
obtém-se
dF = (a—%az)dt+0'dz (3.30)

Percebe-se que a variacdo de F ~ N[ (a —%02), o’],onde F=Inx.

Os processos de Wiener e Itd originam os processos descritos até agora.
Tais processos sdo obtidos a partir de fungdes diferencidveis dos processos e
descrevem os movimentos dos ativos reais. No entanto, alguns processos nao sao
homogéneos no tempo e podem sofrer mudangas abruptas em sua trajetoria
influenciadas por algum fator exogeno. Tal mudanca abrupta pode ser descrita
com um salto na trajetdria do ativo. O processo de Poisson € utilizado para avaliar

este tipo de situacao.

3.7
Processo de Poisson

Em alguns cendrios especificos de mercado pode ser mais realista
considerar que uma variavel econdmica segue um processo com saltos discretos.
Muitos movimentos exdgenos podem ocorrer, de modo a induzir algum
movimento abrupto na trajetoria dos precos. Esse tipo de situagdo pode ocorrer
em cenarios de crise, mudancgas inesperadas na politica macroecondmica, entrada
ou saida de competidores em mercados com poucos competidores, entre outras
situagoes.

Os processos de Poisson sdo processos estocasticos que possuem a
caracteristica de realizar um salto discreto, mas nao frequente ao longo do tempo.
Tais saltos (jumps) podem ser de tamanhos fixos ou aleatérios e o tempo de

chegada dos saltos segue uma distribui¢do de Poisson.
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Um processo simples de Poisson ¢ definido pela seguinte equagdo

diferencial:

dx = f(x,t)dt + g(x,t)dq (3.31)

Onde dg corresponde ao incremento aleatério, podendo assumir o valor zero ou o
valor de um salto de amplitude u, que ocorre com probabilidade Adt, onde A ¢ a

freqiliéncia do processo.

Existem algumas situacdes que os processos estocasticos se integram. No
caso especifico dessa dissertacdo, o pre¢co do petrdleo negociado no mercado
internacional pode evoluir continuamente segundo MGB ou MRM na maior parte
do tempo e, eventualmente, pode sofrer grandes variacdes instantdneas em
decorréncia de eventos raros tais como crises financeiras, guerras, dentre outros.
O processo heterogéneo abaixo ¢ um misto de Poisson com It6 e pode ser

representado matematicamente pela seguinte equacao:

dx = f(x,t)dt + g(x,t)dz + h(x,t)dq (3.32)

O conhecimento de tal processo ¢ importante para valorar op¢des reais, ainda mais
na conjuntura internacional vigente onde as mudangas ocorrem de maneira muito
acelerada e de forma quase que imprevisivel. O grafico a seguir ilustra o

comportamento de um ativo simulado no processo de Poisson puro.
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Figura 3.3 — Simulag&o de um Processo de Poisson Puro

3.8
Métodos Numeéricos

Serdo apresentados os principais métodos numéricos: Modelo Binomial,

Diferengas Finitas e Simulacdo de Monte Carlo e Quase Monte Carlo

3.8.1

Modelo Binomial

O método binomial exposto abaixo foi baseado na abordagem de Cox,
Ross e Rubistein (1979) e ¢ considerado um dos métodos mais utilizados para a
avaliacdo de ativos. A idéia bésica do método é a neutralidade ao risco. A
metodologia discretiza o processo de neutralidade ao risco representado pela EDP
de Black e Scholes, e aplica a programag¢ao dinamica para determinar o valor do
ativo. Esta técnica de valoracdo de op¢des deu origem ao termo que se conhece
como arvore binomial.

A figura abaixo ilustra uma arvore binomial para uma ag¢do S em trés

periodos:
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Sdo?

Sd?

Figura 3.4 — Exemplo de uma arvore binomial com 3 periodos de tempo

Nesta técnica utilizam-se as arvores binomiais que foram utilizadas pelo
fato de o preco do ativo subjacente seguir um processo binomial multiplicativo em
periodos discretos. A distribuicdo de probabilidades do ativo em cada periodo,
suposta log-normal, foi aproximada por uma distribuicdo do tipo binomial e esta
representa as diferentes trajetorias que poderao ser seguidas pelo preco da acdo ao
longo do tempo.

As premissas assumidas nessa abordagem sdo de que a vida ttil da opcao ¢
dividida em M periodos de tempo e considera-se que o preco do ativo € negociado

somente nesses periodos. Como ilustra a figura acima, a arvore € construida

partindo-se de um valor inicial S, gerando apenas dois precgos possiveis (Su e Sd)

no segundo periodo, trés pregos possiveis (Su’,Sud e Sd*) no terceiro periodo e
assim por diante, até que a vida 1til seja atingida.

Com a abordagem neutra ao risco, as preferéncias do investidor ao risco
ndo necessitam ser levadas em conta, ja que se pode criar uma carteira dinamica

livre de risco em cada instante t. Suponha o processo a seguir:

dS = a Sdt + o Sdz (3.30)
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Onde o ¢ ataxa de crescimento de S, o é a volatilidade de S e dz ¢é o incremento
de Wiener. No processo neutro ao risco & pode ser substituido por »—9J , onde r

¢ a taxa livre de risco. Os parametros u, d e p sdo dados pelas equagdes a seguir:

u=odt (3.31)

g=L (3.32)
u

p=1+m—laﬁ&5 (3.33)
2 2 ’

Sendo assim, o algoritmo de programag¢ao dindmica ¢ aplicado ao longo da arvore
binomial. Em cada um dos nés terminais a remuneracao da opgao ¢ calculada de
acordo com a equag¢do a seguir:

F,(S,) = max(S, —1,0) (3.34)

As seqiliéncias de decisdes que podem ser adotadas em cada periodo de
tempo sdo decompostas em duas partes: decisdo imediata ¢ decisdo futura. A
decisdo Otima ¢ aquela que maximiza o valor presente liquido. A decomposi¢ao
do problema em duas decisdes ¢ fundamentada no Principio de Bellman. Para o
problema de avaliagdo de uma op¢ao de espera, a Equacdao de Bellman ¢ dada a
seguir:

F(S,)=mdx {S, 1, ——E|[F,.(S,)]} (3.35)
(1+7)

onde, F, representa o valor da oportunidade de investimento no tempo ¢, S, o

valor presente dos fluxos de caixa no tempo t, I o custo de investimento, r a taxa

de desconto livre de risco e E,[F,

".,] o valor esperado da oportunidade de
investimento em t+1, condicionado as informagdes em t. O valor esperado da
oportunidade de investimento pode ser calculado, pois o modelo binomial
disponibiliza as probabilidades de transi¢do entre dois periodo de tempo

consecutivos.
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Como exemplo, considere que em t+1, a remuneracdo da opg¢ao, quando o

valor do ativo passa de S para  uS ¢ dado por

t to

F,,..,(S,,)=max(uS, —1,0), e F,,,, d(S,,,)=max(dS, —1,0) quando o valor do

t+1 t+1

ativo passa de S, para dS, . Ja o valor da opc¢do em ¢ ¢ obtido usando a equagdo

anterior e calculando o valor esperado da oportunidade de investimento em #+1.

Estes célculos sdo feitos em todos os nés da arvore, do periodo 7 — At até 0 onde

o preco da oportunidade de investimento (F0) ¢ calculado.

F(S,)=mdx 1S, 1, ——[pF,,, +(- p)F,., T} (3.36)
(1+r) ’ ’

3.8.2

Modelo de Diferengas Finitas

O método de diferengas finitas avalia um derivativo através da solugdo da
equacdo diferencial a que o derivativo satisfaz, convertendo-a numa lista de
equagdes diferenciais que sdo resolvidas iterativamente. Para ilustrar o método,
analisa-se uma opg¢do de venda do tipo americana sobre um ativo que nao paga

dividendos. A equagdo diferencial que a opgao deve satisfazer ¢é:

2
(A /A e S R (3.37)

ot oS 2 0S?

Deve-se escolher um nimero de intervalos de tempo entre o instante

inicial t e a data de vencimento da op¢ao (T). Assim, o horizonte de tempo sera

(At—1)
N

dividido em intervalos de magnitude , com (N+1) instantes de tempo

(¢, t+ At,t +2A¢,...,T).
E ainda, ¢ preciso discretizar o preco do ativo subjacente. Para isso,
define-se inicialmente um preco limite (Smdx) (SMAX) suficientemente grande

de modo a garantir que a probabilidade do pregco do ativo ultrapassar este valor

seja nula. Assim, o grid dos precos da acdo serd dividido em intervalos de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721368/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0721368/CA

56

magnitude AS = (Smdx)

, € teremos (M+1) pregos possiveis para o

ativo (0, AS,2AS.,..., Smax).
A figura abaixo mostra o exemplo de um grid para a abordagem por

diferencas finitas:

=0 At 2At JAL .

Figura 3.5 — Grid Diferencas Finitas

O grid ¢ formado por um total de (M +1)(N +1).pontos. O ponto (i, j)
corresponde ao ponto no instante iAt com a a¢do a um preco jAS. O método das
diferengas finitas pode ser aplicado de forma explicita ou implicita. A grande
desvantagem da abordagem implicita em relagdo a explicita deve-se a necessidade
da resolucdo de (M-1) equacdes simultaneamente para obtencdo dos valores da
opcdo em cada instante de t. No entanto, sempre apresenta resultados
convincentes, pois, converge para a solu¢do da equacdo diferencial quando

AS e At tendem a zero.

A abordagem pelo método explicito é mais simples que pelo método

implicito. Porém, o modo explicito nem sempre converge para a solugdo da
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equagao diferencial. Este problema de instabilidade depende dos intervalos AS e

At usados para a formagao do grid.

3.8.3

Métodos de Simulagéo

A seguir serdo apresentadas as principais técnicas de simulagdo. O
objetivo ¢ abordar as técnicas de simulacdo utilizadas nesse trabalho bem como
mostrar suas principais aplicagdes na geracdo de cenarios futuros para os

principais fatores de risco.

3.83.1
Método Tradicional de Monte Carlo

A simulacdo de Monte Carlo foi introduzida pela primeira vez por Boyle
(1977) na avaliacdo de opgdes. Tradicionalmente a simulagdo era vista como um
método inadequado para avaliar op¢des americanas, por aquela ser um método
progressivo e a avaliagdo de opgdes retroativa. Nos ultimos anos varios autores
propuseram diferentes métodos que tornaram possivel a avaliagdo de opgdes
americanas, utilizando a simulacao: desde Tilley (1993), Barraquand e Martineau
(1995); e Longstaff e Schwartz (2001), este ultimo que dos varios métodos, foi o
que ganhou particular relevancia e sera abordado nessa dissertagao.

A Simulagdo de Monte Carlo é uma ferramenta de simulagdo estatistica
que utiliza métodos de amostragem para resolver problemas de natureza
estocastica ou deterministica. E considerado um método apropriado para resolver
os problemas de dimensdo alta e/ou pardmetros estocasticos e, muitas vezes, ¢
utilizada para calcular o valor esperado de uma variavel que é fungdo de varias
variaveis estocasticas e que nao pode ser tratada analiticamente.

A metodologia da simulagdo de Monte Carlo utiliza pontos aleatérios para
fazer o calculo numérico de uma integral, ou seja, utiliza uma seqii€ncia de
nimeros pseudo-aleatorios para obtencdo da area sob a fun¢do de estudo como

mostra o grafico abaixo:
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e

£(x)

AREA =1

x1 x2 X
Figura 3.6 — Area da integral na Simulac&o de Monte Carlo

Para obter o valor da integral correspondente a area descrita acima, utiliza-
se de um método de soma que gera uma boa aproximagdo desse valor. A
estimacao de Monte Carlo vai aproximar a integral I do seu valor real, através da
média de uma amostragem suficientemente grande e aleatoria de xi’s.

A formula de célculo ¢ descrita da seguinte maneira:
X, _ N

1= rea=2205 e (3.51)
X i=1

O método de Monte Carlo pode ser visto como um problema de céalculo

integral. O objeto principal de qualquer simulag¢do estd no computo de uma ou

E]

mais expectancias da forma (] Em geral, este método envolve problemas
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de célculo de integrais multidimensionais, que pode ser expresso pela seguinte

funcao de acordo com a aproximacao de Monte Carlo:

0= o) f s =13 otx) 6:52)
B

onde, xi ¢ uma amostra aleatéria e independente de N niimeros da fungao

f(x) oriundos de uma amostra aleatéria da distribuicao uniforme no intervalo de

[0,1]s . A simulacdo de Monte Carlo (SMC) geralmente segue os seguintes

Ppassos:

Modelagem das variaveis de entrada importantes, incluindo uma
descri¢ao das interdependéncias entre diferentes varidveis ao longo do
tempo;

e Especificacdo das distribuicdes de probabilidade para cada uma das
variaveis de entrada, com base num histérico de dados ou no
conhecimento e sensibilidade dos profissionais envolvidos;

e Obtencdo da amostra aleatdria (usando um gerador de ntimeros aleatorios)
a partir da distribuicdo de probabilidades das varidveis de entrada,
possibilitando assim o calculo dos fluxos de caixa liquidos de cada periodo
e o respectivo VPL do projeto para a amostra considerada;

e O processo ¢ repetido diversas vezes, obtendo-se para cada vez que se

repete o processo um VPL para o projeto. Ao final, uma distribui¢do de

probabilidades do VPL do projeto pode ser gerada.

A utilizagdo da SMC ¢ especialmente adequada para opgdes dependentes
de multiplas varidveis de estado ou opcdes que dependem do caminho.

As vantagens principais da simulagdo de Monte Carlo sdo:

e Facil implementagdo. O calculo requer apenas uma amostra aleatdria de

valores possiveis para x para se chegar o seu equivalente em f(x).

e Meio rapido e pratico de célculo da integral quando se trabalha com

problemas de alta dimensao.
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e O desvio-padrdo nao depende da dimensdo da integral como a maioria das

outras técnicas dependem.

e O método de Monte Carlo também permite uma aplicagdo pratica muito
grande a problemas da vida real, justamente na simulacdo de valores

possiveis que alguma variavel podera vir assumir.

Ja as principais desvantagens e demais criticas a essa metodologia sao
feitas principalmente por Niederreiter (1992) apud Krykova (2003). Sao elas:

e a simulacdo de Monte Carlo converge devagar para o verdadeiro valor —

%
da ordem de /' VN — onde N é o tamanho da amostra simulada. Isso
significa que para reduzir o erro pela metade ¢ necessario que aumente o

tamanho da amostra em quatro vezes.

e Os erros nas “caudas” das distribuigdes geradas por Monte Carlo podem
ter o seu valor sobre estimado devido ao desenvolvimento do integrando

da funcgao.

e A simulagdo necessita que o analista arbitre um valor inicial para o

processo ou utilize um gerador automatico para tal fungao

Na tentativa de melhorar os resultados da SMC, pode-se aumentar o
nimero de simulagdes, o que por sua vez pode elevar demasiadamente o custo
computacional deste processo. Existem algumas técnicas de reducdo de variancia
que aumentam a eficiéncia da SMC sem um acréscimo significativo do custo

computacional.

3.8.3.1.1

Geracao de Numeros Aleatérios

Este ¢ a etapa que requer a andlise mais cuidadosa. Gerar nuimeros
aleatorios no Excel utilizando, por exemplo, a fun¢do padrdo randn(), pode
resultar em algumas distorcdes em termos de resultados como afirma
Albuquerque (2008). O autor afirma que o gerador Excel ndo consegue aproximar

os valores nos pontos extremos da distribui¢do. E importante ressaltar que essa
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diferenca entre os dois inversores pode levar a problemas na correta determinagao
dos pontos ao longo da curva de distribuicdo de probabilidades acarretando e

imprecisdo nos valores gerados e conseqiientemente da andlise via tal método.

3.8.3.1.2

Tipos de Geradores de Numeros Aleatoérios

Existem basicamente trés tipos de geradores de numeros aleatorios:
pseudo-aleatorios, quasi-aleatorios e aleatorios. Os nimeros aleatorios sdo de
dificil obten¢do o que restringe seu uso pratico. Os numeros quasi-aleatorios,
apesar de convergirem mais rapidamente para problemas de baixa dimensio,
apresentam deficiéncias a medida que se aumentam as dimensdes. Porém uma boa
solugd@o nesse caso seria a utilizagdo do gerador aleatdrio hibrido. Para o programa

dessa dissertacdo, foram utilizados nimeros pseudo-aleatorios.

3.8.3.1.3

Convergéncia

A . . . 1
Nas seqiiéncias Pseudo-Aleatorias o estimador converge a taxa N Onde

N ¢ o nimero de simulagdes. Na precificacdo de derivativos se forem necessarios
um grande nimero de intervalos até o vencimento a dimensdo cresce, o que pode
se tornar um problema para as sequéncias quase-aleatorias. A grande vantagem
das pseudo-aleatorias ¢ que o erro independe da dimensdo. A desvantagem ¢ a
baixa velocidade de convergéncia (por exemplo, se quisermos diminuir o erro pela
metade deve-se quadruplicar o nimero de simulagdes).

Nas seqiiencias quase aleatorias o limite méximo da taxa de convergéncia

d
do estimador ¢ % .

Quando a dimensao d é baixa esta sequéncia apresenta resultados muito
superiores aos numeros pseudo-aleatérios, com o estimador convergindo

aproximadamente a taxa 1/N.
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Contudo, quando a dimensdao cresce, podem ocorrer problemas como
ilustrado no grafico abaixo, que mostra a irregularidade da distribuicdo de duas

sequéncias adjacentes de alta dimensao.

S0E0L -Probisms da Jimisns 8o

Figura 3.7 — Problemas com alta dimensao

O grafico acima ilustra a seqiiéncia de Sobol e sua utilizagdo em
problemas de dimensao elevada.

A construgdo de seqiiéncias aleatdrias ¢ feita através de um algoritmo que
gera uma distribuicdo uniforme no intervalo (0,1). Existem basicamente 3
métodos que transformam uma distribuicdo uniforme em normal padrdo
Estatistica, Box Miller e Parametrizagdo. Escolheu-se o Box Miller neste trabalho
porque se comporta bem em sequéncias pseudo-aleatorias. Ha também a
possibilidade de utilizagdo da inversdo de Moro que se mostra bastante eficaz na
transformagao. Tanto Box Miller quanto moro foram implementados no programa

em VBA da dissertagao.
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3.84
Aproximacao de Box & Muller

Um importante método usado para gerar dados da distribui¢do normal ¢ o
de Box-Miiller, que ¢ baseado na generalizacdo do método da transformagdo de
probabilidade para mais de uma dimensdo. A distribuigdo normal padrao dentro
da familia normal, definida pelos seus parametros p e 62, ¢ aquela com média nula
e variancia unitéaria. Esta densidade serd referenciada por N (0: 1). Essa deve ser
uma fungdo externa escrita pelo usudrio. Os argumentos p ¢ 62 da fungdo sdo a
média e o desvio padrao da distribui¢ao normal que pretende-se gerar. A fungdo

de densidade da normal é:

_()r—u)2
fx)= %e 20° (3.53)
o

O método ¢ baseado na generalizagdio do método da transformagdo de

probabilidades para mais de uma dimensdo. Considere p varidveis aleatorias
X, X,,...,X com fungdo de densidade conjunta f(x,x,,...,x,)e p variaveis
aleatorias Y,,Y,,...,Y,, fungdes de todos os X 's, entdo a funcdo de densidade

conjunta dos Y's é:

&':'.I‘] ﬂ:l.'l

Flureowpldycdyp = flogmp)| 00 0 0 (drgds
i il
T (3.54)

o0 )
o) |

relacdo aos y's . considerando a transformacdo (3.54) para gerar dados y normais

emquel= J= ¢ 0 Jacobiano da transformagio dos X's em

com densidade dadas por (3.53) devidamente adaptada para acomodar y e ndox.
Para que seja aplicada a transformagdo de Box-Miiller, é preciso considerar duas

variaveis aleatorias uniformes entre 0 e 1, representadoas por x, e x, e duas

fungdes delas, representadas por y, e y, e dadas por:
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Y, =+/—2Inx, cos(27x,) (3.55)
Vv, =+/—2Inx, sen(2mx,) (3.56)

2

Assim, a fungdo de densidade conjunta de y, e y, ¢ dada por f(x;;x, )| J

sendo, portanto:

! e[yﬁ (3.57)

oy | L b
Sisy,) = \/%e \/Z

Desde que a densidade conjunta acima seja o produto de duas normais
independentes, pode-se afirmar que as duas variaveis geradas sdo normais padrao
independentes.

Assim, utiliza-se esse resultado para gerar varidveis aleatdrias normais. A
dificuldade ¢ apenas computacional, pois a utilizagdo de fungdes trigonométricas
como seno e co-seno pode tornar lento o algoritmo gerado. Uma saida utilizada na
pratica ¢ ao invés de considerar os valores das varidveis aleatorias uniformes x, e
X, de um quadrado de lado igual a 1 (quadrado unitario), tomarmos u, € u, como
coordenadas de um ponto aleatério em um circulo unitario (de raio igual a 1). A
soma de seus quadrados R® =u] +u; é um valor de uma varidvel aleatéria
uniforme que pode ser usada como x,. J& o angulo que o ponto(u;u,) que
determina em relagdo ao eixo u,, pode ser usado como um angulo aleatério dado
por @ =2mx,. A vantagem da ndo utilizagdo direta da expressao (3.55) refere-se

ao fato do co-seno e do seno poderem ser obtidos alternativamente por:

cos(2mx,) = %F e sen(2mx,) = %F’ evitando assim as funcdes

trigonométricas. Na figura abaixo ilustra-se os  conceitos apresentados e
denominamos o angulo que o ponto (u,;u,) determina em relagdo ao eixo u,

poré.
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Figura 3.8 — Circulo unitario onde um ponto aleatério (u,;u, ) determina em relagéo ao

eixo u,

3.8.5

Técnicas de Reducéo de Variancia

Existem diversas técnicas utilizadas para diminuir os erros nas estimativas

ao utilizar-se o método de simulacdo para precificar opgdes. O erro € mensurado

sim

do pela seguinte equacao: . Quanto menor o desvio da simulagdo, maior a

sim
precisdo dos resultados. Esse desvio deve estar associado a variancia dos valores
da opcao obtidos através de repeticao das simulagdes um grande nimero de vezes,
sendo assim um desvio padrdo populacional e ndo amostral. Varios métodos
foram desenvolvidos no intuito de reduzir esse desvio padrdo e assim diminuir
também o nimero de simulagdes necessarias a determinado nivel precisdo. Pode-
se citar: Variaveis Antitéticas, Estratificagdo, Variaveis de controle, Importance
Sampling, dentre outros. A seguir serd abordada a principal técnica utilizada

nessa aplicacdo que sdo as variaveis antitéticas.
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3.85.1
Variaveis Antitéticas

Esta abordagem ¢ a mais simples e também a mais utilizada para reduzir a
variancia de uma estimativa. Utiliza-se o conceito de que uma trajetéria de precos
€ sua imagem possuem a mesma probabilidade de ocorréncia. Ou seja, deve-se
gerar uma variavel estocastica negativamente correlacionada a variavel de estado
do ativo objeto. Assim, cada trajetoria deve ser associada a um par de seqiiéncias,
isto ¢, duas trajetorias negativamente correlacionadas. Supondo que uma variavel

aleatoria Z, tenha uma distribuicdo normal padronizada, entdo —Z, também terd
a mesma distribui¢do. Desse modo o mesmo prego obtido utilizando Z, pode ser
obtido com —Z,, de modo que para gerar N caminhos aleatorios basta apenas

gerar N/2 numeros aleatérios melhorando a rapidez na convergéncia como no
exemplo abaixo:

Exemplo Numérico:

Dados do Modelo

Investimento : $ 1000

Taxa de Dividendos do Projeto: 5% ao ano

Valor do Projeto: $ 1000

Taxa Livre de Risco: 10% ao ano

Volatilidade do MGB: 25%

Intervalo de Tempo: 3 anos

Quadro 3.1 — Exemplo Numérico da utilizacdo da Variavel Antitética

Numero de Opcédo MC Desvio MC Opcao Anti Desvio Anti
trajetorias
100 173,34 19,90 175,27 13,39
500 170,40 11,31 171,39 6,15
1.000 170,90 7,59 171,75 5,53
2.000 170,73 6,21 170,76 4,70
5.000 170,20 3,59 170,22 3,19

10.000 170,05 2,61 170,10 2,09
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Acima, verificou-se a partir da utilizagdo do programa desenvolvido em
VBA pelo autor que & medida que aumenta o numero de trajetorias o valor da
opcdo converge para um nivel de preco. Em cada item da simulagdo a introdugao

de variaveis antitéticas contribuiu para a diminui¢ao do desvio quadratico médio.
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