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Pura.

Advisor : Prof. Carlos Tomei
Co–Advisor: Prof. Nicolau Corção Saldanha

Rio de Janeiro
September 2008

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0621204/CB



Felipe Duarte Cardozo de Pina

The homology of some isospectral manifolds

Thesis presented to the Postgraduate Program in Mathemat-
ics, of the Departamento de Matemática do Centro Técnico
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Católica do Rio de Janeiro in 2004.

�ibliographic data

Pina, Felipe Duarte Cardozo de

The homology of some isospectral manifolds / Felipe
Duarte Cardozo de Pina ; advisor: Carlos Tomei; co–advisor:
Nicolau Corção Saldanha. — 2008.

50 f. : il. ; 30 cm

Dissertação �Mestrado em matemática)-Pontif́ıcia Uni-
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Abstract

Pina, Felipe Duarte Cardozo de; Tomei, Carlos; Saldanha, Nicolau
Corção. The homology of some isospectral manifolds. Rio de
Janeiro, 2008. 50p. Dissertação de Mestrado — Departamento de
Matemática, Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

For Λ a real, diagonal matrix of simple spectrum, we consider OΛ, the

isospectral manifold of real, symmetric matrices conjugate to Λ, and TΛ, the

isospectral manifold of tridiagonal matrices in OΛ. We compute the homologies

of both manifolds, combining techniques of Morse theory and integrable

systems. As a consequence, we show that the immersion of OΛ in the vector

space of real symmetric matrices is tight and taut, a fact with implications in

numerical spectral theory.

Keywords

Isospectral manifolds. Toda flows. Morse theory. Homology.

Tightness. Tautness.
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Resumo

Pina, Felipe Duarte Cardozo de; Tomei, Carlos; Saldanha, Nicolau
Corção. Homologia de variedades isoespectrais. Rio de Janeiro,
2008. 50p. Dissertação de Mestrado — Departamento de Matemática,
Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Para Λ uma matriz diagonal real de espectro simples, consideram-

se OΛ, a variedade de matrizes reais, simétricas conjugadas a Λ, e TΛ, a

variedade das matrizes tridiagonais em OΛ. Calcula-se as homologias das duas

variedades, combinando técnicas de teoria de Morse e sistemas integráveis.

Como conseqüência, mostra-se que a imersão de OΛ no espaço vetorial de

matrizes reais simétricas é tight e taut, o que tem implicações em teoria

espectral numérica.

Palavras–chave

Variedades isospectrais. Fluxos de Toda. Teoria de Morse. Ho-

mologia. Tightness. Tautness.
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Resumo Expandido

Seja Λ = diag(λ1� . . . � λn) uma matriz real, n×n, diagonal e de espectro

simples, ou seja, com n autovalores distintos λ1 < . . . < λn. Consideramos

duas variedades, o conjunto OΛ de matrizes reais n×n, simétricas conjugadas

a Λ e seu subconjunto TΛ das matrizes tridiagonais em OΛ. Seja Sn o espaço

vetorial real das matrizes simétricas de ordem n.

O fato que OΛ é uma variedade compacta orientável naturalmente

mergulhada em Sn é essencialmente uma aplicação do teorema da função

impĺıcita. Por razões mais elaboradas, as mesmas propriedades valem para TΛ.

Nosso principal objetivo é calcular as homologias H∗(TΛ;Z) e H∗(OΛ;Z/2Z).

Isto é suficiente para obtermos alguma informação geométrica interessante

sobre o mergulho natural OΛ �→ Sn — este é tight e taut, definidos abaixo —

um resultado com conseqüências inesperadas em teoria espectral de matrizes.

Este não é o caso para TΛ, como mostraremos, mas ainda assim apresentaremos

algumas funções de Morse perfeitas nesta variedade.

O ingrediente básico é a função altura

h(S) = trDS�

onde D = diag(d1� . . . � dn) com números distintos dk. Funções altura são

de Morse em OΛ e em TΛ, sugerindo o cálculo das homologias através do

procedimento tradicional de teoria de Morse (10).

Resumidamente, calculamos seqüencialmente a homologia dos subcon-

juntos Mc = h−1(−∞� c]) para valores crescentes de c. O tipo topológico

de Mc muda nos valores cŕıticos de h de uma maneira controlada. Um

cálculo simples mostra que os pontos cŕıticos de h são as matrizes diagonais

Λπ = diag(λπ�1)� . . . � λπ�n))� onde π ∈ Sn é uma permutação. Em TΛ, Λ
π é um

ponto cŕıtico de ı́ndice i se e somente se a permutação π tem i descidas (de-

scents), i.e., d(π) = i (para terminologia e notação relacionadas a permutações,

vide Apêndice 8.5). Em OΛ, o ı́ndice do mesmo ponto cŕıtico é o número de

inversões (inversions) i(π).

A dificuldade reside no entendimento dos connecting homomorphisms

∂ : Hk+1(Mc+�� Mc−�;A) → Hk(Mc−�;A) associados à colagem de uma nova

célula na transição por um valor cŕıtico c = h(Λπ). Ocorre que todos os

connecting homomorphisms são triviais, tanto para TΛ quanto para OΛ, para

uma escolha adequada de coeficientes. Portanto, a homologia essencialmente

conta os pontos cŕıticos de um dado ı́ndice.

Para verificar a trivialidade destas aplicações, usamos o Fluxo de Toda,

Ṡ = [S�ΠaS]�
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uma equação diferencial especial que mantém ambas as variedades invariantes.

Aqui, ΠaS é a matriz real anti-simétrica cuja parte triangular inferior é igual

à de S. O argumento é consideravelmente simplificado pelo fato de que nas

variedades existem estruturas riemannianas para as quais o gradiente da função

altura é o campo [S�ΠaS] de Toda.

De fato, um gradiente genérico de uma função altura h pode ser dif́ıcil de

acompanhar, mas as variedades estáveis e instáveis do fluxo de Toda podem

ser calculadas explicitamente, e é dessa forma que se tornam úteis no estudo

dos connecting homomorphisms.

Para TΛ, o gerador da homologia relativa Hk+1(Mc+�� Mc−�;A) em um

ponto cŕıtico Λπ é homotópico a um ciclo γ contido na variedade estável

Ws(Λ
π). Este ciclo, como será visto, é trivializado pelo fecho de Ws(Λ

π), que

vem a ser uma variedade orientável. A conseqüência é que H∗(TΛ;Z) é gerado

de forma livre por tais fechos.

O argumento para OΛ precisa ser refinado. Neste caso, o fecho deWs(Λ
π)

não é uma variedade, mas ainda nos dá uma trivialização para o gerador de

Hk+1(Mc+�� Mc−�;A) quando as contas são realizadas em Z/2Z.

Em (12), foi mostrado que o conjunto TΛ tem R
n−1 por seu recobrimento

universal. Pouco depois, Fried (5) calculou seu anel de cohomologia usando

técnicas relacionadas às utilizadas neste texto. A variedade OΛ é, em um certo

sentido, mais simples, sendo uma órbita adjunta para uma ação de grupo

apropriada (para matrizes complexas), à qual técnicas de grupos de Lie podem

ser aplicadas. De fato, usando idéias de Bott, Faybusovich e Kocherlakota

calcularam H∗(OΛ) em (4) e (6), respectivamente.

Pelos resultados acima, a função altura h definida em cada variedade é

perfeita: para matrizes diagonais D de espectro simples, h é uma função de

Morse cujo número de pontos cŕıticos de ı́ndice k é igual ao k-ésimo número

de Betti. Pelas desigualdades de Morse, este é o número mı́nimo de pontos

cŕıticos para uma função de Morse em uma variedade compacta.

Uma pequena amplificação deste fato tem uma interpretação geométrica

interessante: o mergulho ι : OΛ �→ Sn é tight e taut, no sentido que,

para qualquer hiperplano P ⊂ Sn (resp. ponto S ∈ Sn), a função altura

hP : OΛ → R que calcula a distância (com sinal) de um ponto p ∈ OΛ a

P (resp. �S : OΛ → R, o quadrado da distância de p ∈ OΛ a S), se Morse,

é perfeita (24). Este não é o caso para o mergulho análogo de TΛ no espaço

de matrizes reais, tridiagonais, simétricas: mostramos um contra-exemplo para

matrizes 3× 3 (25).

Em geral, tightness implica a two-piece property �TPP): um mergulho

M ⊂ R
n satisfaz a TPP se, para todo hiperplano P ⊂ R

n, o complemento
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M �P contém no máximo duas componentes conexas. Como exposto em (2),

uma formulação equivalente da TPP para uma variedade compacta imersa

M é que toda função altura de Morse admite um único mı́nimo local e um

único máximo local. Em outras palavras, para tais funções, um extremo local

é necessariamente global. Conclúımos o texto com algumas aplicações naturais

dessas idéias a problemas em teoria espectral numérica.
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