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A
Modelo Teodrico de Torok et al.

Al
O Experimento

Em 2003, Fenistein et al. observaram comportamentos interessante de
formacao de bandas de cisalhamento em experimentos com cilindros com
um disco girante na base (55, 56), nos quais Torok et al. se basearam para
desenvolver seu modelo.

O arranjo experimental consistia de um recipiente cilindrico preenchido
com graos até uma altura H. A sua base era dividida entre um anel externo
girante conjuntamente com as paredes do cilindro e um disco interno estatico
de raio Rg (ver Figura 2.11). Dessa forma, a parte interna e externa do
material granular eram rotacionadas uma em relacao a outra, criando uma
banda de cisalhamento com simetria cilindrica, comecando no perimetro do
disco estaciondrio da base e se estendendo através do material até a superficie
livre. Ali a velocidade angular do material granular foi medida como uma
funcao do raio, seguindo com alta precisao uma funcao erro caracterizada por
dois parametros: a espessura W e a posicao R¢ da zona cisalhada. A espessura
cresce com H enquanto Rgo diminui. Interessantemente, a posicao de R na
superficie provou ser muito robusta - ela depende apenas dos parametros de
comprimento H e Rg, mas nao das propriedades das particulas ou da taxa de
cisalhamento, o que nao ocorre com a espessura da banda, que é afetada pelo
tamanho e formato dos graos, mas insensivel a mudangas em Rg. O fato que
Re e W dependem de parametros de controle diferentes sugere que as duas
quantidades podem ser estudadas separadamente.

Neste trabalho, o foco serd apenas em Rgo. Através de uma escolha
conveniente de parametros como tamanho e formato dos graos, a espessura
pode ser arbitrariamente pequena em comparacao com H e Rg. Isso justifica a
modelagem da banda de cisalhamento como uma camada infinitamente fina, a
qual representa o limite entre os dois blocos de material dentro do qual nenhum
fluxo ocorre.

Foi observado (56), nos experimentos, que a posicdo Rc(Rg, H) na
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superficie obedece a seguinte lei de escala:

Rg

com « ~ 2.5 para valores experimentais de H/Rg. E muito mais dificil obter

Re(Rs, H) = Rs {1 - (ﬂﬂ | (A-1)

experimentalmente medidas para a posicao da banda de cisalhamento no meio
do material, r(h), para H e Rg fixos. Mesmo assim, os dados experimentais
mostram claramente que o perfil da banda no interior do material seguem uma
forma diferente daquela para Ro(Rg, H), e que o raio a uma altura h depende

de H, como mostrado na Figura A.1.
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Figura A.1: Os simbolos representam dados experimentais mostrando o raio
r da banda de cisalhamento a altura h (56), para alturas H diferentes. O
retangulo no meio representa o erro estimado em todas as direcoes. A linha
cheia é a curva de ajuste encontrada para as posicoes na superficie, enquanto
as pontilhadas sao as posicoes calculadas com base na linha cheia.

A.2
Modelagem Tedrica

Torok et al. (57, 58) se baseiam em um principio variacional para derivar
o formato da banda de cisalhamento para toda altura h, uma vez que ja haviam
se utilizado de um principio de otimizacao anteriormente para descrever a
formagao de bandas de cisalhamento em outro contexto (101).

Aqui eles mostram que o perfil da banda para toda altura h pode ser
determinado sabendo-se Ro(Rg, H). Pegando-se um sistema com altura total
H e achando a posicao r da banda de cisalhamento a uma altura h < H,

o subsistema acima de h pode ser considerado como um sistema menor com
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altura (H — h) e base com disco girante de raio r. Pressdo e condigoes de
contorno sao as mesmas, e a diferenca na espessura é desprezada. Assim,

conclui-se que

RC(RS, H) = Rc(’l“, H — h) (A—Q)
Logo, sabendo-se a fun¢do Ro(Rgs, H), pode-se calcular o formato r(h)
de toda a banda. Substituindo a relacao empirica (A-1) em ambos os lados da

relacdo (A-2), chega-se a:

th—r{l—%{l—(}%)aHlm, (A-3)

cujas curvas resultantes estao dispostas no grafico da Figura A.1, e mostram
boa concordancia com o experimento.

Para descrever a forma da banda de cisalhamento, a idéia de Torok
et al. é de simplesmente aplicar o principio de minima dissipagao (60, 61).
Conseqlientemente, o requisito ¢ um fluxo estéavel que siga os vinculos externos
mas que forneca a menor taxa de dissipacao de energia.

Aplicando isso a geometria cilindrica dentro da aproximacao de banda
fina, a questao do formato torna-se um problema variacional entre as funcoes
r(h) (onde H e Rg sao mantidos fixos), com a condigao r(0) = Rg, enquanto
a condicao de contorno em H ¢ livre. A taxa de dissipacao é dada pela
velocidade de deslizamento r(h)w entre os dois lados da banda vezes o estresse
de cisalhamento oy, integrado ao longo de toda a banda. A menos de uma

constante, a expressao a ser minimizada é

H dr\?
/0 21+ <%) omdh = min. (A-4)

Essa quantidade representa nao apenas a taxa de dissipacao mas também
o torque mecanico que as partes antes e depois da banda exercem uma sobre a
outra. Assim, a minima dissipacao para esta geometria especifica equivale ao
torque minimo, o que justifica esta forma de tratar o problema, uma vez que é
plausivel que a superficie resultante é estabelecida onde a resisténcia é menor.

Para o estresse de cisalhamento na Equagao (A-4) o modelo feito é bem
simples, andlogo a friccao coulombiana entre dois corpos sélidos: contra a
direcao de deslizamento, com magnitude proporcional a pressao normal de
um lado no outro, independente da velocidade, e com a suposicao de pressao
hidrostética (isto é, proporcional a profundidade - negligenciando o efeito
Janssen e anisotropias do sistema). Com isso, a Equacao (A-4) pode ser

reescrita como
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1+ (%)2(]{ — h)dh = min. (A-5)

Convém frisar que as solugoes que minimizam a integral acima automa-

ticamente tém a propriedade de escala dada por

r H h
forld)
que é obtida através da Relagdo (A-2) e da escala obtida experimentalmente
de que o raio na superficie Rc/Rgs depende apenas de H/Rg (56). Isso quer
dizer que tomar um sistema A vezes maior (ou seja, com ARg, AH e Ar(h/\))
implica apenas em mudar o valor da integral por um fator constante (\?%),
representando o mesmo problema variacional.

A partir daqui, (h) ¢é discretizado e a minimizacao é feita numericamente,
baseado em otimizacao genética: r(h) é variado aleatoriamente, mas apenas as
variagoes que diminuam o valor do lado esquerdo da Equagao (A-5) sdo aceitos.

Os valores finais obtidos para r(h) sao dispostos nas curvas do grafico
da Figura 2.12, descrevendo o perfil das bandas de cisalhamento ao longo do
material granular no interior do cilindro, em concordancia com os resultados

experimentais.
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