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[58] J. Török, T. Unger, J. Kertész e D.E. Wolf, Phys. Rev. E 75, 011305 (2007).

(document), 2.2, 2.6.1, 2.6.1, 2.12, 2.6.3, 2.16, 4, 4, A.2

[59] X. Nie, E. Ben-Naim, e S. Chen, Physical Review Letters 89, 204301 (2002).

2.2

[60] L. Onsager, Physical Review 35, 405 (1931). 2.2, 2.6.1, 2.6.3, A.2

[61] L. Onsager, Physical Review 38, 2265 (1931). 2.2, 2.6.1, 2.6.3, A.2

[62] A.L. Bordignon, L. Sigaud, G. Tavares, H. Lopes, T. Lewiner e W.A.M.

Morgado, Physica A 388, 2099 (2009). (document), 2.5.1, 2.5.2, 2.5.3,

2.6, 2.7, 2.8, 2.9, 2.7, 2

[63] M. Vergeles, A. Maritan e J.R. Banavar, Phys. Rev. E 55, 1998 (1997). 2.6.3

[64] A. Giacometti, A. Maritan, F. Toigo e J.R. Banavar, J. Stat. Phys. 82, 1669

(1996). 2.6.3

[65] A.W. Williamson, Nature 1, 20 (1869). 3.1.1

[66] A. Fick, Phil. Mag. S.4 10, 30 (1855). 3.1.1

[67] D. Halliday, R. Resnick e J. Walker, Fundamentos da F́ısica 3 - 4a. Edição

(John Wiley et Sons, 1993). 3.1.1

[68] J. Philibert, Diffusion Fundamentals 2, 1 (2005). 3.1.1, 3.1.1

[69] R. Brown, Phil. Mag. 4, 161 (1828). 3.1.1

[70] G. Gamow, One, Two, Three...Infinity (Dover Publications, 1988). (docu-

ment), 3.1

[71] A. Einstein (edited by R. Fürth), Investigations on the Theory of the Brownian

Movement (Dover Publications, 1956). 3.1.1

[72] S. Chandrasekhar Rev. Mod. Phys. 15, 1 (1943). 3.1.1

[73] P. Hänggi e F. Marchesoni Chaos 15, 026101 (2005). 3.1.1

[74] T. Bickel, Physica A 377, 24 (2007). 3.1.1

[75] T.S. Ursell, The Diffusion Equation - A Multi-Dimensional Tutorial (C.I.T.,

2007). 3.1.1, 3.1.1

[76] H. Westfahl, A.O. Caldeira, G. Medeiros-Ribeiro e M. Cerro, Phys. Rev. B

70, 195320 (2004). 3.1.1

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510944/CA



Referências Bibliográficas 108
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A

Modelo Teórico de Török et al.

A.1

O Experimento

Em 2003, Fenistein et al. observaram comportamentos interessante de

formação de bandas de cisalhamento em experimentos com cilindros com

um disco girante na base (55, 56), nos quais Török et al. se basearam para

desenvolver seu modelo.

O arranjo experimental consistia de um recipiente ciĺındrico preenchido

com grãos até uma altura H. A sua base era dividida entre um anel externo

girante conjuntamente com as paredes do cilindro e um disco interno estático

de raio RS (ver Figura 2.11). Dessa forma, a parte interna e externa do

material granular eram rotacionadas uma em relação à outra, criando uma

banda de cisalhamento com simetria ciĺındrica, começando no peŕımetro do

disco estacionário da base e se estendendo através do material até a superf́ıcie

livre. Ali a velocidade angular do material granular foi medida como uma

função do raio, seguindo com alta precisão uma função erro caracterizada por

dois parâmetros: a espessura W e a posição RC da zona cisalhada. A espessura

cresce com H enquanto RC diminui. Interessantemente, a posição de RC na

superf́ıcie provou ser muito robusta - ela depende apenas dos parâmetros de

comprimento H e RS, mas não das propriedades das part́ıculas ou da taxa de

cisalhamento, o que não ocorre com a espessura da banda, que é afetada pelo

tamanho e formato dos grãos, mas insenśıvel a mudanças em RS. O fato que

RC e W dependem de parâmetros de controle diferentes sugere que as duas

quantidades podem ser estudadas separadamente.

Neste trabalho, o foco será apenas em RC . Através de uma escolha

conveniente de parâmetros como tamanho e formato dos grãos, a espessura

pode ser arbitrariamente pequena em comparação com H e RS. Isso justifica a

modelagem da banda de cisalhamento como uma camada infinitamente fina, a

qual representa o limite entre os dois blocos de material dentro do qual nenhum

fluxo ocorre.

Foi observado (56), nos experimentos, que a posição RC(RS, H) na
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superf́ıcie obedece a seguinte lei de escala:

RC(RS, H) = RS

[

1−

(

H

RS

)α]

, (A-1)

com α ≈ 2.5 para valores experimentais de H/RS. É muito mais dif́ıcil obter

experimentalmente medidas para a posição da banda de cisalhamento no meio

do material, r(h), para H e RS fixos. Mesmo assim, os dados experimentais

mostram claramente que o perfil da banda no interior do material seguem uma

forma diferente daquela para RC(RS, H), e que o raio a uma altura h depende

de H, como mostrado na Figura A.1.

Figura A.1: Os śımbolos representam dados experimentais mostrando o raio
r da banda de cisalhamento a altura h (56), para alturas H diferentes. O
retângulo no meio representa o erro estimado em todas as direções. A linha
cheia é a curva de ajuste encontrada para as posições na superf́ıcie, enquanto
as pontilhadas são as posições calculadas com base na linha cheia.

A.2

Modelagem Teórica

Török et al. (57, 58) se baseiam em um prinćıpio variacional para derivar

o formato da banda de cisalhamento para toda altura h, uma vez que já haviam

se utilizado de um prinćıpio de otimização anteriormente para descrever a

formação de bandas de cisalhamento em outro contexto (101).

Aqui eles mostram que o perfil da banda para toda altura h pode ser

determinado sabendo-se RC(RS, H). Pegando-se um sistema com altura total

H e achando a posição r da banda de cisalhamento a uma altura h < H,

o subsistema acima de h pode ser considerado como um sistema menor com
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Apêndice A. Modelo Teórico de Török et al. 112

altura (H − h) e base com disco girante de raio r. Pressão e condições de

contorno são as mesmas, e a diferença na espessura é desprezada. Assim,

conclui-se que

RC(RS, H) = RC(r,H − h). (A-2)

Logo, sabendo-se a função RC(RS, H), pode-se calcular o formato r(h)

de toda a banda. Substituindo a relação emṕırica (A-1) em ambos os lados da

relação (A-2), chega-se a:

h = H − r

[

1−
RS

r

[

1−

(

H

RS

)α]]1/α

, (A-3)

cujas curvas resultantes estão dispostas no gráfico da Figura A.1, e mostram

boa concordância com o experimento.

Para descrever a forma da banda de cisalhamento, a idéia de Török

et al. é de simplesmente aplicar o prinćıpio de mı́nima dissipação (60, 61).

Conseqüentemente, o requisito é um fluxo estável que siga os v́ınculos externos

mas que forneça a menor taxa de dissipação de energia.

Aplicando isso à geometria ciĺındrica dentro da aproximação de banda

fina, a questão do formato torna-se um problema variacional entre as funções

r(h) (onde H e RS são mantidos fixos), com a condição r(0) = RS, enquanto

a condição de contorno em H é livre. A taxa de dissipação é dada pela

velocidade de deslizamento r(h)ω entre os dois lados da banda vezes o estresse

de cisalhamento σtn integrado ao longo de toda a banda. A menos de uma

constante, a expressão a ser minimizada é

∫ H

0

r2

√

1 +

(

dr

dh

)2

σtndh = min. (A-4)

Essa quantidade representa não apenas a taxa de dissipação mas também

o torque mecânico que as partes antes e depois da banda exercem uma sobre a

outra. Assim, a mı́nima dissipação para esta geometria espećıfica equivale ao

torque mı́nimo, o que justifica esta forma de tratar o problema, uma vez que é

plauśıvel que a superf́ıcie resultante é estabelecida onde a resistência é menor.

Para o estresse de cisalhamento na Equação (A-4) o modelo feito é bem

simples, análogo à fricção coulombiana entre dois corpos sólidos: contra a

direção de deslizamento, com magnitude proporcional à pressão normal de

um lado no outro, independente da velocidade, e com a suposição de pressão

hidrostática (isto é, proporcional à profundidade - negligenciando o efeito

Janssen e anisotropias do sistema). Com isso, a Equação (A-4) pode ser

reescrita como
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∫ H

0

r2

√

1 +

(

dr

dh

)2

(H − h)dh = min. (A-5)

Convém frisar que as soluções que minimizam a integral acima automa-

ticamente têm a propriedade de escala dada por

r

RS

= f

(

H

RS

,
h

RS

)

,

que é obtida através da Relação (A-2) e da escala obtida experimentalmente

de que o raio na superf́ıcie RC/RS depende apenas de H/RS (56). Isso quer

dizer que tomar um sistema λ vezes maior (ou seja, com λRS, λH e λr(h/λ))

implica apenas em mudar o valor da integral por um fator constante (λ4),

representando o mesmo problema variacional.

A partir daqui, r(h) é discretizado e a minimização é feita numericamente,

baseado em otimização genética: r(h) é variado aleatoriamente, mas apenas as

variações que diminuam o valor do lado esquerdo da Equação (A-5) são aceitos.

Os valores finais obtidos para r(h) são dispostos nas curvas do gráfico

da Figura 2.12, descrevendo o perfil das bandas de cisalhamento ao longo do

material granular no interior do cilindro, em concordância com os resultados

experimentais.
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