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3
Difusao Correlacionada

3.1
Introducao: Difusao

3.1.1
Processos Difusivos

Na primeira metade do século XIX, Thomas Graham foi o primeiro
cientista a trabalhar com processos difusivos (em gases), apesar de ter ficado
conhecido historicamente por ter inventado a primeira forma de didlise (65).
Mas baseado em seus experimentos, Adolf Fick fez medigoes de concentracoes
e fluxos de sal difundindo entre dois reservatorios através de tubos com dgua.

Fick, um professor de anatomia de Ziirich, baseado nessas observacoes,
conseguiu o que a Graham foi impossivel: encontrar uma lei geral que gover-
nasse todo e qualquer processo difusivo (66). Fick foi capaz de perceber a
analogia profunda entre difusao e a conducao de calor e/ou eletricidade. Em
outras palavras, ele teve a intuicao que a difusao poderia ser descrita de acordo
com o mesmo formalismo matemaético que a Lei de Fourier para a condugao de
calor (38) ou a Lei de Ohm para eletricidade (67). Dessa forma, Fick apontou
que o fluxo de matéria é proporcional ao gradiente de sua concentracao (deno-
tado por y) com um fator de proporcionalidade k, o qual ele chamou de “uma
constante dependente da natureza das substancias”. Seguindo o approach de
Fourier, se utilizando da conservacao da matéria, Fick chegou a equacao basica

(na notagao original de Fick, com o sinal de menos antes do coeficiente k):

Ay 02y
= k. (3-1)

ot Ox
Fick teve muitas dificuldades para verificar a validade de sua equacao.
A segunda derivada da concentracao pela distancia nao é uma quantidade
facilmente mensuravel (pelo menos, com a precisao necessaria). Ele conseguiu,
no entanto, rodar uma série de experimentos em um regime estacionario -
nessas condicoes ele poderia checar suas equagoes, uma vez que aqui a solugao
matematica passa a ser linear. Um fator interessante do artigo original de Fick

é que ele observa que “conforme seria esperado dos experimentos de Graham,
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o valor de k£ aumenta com o aumento de temperatura. (...) Provavelmente essa
dependéncia com a temperatura nao é simples”.

Nesta época, as medidas de difusao (tanto de Graham quanto de Fick)
eram confinadas a meios fluidos, pois tais medidas podem ser feitas a tempera-
tura ambiente facilmente. Difusao em sélidos nao era um processo considerado
possivel, apesar de Boyle ter sintetizado latao por difusao interna de zinco em
cobre (68).

A outra forma de se aproximar processos difusivos é, ao invés do approach
fenomenolégico das leis de Fick, partir de ponto de vista fisico e atomico,
considerando os processos de random walk das particulas ao se difundir.

O processo de Random Walk (passos aleatérios) de particulas em sus-
pensao em um fluido foi descoberto em graos de pélen pelo botanista escocés
Robert Brown. Os experimentos de Brown, com substancias organicas (vivas
ou nao) e inorganicas, revelou que tal movimento era uma propriedade geral
da matérias neste estado (69), e por isso foi cunhado o termo Movimento
Browniano para descrevée-lo.

A descrigao matematica do movimento browniano s6 foi derivada quase
um século depois (em 1905) por Albert Einstein (68, 71). Ele foi o primeiro a
compreender, indo de encontro a diversos cientistas da época, que a quantidade
béasica nao era a velocidade média das particulas, mas o seu deslocamento
médio quadrado < R?(t) >. As trajetérias sao tais que a velocidade das
particulas sdo insignificantes. O deslocamento médio < R(t) > de um nimero
grande de particulas é nulo (no caso de um random walk sem “drift”); por isso a
média quadratica é a quantidade significativa. Einstein entao conseguiu derivar
a relacao fundamental entre uma quantidade macroscépica (o coeficiente de

difusdo) e uma microscépica (o deslocamento médio quadratico):

< R*> >=6Dt. (3-2)

Apesar da teoria do movimento browniano ser uma das pedras funda-
mentais da fisica moderna por mais de um século (72), um diverso nimero de
questoes fundamentais ainda é levantado acerca dele (73). Suas aplicagoes sao
encontradas em varios campos de estudo diferentes, especialmente na area da
biofisica, onde o avancgo tecnolégico permite atualmente a deteccao de nano-
particulas individuais em sistemas organicos vivos (74).

Einstein comega sua derivacao matematica considerando uma particula
em um meio “flutuante” (uma particula em suspensdo em um fluido) na
posicao T e bombardeada por particulas cujas energias seguem a distribuicao
e E/ksT  Durante um tempo At hd uma probabilidade ¢ de que a particula

seja movida para uma nova posicao T + €. Em uma difusao isotrépica, a
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Figura 3.1: Descrigao satirica do movimento browniano como o andar de um

cavalheiro bébado (70).

taxa de bombardeamento da particula em questao nao depende da diregao,
e conseqiientemente, em média, a posicao dela nao varia muito.

Isso define uma distribuicao de salto ¥ (z, €, At), que pode ser interpre-
tada como a probabilidade de que, durante o intervalo de tempo At, a particula
seja levada de x para T + €. Temos de impor a condicao de que, independente-
mente da posicao ou do intervalo de tempo, a particula tem que ir para algum
lugar (considerando € = 0 como “algum lugar”); matematicamente, isso quer

dizer:

o(z, €, At)de =1, (3-3)
I
onde M é o conjunto de todos os saltos possiveis. Agora construimos uma

“equacao mestra”, que dita como a probabilidade flui de um estado para outro

do sistema. A densidade de probabilidades ¥ em um instante de tempo t + At
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pode ser escrita como a soma de todas as densidades de probabilidade que
fluem de uma posicao arbitraria para esta em um intervalo At. Considerando
c(z,t) a concentragao de matéria no ponto Z no instante de tempo ¢, essa é

conhecida como a Equacao Mestra de Einstein:

c(z, t+ At) = / (T — €,1)p(T — € € At)de. (3-4)

O sucesso dessa construgéo]\feérica depreende que consideremos a densi-

dade de probabilidades sendo definida por uma média de diversas particulas

idénticas e quantizadas (ao invés de um fluxo de campo completamente

continuo). Por isso que é dito que a andlise einsteiniana da difusao ajudou

a solidificar a idéia de dtomos e moléculas como objeto fisicos reais, ou como

o germe da nogao da existéncia dos fonons (75) (quase-particulas que trans-

portam som e/ou calor (76), cuja dinamica remete a dindmica de sistemas
granulares (77, 78)).

Expandindo o lado esquerdo da Equacao (3-4) em uma série de Taylor

(para pequenos intervalos de tempo), temos

c(Z,t + At) = c(7,t) + %c(z, t)AL + I(AL?). (3-5)

Para prosseguir, precisamos fazer uma suposicao: que, durante o intervalo

de tempo arbitrariamente pequeno acima, a distancia nominal percorrida pelas
particulas seja pequena o suficiente para que possamos expandir em torno de
T = I + €. Isso é coerente, uma vez que infere que as particulas nao podem
simplesmente se “teleportar” de um ponto distante a outro em um intervalo
de tempo arbitrario. Expandindo, em Taylor, o lado direito da Equagao (3-4),

temos, termo a termo:
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=V- {V[c(m,t)]%/Mqub(x,e, At)de

(3-8)

As Equagoes ((3-6), (3-7), (3-8)) correspondem, respectivamente, aos
primeiro, segundo e terceiro termos da série de Taylor do lado direito da
Equacao (3-4). Para estudar a difusao como um processo continuo, nds
deixamos At — 0. Juntando as Equagoes ((3-4) - (3-8)), desprezando os termos
Y(At?), chegamos a:

ac(f,t) =-V. { (z,t) lim i/ €p(T, €, At)de] +

At—0 At

+V-{V[(xt AHOZAt/ |e*o(z, €, At)d }
(3-9)

Olhando para o primeiro termo do lado direito da equagao acima, é
facil visualizar que o primeiro momento é a distancia média percorrida pela
particula durante o intervalo de tempo At, ou seja:

1 I
Jm / £6(7,7, A)dE = 5(7), (3-10)

definindo uma velocidade média v das particulas. Lembrando que neste ambi-
ente com um nimero de Reynolds baixo a relacao v = o F é valida, e que forcas
(conservativas) podem ser escritas sempre como o gradiente de um potencial
—V (z), entao pode-se escrever v = —aVV. Da mecanica estatistica, é possivel
derivar que o = D/kgT (75).

O segundo momento mede a variancia do movimento de uma particula e

¢é a defini¢ao microscopica do coeficiente de difusao:

Atﬂo 2At/ e]2p(z, €, At)de = (3-11)
Aplicando as Equagoes (3-10) e (3-11) na Equacao (3-9), chegamos a uma

versao mais geral da equacao de difusao, comumente chamada de Equacao de
Fokker-Planck (79):

%c(:i’,t) =V-D [ /E’BT>VV+VC( 01, (3-12)

definindo um tipo mais geral de fluxo de particulas:
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- T,t
7= -0 |Gy 4 ve@ ). (3-13)
kgT
Se o coeficiente de difusao é invariante no espaco, entao
0 c(z,t)
—c(z,t) = DV - ~LVV + V(T t 3-14
et = DY+ [SE0TV 4 Vo). (314)
e se nenhum potencial externo é aplicado, entao chegamos a equagao de difusao
canonica

a _ 2 _

EC@’t) = DV~<c(z,1), (3-15)
cuja transformada de Fourier pode ser expressada, através das transformacoes
habituais

1 [T
t) = — dqe'™é(q, t
ot) =5 [ daemila.
400 )
c(q,t) = / dre "% c(x,t),
como:

0ié(q,t) = —¢*Dé(q, t), (3-16)

cuja solucao 6bvia é

&g, 1) = e T PLEy(q),

que substituindo na transformada de Fourier acima nos da:

I P
t) = — daetd*—4 Dt ~ ]
ot) =5 [ daem )

Usando agora, como exemplo (que nos serd tutil mais tarde), a solucao
co(r) = 0(x) (o que implica em ¢y(q) = 1), e através de uma simples mudanga

de varidveis, podemos reescrever a equagao acima como (79):

1 oo ix 2 12
C(l‘,t) = %/ dqeiDt[qujt] ~ipt,

—00

1 1 oo 2 _ a?
C(.T,t) = %\/—D_t dZG_Z G_W,
1 2
c(x,t) = e aDi, (3-17)

VAar Dt

Esta solugao possui um pico central centrado em g = 0, que ¢é invariante
com o tempo. Se, em vez da delta de Dirac pura e simples, utilizarmos uma

delta normalizada pelo nimero total de particulas (co(x) = Nd(z)), a unica
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diferenca na distribuicao final é que ela serd normalizada por N - ou seja, a
solucao, a menos de um fator de normalizacao, nao depende do ntimero total

de particulas.

3.1.2
Difusao e Segregacao Granular

Como visto no Capitulo 1, acima, graos sao passiveis de se difundirem em
meios com temperatura granular acima de zero, a qual é definida pela relacao
1
T, = 5 pu?,
apresentada na secao 1.4. Para tentar-se descrever sistemas granulares
dinamicos, onde a difusao granular esta sempre presente, uma melhor com-
preensao sobre o funcionamento deste fenomeno é necessaria.

Ainda que fluxos granulares densos sejam encontrados em todo lugar, seja
na natureza ou na tecnologia (80), descri¢oes completas e bem fundamentadas,
por meio de equagoes constitutivas, do comportamento destes fluxos ainda sao
assunto para debates (81, 82, 83). Acredita-se, porém, que a difusdo granular
desempenha um papel importante nos mecanismos de segregacao granular.

Um dos aspectos mais fascinantes de materiais granulares heterogéneos
(i.e., consistindo de componentes distintos) é a sua tendéncia a segregacao
quando submetidos a agitacao externa - ao invés de se misturar, como poderia
se esperar baseando-se em consideragoes puramente entropicas. Essa propri-
edade é encontrada largamente na natureza e tem implicacoes tecnologicas
importantes (24).

Na verdade, algumas caracteristicas de segregacao de particulas grandes
e pequenas pode ser compreendido com uma analogia simples com os funda-
mentos de termodinamica de equilibrio: uma vez que o volume excluido para
particulas pequenas ao redor de maiores se torna menor quando graos grandes
se juntam, o estado segregado possui entropia mais alta.

No entanto, sistemas granulares forcados sao altamente dissipativos, e
esse argumento simples de equilibrio s6 pode ser aplicado qualitativamente.
Ainda mais porque, nao apenas tamanho, mas qualquer variacao de propri-
edades mecanicas das particulas (como formato, densidade, rugosidade, etc.)
pode levar a sua segregacao. Para fluxos diluidos rapidos bi-dispersos, a se-
gregacao ainda pode ser descrita pela teoria cinética de gases dissipativos -
Jenkins e Yoon (84) se utilizaram da teorica cinética para derivar um critério
de segregacao simples baseado na diferenga das pressoes parciais de cada tipo

de particula, baseado na diferenga de tamanho e/ou massa.
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Segregacao granular vem sendo observada na maioria dos fluxos de
misturas granulares, incluindo convexao granular (85), fluxos vibrantes (86,
87, 88), fluxos em cilindros girantes (89, 90), e até mesmo em gases granulares
binérios resfriando-se de forma livre (91) - um exemplo de segregacao granular
encontra-se na Figura 3.2. Ja a segregacao entre particulas pequenas e grandes

devido a vibragao é chamada de “Efeito Castanha-do-Pard” (7).

Figura 3.2: Segregacao granular em um fluxo inclinado gerado pela gravi-
dade (86), em instantes diferentes de tempo (consecutivos de a a d).

Apesar de modelos continuos recentes (92) terem mostrado uma boa
concordancia qualitativa com os dados experimentais (ver Figuras 3.3 e 3.4,
por exemplo), observagoes recentes em laboratério mostram que a compreensao
tedrica dos mecanismos de segregagao estd longe de ser completa (93, 94).

Um desses experimentos, desenvolvido por Khan e Morris (95), sugere
que, em vez de difusao simples, uma subdifusao de particulas acontece, levando
diretamente a alguns padroes de segregacao observados ao longo dos anos. A

equagao padrao de difusao,
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Figura 3.3: Diagrama espaco-tempo de segregacao granular em um longo ci-
lindro girante, demonstrando segregacao oscilatéria por tamanho. No experi-
mento acima, 2400s equivalem a 1850 revolugdes. As bandas negras correspon-
dem a areia preta (45—250um) e as brancas a sal de cozinha (300—850um) (89).

L —
E—DV@

mostra uma discordancia gritante com os resultados experimentais. Por isso,
um estudo maior da equacao de difusao para sistemas granulares pode levar,
entre outras coisas, a um entendimento maior dos processos de segregacao, tao

importantes na industria.

3.1.3
Difusao Granular Correlacionada

J& é conhecido que a difusao granular nao obedece exatamente as
equagoes de difusao de particulas independentes por movimento browniano,

como descrito acima. Um comportamento conjunto entre as particulas, a
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I

Figura 3.4: Diagramas espaco-tempo demonstrando oscilagoes de bandas ini-
ciais e o engrossamento das mesmas com o tempo (92), modelando o experi-
mento de Choo (89).

distancias curtas, foi observado. Diversos trabalhos (41, 42, 43, 44, 96)
comprovam a existéncia de uma correlagao no movimento difusivo de particulas
préoximas, postulando a existéncia de um comprimento de correlacao tipico do
sistema, que seria o responsavel por esse comportamento (45, 46, 47).

Uma das grandes dificuldades ao se lidar com sistemas granulares
dinamicos é a coexisténcia dos estados sélido, liquido e gasoso (12). Para os
dois regimes extremos, equacoes constitutivas foram propostas baseadas em
teoria cinética, para o caso de fluxos rapidos e colisionais, e em mecanica dos
solos, para o caso de fluxos lentos e plasticos (48). O regime intermediario
denso, onde o material granular flui como um liquido, nao possui ainda uma
teoria unificada.

Fluxos granulares densos e acelerados pela gravidade em um plano
inclinado tem atualmente o status de “sistema modelo”, devido a sua relevancia
em diversas aplicagdes geoldgicas e industriais (48, 42, 97). Uma vez que a
superficie da inclinagao seja suficientemente aspera e que a altura do fluxo
seja pequena comparada com sua largura e comprimento (para que efeitos
transientes e de borda possam ser desprezados), o comportamento do fluxo é
controlado pelo angulo de inclinacao @ e pela espessura h da camada granular.

Os graos se estabilizam sem fluxo para, dado um angulo de inclinacao

0, espessuras h < hgop(0), onde hgp(f) é comumente chamada de “funcao
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de deposicao”, pois é aproximadamente igual a espessura do deposito rema-
nescente no plano inclinado quando o fluxo para (seja pela diminuigao de 6
quanto de h). Estudos recentes confirmam que, para graos esféricos, a veloci-
dade u do fluxo (em seu estado constante, tirada a média com a profundidade)
pode ser relacionada a fungao de deposicao através da relacao abaixo, proposta

originalmente por Pouliquen (41, 49):

U _ 5 h
\/ﬁ hstozn(e)’

onde g é a aceleragao da gravidade e § = 0.13. Esta relacao sugere que um

(3-18)

unico comprimento de escala controla tanto a funcao de deposicao quando a
reologia do sistema.

Uma explicagao possivel para esse comprimento de escala vir das cor-
relagoes no movimento granular foi proposta por Ertag e Halsey em 2005 (47),
vinculando um comprimento de correlacao no fluxo a “escala de comprimento

de viscosidade” [,,, definida reologicamente pela lei de escala de Bagnold:

Oxz = pl?/.ﬁa (3-19)

para um sistema granular com densidade p, fluindo sob um estresse de
cisalhamento o,, a uma taxa de cisalhamento 7.

Recentemente, foi sugerido, apés uma extensa comparacao de resultados
numéricos e experimentais de fluxos em geometrias diferentes, que para um
sistema granular composto por particulas de diametro d e densidade granular
pg fluindo enquanto sujeitas a uma pressao P, a reologia ¢ controlada pela
variavel local de escala (98, 99):

L (3-20)

\/P/pg’

que é, na verdade, uma generalizacao da Relagao (3-18).

O préprio Pouliquen (44) reportou recentemente medidas experimentais
de funcoes de correlacao de velocidades em dois pontos na superficie do fluxo,
obtendo resultados que corroboram uma possivel conexao entre o comprimento
de correlacao observado e a funcao de deposicao.

Simulacgoes e andlises ainda mais recentes, como a mostrada na Figura
3.5, nao apenas corroboram os resultados apresentados por Pouliquen, mas a

expandem, concluindo com as seguintes observagoes (49):

— Todas as funcgoes de correlacao de velocidade a dois pontos exibem

decaimento exponencial com a distancia relativa;

— Os comprimentos de correlacao A\,3 sao independentes tanto da posicao

da camada medida quanto da espessura do fluxo;
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— Comprimentos de correlagao no bulk sao determinados exclusivamente

por 0, sendo inversamente proporcionais;

— Comprimentos de correlagdo sdo tipicamente pequenos (da ordem de
d), e aumentam logaritmicamente com hg,,(#) (contrario a expectativa

tedrica de uma relagao proporcional);

— Para pilhas muito altas e angulos préximos a Og, os fluxos excitam um
“modo de respiracao” com movimento coerente normal a camada da

superficie (resultado observado anteriormente (42)).
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Figura 3.5: Exemplos de campos de velocidades obtidos por Baran et al. (49)
no plano zy para as camadas de superficie a angulos de 21 e 23 graus (figura
da esquerda e direita, respectivamente), com h/d = 20 e §t/7g = 1 (onde
0t é o time-step e Ty é o tempo caracteristico 7y = \/%) O movimento
correlacionado é claramente observado, em especial a 6 = 21.

Baseados nesses estudos, vamos tentar encontrar uma equacao de difusao
que leve em consideracao uma funcao de correlacao que descreva esse compor-

tamento dos materiais granulares ao se difundir.

3.2
A Equacao de Difusao Correlacionada

3.2.1
Identidade Fundamental

O problema consiste em obter uma equagao de difusao para um processo
difusivo envolvendo movimento granular correlacionado para uma espécie de

particulas se movendo em uma linha (i.e., unidimensional) (100).
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Para tanto, vamos olhar em primeiro lugar para o comportamento passo
a passo no tempo (time-step 7) da fungao densidade p(z,t), comecando com a
identidade:

+oo
plz,t+71) = / dr'd(x — 2 p(2', t + 7). (3-21)
Usando a definigao da fungao-d, nés podemos escrever a Equagao (3-21)

COINO:

plz,t+71) = /+OO dx’ /+OO Cé—];leikl(x_x,)p(x’,t +7), (3-22)
chegando ao ponto onde a coororelagéo 20 inserida por meio de uma mudanca de
varidveis de integragdo: ' = u + f;(u,t) e dz’ = du(l + f.(u,t)). Apés isso,
podemos considerar as varidveis x e 2’ como independentes. Neste cendrio,
fr(u,t) é a funcao responsavel por mapear o fluxo de massa a cada salto de

tempo 7, de acordo com o ilustrado na Figura 3.6, abaixo.

pﬂ".

oI p—

g fled) Ty

W du el w—d— i+ du b

Figura 3.6: [lustragao do mapeamento desempenhado pela funcao correlacio-
nadora f(u,t). Pode-se perceber que, a fim de se manter uma normalizagao
constante, a Equagao (3-23) tem de ser obedecida.

Para nossa fungao manter uma normalizacao constante e, conseqiiente-
mente, ser uma trasformacao valida, é necessario que a seguinte relacao seja

obedecida:

= pu,t) [(u+ du) —u] =
= plu+ fr(u,t),t+7) [u+du+ fr(u+du,t) — (u+ fr(u,t))].
(3-23)
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Dessa forma,

plu,t)du = p(u+ fr(u,t),t +7) [du+ fr(u,t) + fL(u,t)du — fr(u,t)],

= p(u,t)du = p(u+ fr(u,t),t +7)[1 + fr(u,t)] du,

e, por conseguinte,

+00 +o00 d/{ ]
platrr) = [ dult fiu ) [ SRR g u,t) 4 7)

(3-24)
pode ser escrita como:
e e dkl ik1(x—u) ,—ik1 fr(u,t)
plz,t+7) = du %p(u, t)e e : (3-25)

Agora temos que parar e olhar com cuidado para a funcao de correlacao

fr(u,t).

3.2.2
O Operador de Difusao Correlacionada

Nossa escolha (100) para a fungao de correlacao foi uma expansao de
Fourier, com f,(t) sendo os coeficientes da distribuigao. Sua dependéncia com

T pode ser expressada pela relacao:

fr(u,t) = af(u,t),

onde a é relacionado ao coeficiente de difusao D via a = v/ D7, associando
nosso fr(u,t) a uma equagao de Langevin implicita. Logo, nosso f,(u,t) pode

ser escrito como

£ = / o (3-26)
e dq qu
fun) = [ Slnmen (3-27)
+oo
= fi(ut) = VDr /_ g—ifq(t)eiq“. (3-28)

Substituindo f,(u,t) agora na Equacao (3-25):

+oo 0 dky iky (x—u) ,—ik1V/Dr [T2° 84 f, (t)eia
plz, t+71) = du —p(u,t)e™ e YT e 2 - (3-29)
e oo 2m
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O 1ltimo termo na Equacao (3-29) pode ser reescrito como a expansao

em série da exponencial:

ac t—l—T

oo oo dk 1 o "
e du/ D S (N R T

- (3-30)

Neste ponto, podemos perceber que a Equagao (3-30) relaciona p(x, t+7)
com p(u,t) através de um operador M., que funciona como um propagador no
tempo. Assim sendo, é conveniente definir p(u,t) = HZ } dumMT(umH —
U, mT)p(ug, 0), com M, (Ups1 — Uy, mT) sendo o propagador no tempo,
definido pela Equacio (3-30) e t/N = 7. E facil ver entdo que a Equacio

(3-30) pode ser escrita como:

“+oo
plz,t+71) = / duny M, (x — uy,t)p(un, t),

[e.9]

onde

pluy,t H / Aty M- (U1 — U, mT) p(ug, 0).

Usando a expansao:

t —plz,t) . iy i
ATEXD =P _ oty 4 Do t) + T t) + O,

podemos escrever a Equagao (3-30) da seguinte forma:

pa,t) + O(/7) = / " dunE (Mo (x — uyt) — 8z — un)] plun. 1), (3-31)

— o0 T

onde

T dk
MT<I—UN,t) _/ 2 “hy zk1z u) |:1+ (—Zk'l / / _fq un)

—00

e T |

(3-32)
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Definindo o operador M, como sendo:

i — / " e (Mo (& — s t) — 6 — ).

— o T

400 +o0 +oo
M.,.:/ d’LLNl/ Cékl ik (z—u) |:<—Z/€1\/_/ dq zqu) +

(o [ )]

A Equacao (3-31) se torna, apds breve manipulagao:

(3-33)

pla,t) = elo () 5y 0) + O(V/7). (3-34)

A expansao seguinte é entao 6bvia:

t t t
plz,t) = {1 + / dt' M, + %/ dt’/ dt" M, M, + .. } p(u,0) + O(/7).
0 0 0
(3-35)

E importante notar que, até o momento, estamos analisando intervalos de
tempo discretos e fungoes densidades vélidas em todo o espaco, o que nao é util
ao se tentar analisar o comportamento coletivo do sistema granular como um
todo. O que estamos realmente interessados é na média da funcao densidade e
tempos continuos. Por isso, neste ponto, vamos tirar a média sobre os f,(t)’s
e tomar o limite lim, ,o. A fim de tomar a média sobre os f,(t)’s, vamos ter

que discutir um pouco mais sobre as funcoes de correlagao.

3.2.3
A Funcao de Correlacao

Uma vez que o comprimento de correlagdo tem de ser finito (ver se¢ao
3.2, acima), vamos supor nossa fungao de correlagao como tendo probabilidades
gaussianas dentro deste comprimento de correlacao, e zero fora dele.

Com isso, estamos supondo que a correlagao seja realmente relevante em
localizacoes proximas ao grao analisado, e pequenas a distancias um pouco
maiores, e quase inexistentes para r >> L.

Por estarmos trabalhando com um modelo simplificado, estamos supondo
também que o nosso P [fx] é descorrelacionado no tempo - isto é, sem meméria.
Isso pode ser modificado em um trabalho futuro com a inclusao de uma

correlagao temporal, como, por exemplo, com uma funcao de decaimento do
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tipo (f,(t)f,(t")) o< e . Por enquanto, vamos analisar o caso correlacionado
apenas espacialmente.

Para tanto, nossa P [fx] tem de ser da forma:

2
L ]
)

Plflxe ™

=

<7 (3-36)

P(f)=0, (3-37)
caso contrario.
Conseqiientemente, € facil ver que para tirar as médias e tomar o limite

lim,_.o, é necessario seguir certas regras, como:

— termos com < f;>, quando n é um numero fmpar, sao nulos;

— termos com produtos de f; com indices diferentes também sao nulos;

vamos supor a simplificacao que o sistema é totalmente descorrelacionado

no tempo - ou seja, médias em f,(t) f,(t') quando ¢ # ' sdo nulas;

uma vez que estamos tomando o limite l¢m,_,o, termos com dependéncia

linear (ou maior) em 7 serao descartados.

Definindo ¥ (x,t) = (p(z,t)) e ¥o(u) = ¥(u,0), que serdao - a exemplo
do observado por Einstein com a Equagao (3-2) - as nossas varidveis de
trabalho daqui por diante, finalmente chegamos a (lembrando que os M, (t)’s

sao independentes):

Yz, t) = {1+/Otdt’ <Z\7[T>+%/Otdt’/otdt”<]\_47><M;>+..} Yo(u). (3-38)

Como estamos supondo que o0, seja independente do tempo, isto implica

C111:

Y(z,t) = {1 +t(M;) + g (M) (ML) + .. ] Yo (u). (3-39)

Vamos primeiramente olhar o termo com dependéncia linear em ¢.

3.2.4
Equacao de Difusao Correlacionada

Quando analisando o termo com dependéncia linear em ¢, é valido notar
que, uma vez que estamos primeiro tirando a média, o termo com n = 1,
que resultaria em uma divergéncia em nossas equagoes (ja que, para n = 1,
p(x,t) < /7/7, que diverge quando tomando o limite lim, .4), é descartado
imediatamente.

Os tnicos termos remanescentes sao aqueles com valores pares de n, e

.o /I __ ~
conseqiientemente com p(z,t) o< 7% 2, onde n’ sdo os valores pares de n. Mas,
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depois de tomar o limite lim,_,q, todos os termos, com a excecao do termo com
Y ?
p(z,t) o< 7°, tende a zero, simplificando os cdlculos consideravelmente.

Tomando a média do ruido, nés temos:

(3-40)

Aplicando as regras expostas acima e as Condigoes (3-36) e (3-37) na

Equacao (3-40), chegamos a seguinte forma para o operador de difusao:

“+oo “+oo
) = / du / M g (12D) x

+1 ) y
- ALy g - gy,

1 1

L

h

(3-41)

+oo o] 1
<M > / du/ dkl zklx u) ( ]CQD)/ ;iio_geﬂqu (3_42)

L

Agora podemos reescrever a Equagao (3-39) nos utilizando da Equacao

(3-42), acima, da seguinte forma:

oo e g 1
(x,t) / du/ —Leiki(e—u) (— k2D)/ 2q0§e’2q“w(u,t), (3-43)
m

L
Agora nés iremos repetir os mesmos passos tomados nas Equagoes (3-21)
e (3-22), usando as identidades da funcdo delta, e usando a transformada de

Fourier ¢ (k, t) = = fj;oo du'y(u', t)e”" | chegando a:
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+OO . .
/ dai)(z, t)e 7 =

_ i i 1.2 "z @ 2 i(2g—Fk1)u

- du [ dko(ky — K) (—K2D) Srote b(u, t)
—0o0 —0o0 m
+oo

=

+1 d )
= / du (—K*D) / : 2—qa§ef<2q*f<>w(u,t)

o _1 2r
+1 +oo +o0 +00
_ _K2D/ v @0_2/ dU/ dul/ %ei(2q—K)ueikg(u—u’),(/)(u/7 t)
—1 2r 1 ) oo oo 2m

++ + -
= —KQD/ - dq/ dkzgagé(ka — K +2q)¢(ka, t)
-1 _

[e.9]

(3-44)

3 +1

—+00 B
= (K, t) = —KQD/ dq/ dk20§5(k2 — K +2q)(ka, 1),

==

resultando finalmente na Equacao de Difusao Espacialmente Correlacionada
(EDEC) (100):

!
G(K, 1) = —K2D /tL dqo> (K — 2q,1). (3-45)

A Equacao (3-45) difere do casoL difusivo usual por acoplar diferentes
modos, devido a correlagao espacial. Essa mistura vai depender fortemente da
forma de o;.

Um caso limite interessante surge quando fazemos o limite L — o0: o
movimento no plano é completamente correlacionado. Por exemplo, fazendo
f = +a e deixando o sistema evoluir no tempo, qualquer distribuicao inicial se
difundira como o caso usual nao-correlacionado. Isso pode ser visto da Equacao
(3-45), com 1/L — 0 e 0, — (q):

= (K, t) x —K%)(K,t),

que ¢é o operador para difusao gaussiana.

E notével também que a contribuigdo da correlacdo (expressa acima
como referente a variavel ¢), surge como um efeito de ordem superior, quando
expandimos (dado que L — o)

(K, t)

resultando em
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3.2.5
Modelo Teste

E fécil de ver que, na EDEC acima, se nosso 03 — 0(q) entao pode-se
fazer uma expansao em torno de ¢ = 0 - e a equacao de difusao correlacionada

também se torna uma equagao de difusao comum:

¢(K7t) = _KQDQL(KJ),

descrevendo o processo difusivo usual.
Portanto, para analisar a equagdo de difusdo obtida acima (100), e
compara-la com as simulacoes a serem realizadas, vamos nos utilizar de um

modelo cuja condicao inicial seja:

P(x,t =0) =g + Yycos(koz), (3-47)
cuja forma possui, no espaco de Fourier, trés picos distintos e bem-definidos em
q = (0, %k), como pode ser visto na Figura 3.7. As pequenas diferencgas entre
o modelo exato e a figura se devem as limitagoes técnicas da implementacao
da Equacao (3-47). A sua transformada de Fourier pode ser descrita como um

@eff(q, t) dado por, a menos de uma constante:

Ves(a,1) = $o8(q) + 1 (1) [8(q + ko) + 6(g — ko), (3-48)

a ser usada dentro da integral da Equagao (3-45), pois convém frisar que,
com este modelo simplista, estamos intencionalmente desprezando as acoes do
demais modos presentes na nossa equacao de difusao correlacionada.

Como a Equagao (3-45) nos da QL(O, 0) = constante, e, para t ~ 0,

¢(k07 t) X ¢1(t)7
entao podemos escrever, renormalizando a constante D para D':

n(t) = —kg D/ /_+L dqo] (od (ko — 2q) + 1 (t) [6(2ko — 2q) + 0(29)])
(3-49)

=

[ i (62— 4 0 k0 - )+ 0] . 350)

=
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Figura 3.7: Gréfico da transformada de Fourier da distribuicao escolhida para
o modelo-teste, com os trés picos indicados pelas setas. Nota-se também a
evolucao com o tempo, mostrando que o pico central permanece constante
enquanto os laterais diminuem, em processo difusivo.

Desprezando o termo (t)a,%o como sendo muito pequeno, resolvemos a
Equacao (3-50):

: ki D!
da(t) = =2 vty + o) (3-51)
2
: kDod | Tk
() = === [Yo—5 + ¢ | . (3-52)
90

12D/ 62 o2 N N
Chamando A = 2520 ¢ r = 292 podemos escrever a solucao da equagao
0

acima como sendo

Ui (t) = ae™ + By (3-53)
E facil ver, comparando a Equacao (3-52) com a solu¢do acima, que

08 = —re, ao fazer t = 0,

Y10 = 1(0) = o — 1)y,
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a = 19 — 0.

Podemos entao escrever a Equagao (3-53) da seguinte forma:

P1(t) = (ribo + o) e — 1y,

na qual podemos fazer, para valores pequenos de ¢, a expansao

P1(t) = (1o + ¥10) (1 — At) — by,

U1(t) = 1o — At (rbo + o) -
Definindo Z(t) = 2% chegamos finalmente em:

— o
Z(t) =1- At {Tﬂ + 1} , (3—54)
Y10

0 que mostra que a componente em kg (¢1(t)) decai de forma aproximadamente
linear no principio da evolucao temporal. Outro ponto interessante da relacao
acima é que a forma de Z(t) depende explicitamente de 1y, ao contrario da
equagao de difusao usual, quando a solugao é um operador diagonal no espago
de Fourier, como pode ser visto na Equagao (3-17). Por isso a importancia
de analisarmos o Z(t): como vy equivale ao ntimero de particulas N, no
caso da difusao usual no méximo o vy funcionaria como fator de escala,
que é simplificado na normalizacdo, enquanto no caso da Equagao (3-54) a
dependéncia de Z(t) com vy é explicita, influenciando no comportamento do

11eSs110.

3.3
Simulacoes

Para verificar a validade da forma para a equagao de difusao correlaci-
onada obtida acima na EDEC (3-45), temos de recorrer a simula¢oes compu-
tacionais para observar o comportamento difusivo de graos, com a inclusao de
uma correlagao em seu movimento.

Para tanto, por meio de um simples programa em linguagem FORTRAN,
simulamos um sistema discretizado com 2000 posi¢oes (2000 “caixas”, por
assim dizer), onde 2000000 particulas sao distribuidos inicialmente de forma
senoidal (com uma pequena componente aleatéria, para nao viciar o sistema)
ao longo das mesmas, de forma a reproduzir a condi¢ao inicial do nosso modelo
teste, descrito acima. A partir do instante inicial, o sistema evolui no tempo

de forma difusiva, mediante uma correlacao do tipo lorentziana descrita por:

_2(1-2p) ]
04(0i) = T~ Trwys Ta)e (3-55)
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onde a; ¢ a ordem do termo da série de Fourier, n é a componente aleatoria e
L é o comprimento de correlacao.

Para observar o comportamento desenvolvido com nossa EDEC aplicada
ao modelo teste, calculamos também a transformada de Fourier da difusao
simulada a cada nimero N arbitrario de passos - nao foi feito isso para cada
passo de tempo por (falta de) eficiéncia computacional. Assim, é possivel
analisar o comportamento qualitativo da Equacao (3-50), comparando-a com
o resultado da simulacao.

Mas, primeiramente, seria interessante checar se a simulacao programada
com a correlagao expressa pela Relagao (3-55) ¢, de fato, um processo difusivo,
e se a correlacao de fato influi no comportamento geral do sistema. Para testar
isso, montamos um sistema de apenas 800 posigoes (bins), 1000000 de graos
e com distribuicao inicial delta de Dirac, a fim de verificar o comportamento
dessa distribuicao ao longo do tempo. Em processos difusivos usuais, a medida
que os graos vao se difundindo, a variancia do sistema tende a aumentar,
enquanto a sua média permanece zero.

Ao rodar a simulacao, no entanto, o primeiro comportamento observado é
a forma geral da distribuicao granular nao se mantendo centrada em zero, mas
“caminhando” - como nao estamos privilegiando nenhuma dire¢ao (excluindo
também a possibilidade de difusdo com “drift”), o centro da distribui¢ao nao
se afasta muito da origem, mas é visivel que nao se comporta como em uma
difusao usual, como pode ser visto na Figura 3.8, mas como uma difusao
correlacionada. Podemos também concluir que o processo nao é um processo
difusivo usual observando o grafico disposto na Figura 3.9, onde a variacao da
média da distribuigao com o tempo é mostrada. Em um processo difusivo usual
a variacao da média em relagao ao zero é proporcional a \/LN’ o que implica que a
medida que aumenta-se o nimero N de particulas a amplitude da oscilacao em
torno do zero torna-se menor, mas aqui observamos o processo com variagoes
da posicao da média em relacao ao zero completamente independentes de N.
No entanto, ao se olhar para o grafico da variacao de sua variancia com o
tempo, disposto na Figura 3.10, pode-se concluir que o processo é, de fato,
difusivo, uma vez que a variancia aumenta linearmente com o tempo - como
era de se esperar.

Satisfeitos que estamos observando, na simulagao, um processo difusivo
sob influéncia da correlacao, voltamos entao para o modelo da sec¢ao anterior, a
fim de comparar seus resultados com nosso modelo teste da equacgao de difusao
correlacionada.

Para tanto, olharemos agora o comportamento dos picos dispostos em

q = +k. O pico localizado em ¢ = 0, de acordo com o previsto pela Equacao
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Figura 3.8: Grafico da distribuicao granular, a partir de uma distribuicao
inicial delta, para passos sucessivos de tempo, representado pela numeracao da
seqiiéncia, a direita. E evidente que o centro da distribuicao nao permanece em
zero, mas varia com o tempo, demonstrando uma influéncia clara da correlacgao,
enquanto o pico da distribuicao vai diminuindo e alargando, indicando um
processo difusivo.

(3-45), nao varia, mantendo-se constante.

Analisando o grafico da Figura 3.11, pode-se ver que, confirmando o
esperado pelo modelo teste acima, hd um decaimento linear (com um ajuste
razoavelmente preciso) com o tempo. Diminuindo-se o passo de tempo na
simulagao e tomando pontos para a transformada de Fourier mais espacados
no tempo - o ajuste linear fica mais preciso (conforme disposto na Figura 3.12),
evidenciando o comportamento esperado pelo modelo teste: o decaimento
linear. Dessa forma, pode-se depreender que o comportamento em ¢ = +k
oscila em torno desta reta de decaimento, e que essas variacoes tornam-se cada
vez mais despreziveis a medida em que o tempo passa. Uma observacao: convém
explicitar que a diferenca na escala dos graficos é oriunda de uma variacao na
escala do D, simulado diferentemente para testar essa dependéncia.

Outro resultado interessante e que reforga a validade da Equagao (3-45)

o

foi obtido variando-se o valor da razao e

Na equacao de difusao usual, a
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Figura 3.9: Grafico da evolucao temporal da média para uma realizacao
da simulacao, a partir de uma distribuicao inicial delta - o deslocamento,
independente do niimero de particulas, em relacao ao zero demonstra que este
nao é um processo difusivo usual.

forma da difusao das particulas fora do pico central nao pode ser alterada
pelo valor da razao acima, como explicitado pela solucao delta de Dirac da
Equacao de Difusao usual (resolvida e obtida na se¢ao 3.1.1. deste capitulo, na
Equacao (3-17), acima). No entanto, ndo ¢ isso que é observado neste caso -
como pode ser visto na Figura 3.13, o angulo de inclinacao do ajuste linear para
ambos os casos é bem diferente, mostrando que o processo difusivo nos picos
adjacentes ¢é afetado pelo pico central, como esperado pela dependéncia de Z(t)
com a razao %, que entra na Equacao (3-54) como o coeficiente angular da
parte linear da funcao - comprovando, desta forma, o efeito da correlacao na
difusdo. E interessante notar também que, no caso da Figura 3.13, as simulagoes
foram feitas para :/f_i = QZ—Q, e pelos ajustes obtidos, pode-se perceber que o
coeficiente angular do ajuste para B é o dobro do correspondente para o A,

reforgando o comportamento esperado para o Z(t).

3.4
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Figura 3.10: Gréfico da evolucao temporal da variancia, a partir de uma
distribuicao inicial delta, incluindo um ajuste linear - o crescimento linear com
o tempo é tipico de um processo difusivo, verificando a validade da simulagao.
Convém observar que o coeficiente linar da equagao exibida é diferente de zero
por um efeito do ajuste utilizado. O valor exato da variancia no ponto ¢t =0 é
zero, obviamente.

Discussao

Podemos concluir que o modelo para a difusao correlacionada gera uma
equacao de difusao que se comporta diferentemente da equacao para difusao
usual, mas que ainda assim descreve um processo difusivo sob efeito de uma
correlagao espacial, o que era o intuito original. E interessante destacar que,
apesar de nossos enfoque e motivacao terem sido, desde o comego, em materiais
granulares, a EDEC obtida é genérica, servindo para descrever quaisquer tipos
de particulas (nao-carregadas).

O modelo esta agora pronto para ser aplicado diretamente em materiais
granulares, em especial para se testar a hipotese de segregacao granular devido
a processos difusivos correlacionados. Isso serd feito em um futuro trabalho,
provavelmente com a necessidade de se introduzir no sistema um segundo

comprimento de correlacao, o que geraria um comprimento de correlacao
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Figura 3.11: Grafico da variacao do mddulo da transformada de Fourier em
g = £k com o tempo, que apresenta um decaimento linear. Esta disposto
também ajuste linear razodvel para o decaimento linear (R? = 0,9955).

efetivo da forma
Leff = $L1 + (1 - .%')LQ,

relacionando as duas espécies diferentes de graos pelas suas fragoes de ocupacao
re (l—ux). E de se esperar que as equacoes obtidas acima sejam divididas
em dois termos, gerando uma EDEC com dois termos difusivos, um para
cada espécie. Apenas com o resultado obtido para a evolucao das médias
nas simulagoes (ver Figura 3.9, acima), ja é de se esperar que haverd um
direcionamento no sentido de segregar as duas espécies de graos.

Mas o importante de se ressaltar é que a EDEC (3-45) obtida consegue
descrever um processo difusivo sob efeito de uma correlacao espacial, através
de uma fungao de correlagao no espago de Fourier (até onde sabemos, inédito
na literatura), ao invés de um comprimento fixo, como havia sido sugerido
anteriormente (47). A vantagem aqui é que ¢é mais facilmente aplicdvel a

espécies diferentes (misturadas ou nao - bastando variar os parametros L e 0,),
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Figura 3.12: Grafico da variacao do mddulo da transformada de Fourier em
q = £k com o tempo, mas com um passo de tempo maior que na Figura 3.11.
O ajuste linear neste caso mostra maior precisao (R* = 0,9995), mostrando
que as oscilagoes em torno da reta de ajuste tornam-se despreziveis com a
passagem do tempo.

e que obtemos uma mistura de modos, o que parece retratar melhor sistemas

fisicos.
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Figura 3.13: Grafico da variacao do mddulo da transformada de Fourier em
q = £k com o tempo, para dois valores diferentes da razao %, com YE = g

e YE = %wﬁ]. Pelos ajustes para A (y = —0,008x + 0,988) e para B
(y = —0,0162+0, 948), nota-se claramente que o ajuste linear denota processos

difusivos correlacionados, ao contrario do esperado para uma difusao usual,
onde nao deveria haver variacao.
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