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Arcos em Meios Granulares Densos

2.1
Introducao: Estresses

Sistemas granulares sao sistemas muito interessantes devido tanto a
grande quantidade de fenomenos fisicos de nao-equilibrio incomuns quanto a

grande quantidade de aplicagoes préticas possiveis que eles apresentam (10, 6).
Muito progresso foi conseguido durante as ultimas duas décadas no que diz
respeito ao estado da arte da pesquisa em dinamica granular (6). No entanto,
hé ainda muito a se fazer.

Um dos fatores fundamentais para se compreender o funcionamento de
um fluxo granular em sistemas densos é o conceito de estresse em sistemas
granulares, presentes nos arcos transmissores de forgas.

Para um sélido homogeéneo, a variacao da energia livre devido ao trabalho
durante uma deformacgao pode ser escrita como um escalar, contracao de
dois tensores simétricos: uma forcaa (ou pressao) generalizada o;; e um
deslocamento (ou deformacao) u;; generalizado (i,j=x,y,z). Esta energia (livre)
toma a forma (por volume)(aqui usaremos a regra da soma para indices
repetidos a;b; = ), a;b;) cuja varicao (trabalho dIW) é dada por (51):

oW = (SFL = —O'ijéuij. (2—1)

O tensor de deformacao u;; corresponde a variagao relativa

B ou; N %
N afL’j 81‘,‘7

Ui (2-2)
onde u; é o vetor deslocamento de um ponto do corpo em relagao a seu
ponto de equilibrio, sem estresses externos. O tensor de estresse é o conjugado

termodinamico de w;;:

OFy,

auij ’

Uij =
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O tensor de estresse o;; corresponde a for¢a por unidade de drea na
direcao 7, ao longo da superficie perpendicular a direcao j. As componentes
diagonais zz, yy e zz correspondem a pressao normal sobre as superficies
perpendiculares a x, y e z respectivamente.

A aplicacao de estresses sobre um objeto sélido leva o mesmo a se
deformar. No caso de um cilindro, ele se deforma ao aplicarmos uma tensao
constante para esticd-lo. A drea transversal (e os comprimentos transversais)

encolhe. Neste caso o estresse ao longo do cilindro é constante e a componente

u,, do tensor de deformacao vale u,, = %.
O estresse 0., é dado por
_FAF
=T IR T Al

Duas quantidades importantes podem ser entao definidas: o médulo de
Young, Y, e o raio de Poisson, 0. O mddulo de Young mede a rigidez eléstica

do material:

0,, 4FAL
y =2z 228
Usys wd2L

O coeficiente de Poisson mede a razao entre as deformacoes longitudinais

laterais:

@

devido a estabilidade termodinamica do material devemos ter —1 < o <
(51).

Contudo, um sistema de graos esta longe de ser homogéneo: de fato, uma

Nl= @

pilha de graos é extremamente anisotréopica. Além disto, as deformagoes que
ocorrem (fraturas, deslocamentos de conjuntos de graos em relagao a outros)
absorvem energia e sdo plasticas (os graos nao voltam a posicao original quando
a perturbagao externa cessa). Assim, os valores que estes coeficientes eldsticos
possam vir ter, para um sistema de graos, nao necessariamente obedecerao aos
mesmos limites que no caso de um solido isotrépico.

Isto fica claro no caso do coeficiente de Poisson. No caso do modelo
simples de quatro graos (ver Figura 1.3), temos h? + h% = 16R* o que d4

hy dhy + hy dhy = 0. Entao, podemos definir o coeficiente de Poisson como:

dhy 2
g v _ (v
o dhy - hH :

hy
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A variacao da area intersticial pode ser escrita como dS; = %(hv dhy +
hgdhy) = %hH dhy(1 — o). No ponto de méaxima S;, temos que dS; = 0
e 0 = 1. Este tultimo resultado representa deformagoes iguais nas direcoes
ortogonais. Para o < 1 o regime volta a ser o usual, e nao mais o de dilatancia.

A prépria existéncia de uma energia potencial ainda estd em debate
(5). Relagbes constitutivas usuais associam os termos de deformagao w;;
linearmente com os estresses o;; (via o médulo de Young para sistemas
eldsticos). Isto é derivado da existéncia de uma energia potencial eldstica de
deformacao do meio da forma U, ~ Yu?.

No caso de sistemas granulares contidos por paredes elasticas, a elas-
ticidade das paredes pode “acumular” parte desta energia e devolvé-la (de
forma mais ou menos reversivel). Porém, se as paredes forem rigidas, a tunica
fonte possivel de energia potencial passa a ser gravitacional. Para entender-
mos isto devemos notar que a estrutura das forcas em um sistema granular
é bastante irregular. Além disto, como Y ~ 10'° — 10" Pa (para a maioria
dos materiais rigidos), podemos considerar a energia compressiva eldstica dos
graos desprezivel.

Portanto, se uma forca extra passa a agir na superficie de um sistema
granular estatico, deformando-o, e realiza trabalho sobre o mesmo, parte da
variacao da energia interna (potencial) do sistema tem que ser gravitacional.
Como esta forca externa faz entao variar a energia gravitacional do sistema?

Dentro da pilha, as forcas se transmitem principalmente pelas cadeias
de forga (os arcos) ja presentes no sistema em equilibrio. Existem evidéncias
que apontam para uma correlacao entre direcionamento de forcas aplicadas
externamente via arcos e energia potencial: o estresse interno da pilha, gerado
pela aplicacao externa de uma forca, pode ser derivado da distribuicao interna
de arcos e paralelo aos mesmos sugerindo que estes redirecionam o grosso dessas
forcas (5). Talvez o sistema de arcos se mova devido a forca externa extra, e
a presenca dos arcos tende a direcionar o efeito desta variacao de estresse nas
suas proprias diregoes.

A forma com que os estresses gerados pela aplicacao da forca extra
se distribuem pela pilha sera crucial na determinacao tanto das relacoes
constitutivas quanto na existéncia ou nao de uma energia potencial efetiva
para o sistema.

Recentemente, um novo modelo para o papel dos estresses internos
eldsticos e dissipativos foi proposto por Jiang e Liu (52, 53, 54). Um aspecto
interessante deste modelo é o papel desempenhado pelo estresse eldstico
interno, que, quando em estado de equilibrio, é o principal responsavel pela

estabilidade estrutural do sistema, enquanto, a temperatura granular nao-nula
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(T, > 0: nao-equilibrio), os componentes transientes plasticos (com tempo
caracteristico 1/7,) do estresse também estao presentes, sendo diretamente
responsaveis pelos mecanismos de dissipacao de energia interna dos sistemas
granulares. A estabilidade das estruturas formadas pela malha de estresses
elasticos, durante a fase de nao-equilibrio do movimento, e o papel dos estresses

plasticos sao algumas das questoes que serao abordadas neste capitulo.

2.2
O Efeito do Estresse

Uma das caracteristicas mais importantes apresentadas por sistemas
granulares é a forma altamente incomum que os estresses se distribuem
espacialmente. Os estresses se propagam principalmente através de uma malha
topoldgica unidimensional de contatos de alto estresse, isto é, os arcos. De
fato, pode-se classificar os graos de forma grosseira como pertencendo ou a
malha carregando a maior parte dos estresses (arcos) ou a massa de graos
relativamente soltos (fase “mole”) (6).

O papel desempenhado pelos arcos é crucial para a compreensao de
alguns comportamentos granulares nao-usuais, como o efeito Janssen em um
silo (36). Neste caso especifico, os graos localizados nos terminais dos arcos
pressionam (com muita forga) a parede do silo, e o atrito estdtico nos pontos
de contato (entre os graos dos arcos) é alto o suficiente para suportar o
peso dos graos acima deles. Logo, a pressao interna na base do silo se torna
razoavelmente independente da altura da pilha granular, se esta for maior que
um limiar.

O efeito descrito acima sé se manifesta em sistemas granulares densos,
onde contatos sao praticamente permanentes e muito poucos graos movem-se
livremente, em contraste com o que ocorre na fase fluidizada. Neste tltimo
caso, uma temperatura granular dinamica pode ser atribuida aos graos, e
eles transmitem estresse da mesma forma que um fluido, por transfusao
de momento durante colisoes, com estresses tipicamente ordens de grandeza
menores que aqueles da pilha granular em repouso. Uma vez que estamos
interessados apenas nos efeitos de estresse na fase sdlida, nds assumimos,
consequentemente que o sistema seja suficientemente denso, de forma que nao
haja fase fluidizada presente.

Para efeito de clareza, vamos supor um arranjo experimental simples,
consistindo em dois cilindros concéntricos (que, ao serem “desenrolados”,
podem ser aproximados como duas placas retangulares longas), entre os quais
preenchemos com um meio granular denso, tal como areia ou sal (veja Figura

2.1, abaixo). Fazendo as placas se mover em dire¢oes opostas, um momento
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linear é fornecido as extremidades, a fim de vencer as forcas internas de atrito
a manter o sistema em movimento. Dois mecanismos possiveis para o trasporte
de momento surgem: via colisoes e forgas de atrito por contato (na fase “mole”),

e via contato normal direto (propagado através dos arcos).

Figura 2.1: Uma ilustracao do nosso arranjo experimental modelado. Dois
cilindros conceéntricos, de raios diferentes, entre os quais preenchemos de graos,
giram com velocidades fixas em sentidos opostos, induzindo o aparecimento de
um cisalhamento no material granular em seu interior.

Conseqiiéncias interessantes surgem, como o aparecimento de regioes
estreitas (alguns diametros granulares de extensao) conhecidas como bandas
de cisalhamento (“shear bands”), separando massas de graos se movendo em
sentidos diferentes em relacao uma a outra (55, 56, 57, 58) - ver exemplo na
Figura 2.2. Bandas de cisalhamento sao importantes em varias areas da fisica,
e quando relacionadas a materiais granulares tém diversas aplicacoes, como
erosao e mecanica dos solos, como pode ser visto na Figura 2.3.

Nos supomos que, na fase densa “mole”, os graos estao em contato

uns com os outros a maior parte do tempo, mas a magnitude tipica de seus
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Figura 2.2: Esquema ilustrativo da banda de cisalhamento. Regioes com velo-
cidades opostas, gerando uma regiao de velocidade zero no meio (hachurada
na figura).

estresses é pequena, da ordem de grandeza do seu peso tipico. Eles podem
rolar, exercendo forgas radiais e tangenciais, e colidir entre si, da mesma forma
que aconteceria com as moléculas de um fluido denso (dissipativo). Em relagao
ao cisalhamento, as forcas individuais de atrito tangencial produzidas pelos
contatos durante a fase “mole” sao fracas, devido aos valores pequenos dos
estresses normais, levando a uma aderéncia fraca. Logo, eles nao conseguem
formar bandas de cisalhamento, ja que a variagao suave dos estresses no interior
da fase “mole” faz as velocidades das camadas adjacentes de material variar
de forma lenta de uma camada para a proxima. Uma fase granular puramente
“mole” se comportaria praticamente como um fluido viscoso denso submetido
a um estresse de cisalhamento - sem a formacao das bandas. Por outro
lado, uma malha formada pelos arcos se comporta de forma completamente
diferente, caracterizando-se por forcas de contato normais muito fortes, ordens

de grandeza maiores que o peso de um grao tipico, formando um sub-arranjo
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Figura 2.3: Foto da estrada A6187, na Inglaterra, préximo a Castleton.
Cisalhamento do solo tornou-a destruida e impossivel de se trafegar.

do sistema topologicamente unidimensional, ramificado aleatoriamente. Em
contraste com a fase “mole”, os arcos podem ser responsaveis por variagoes
repentinas dos estresses em curtas escalas de distancia. Eles sao, portanto,
candidatos a desempenhar um papel importante no desenvolvimento de bandas
de cisalhamento.

Para entender o transporte de graos em um sistema denso sob cisalha-
mento, foi pensado um modelo de rede quadriculada que leva em conta feno-
menologicamente a estrutura nao-usual dos estresses nesses sistemas. E cru-
cial modelar a relagao entre a intensidade e a direcao dos estresses locais e
a quantidade de matéria transportada. E importante observar que arcos com
intensidade de estresse menor se ramificam de forma mais irregular que aqueles
com intensidade de estresse mais alta, e que um modelo eficiente de rede para
o transporte granular deve levar em consideracao a direcao e a intensidade dos
arcos na taxa de transporte de massa.

O modelo é implementado em uma rede de células quadradas, onde cada
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célula (i,7) representa uma regiao, com densidade escalar local dada pelo
parametro 1; ;. Nos nao expressamos explicitamente as forcas agindo nas fases
“moles” (como, por exemplo, de contato grao-grao ou o préprio peso), mas, em
vez disso, o efeito delas é levado em consideracao implicitamente nas equacgoes
de transporte para os v; ;. As propriedades de transporte de massa tem uma
dependeéncia altamente nao-linear com a intensidade do estresse de cada célula
da rede. Isso ocorre devido a ramificagao dos arcos mais fortes em menores que
ativamente empurram os graos da fase “mole”. Um modelo simples mostrando
algum grau de auto-similaridade (sem, no entanto, implicar necessariamente
em fractalidade) a uma escala minima (maior que o tamanho de um grao tipico)
¢é desenvolvido abaixo.

No nosso modelo, os arcos sao dispostos ao longo das bordas das células
e suas magnitudes sao uma funcao estocéstica do tempo. O modelo leva em
consideracao interagoes friccionais estaticas e dinamicas, bem como efeitos de
volume excluido entre uma célula repleta e suas vizinhas. Aplicando estresse
externo de cisalhamento (através de condigbes de contorno em movimento)
por tempos longos, observa-se o aparecimento de um estado estacionario que
reproduz bem o que ocorre em experimentos, em especial o surgimento de
bandas de cisalhamento estreitas na borda de regioes granulares que se movem
em sentidos opostos.

Bandas de cisalhamento se originam como a interface menos dissipa-
tiva entre regides se movendo em sentidos opostos (57). O mecanismo “mi-
croscopico” principal para dissipacao é basicamente devido tanto a colisoes en-
tre graos na interface quanto ao atrito de deslizamento que ocorre naturalmente
nela. Diversos fenomenos dissipativos, como a aglomeragao granular (59) ou a
formacao de bandas de cisalhamento, surgem como artefatos de minimizacao
da dissipacao (60, 61), reduzindo assim a dissipagao de energia total desses
sistemas.

Além disso, bandas de cisalhamento sao regides estreitas que nao po-
dem ser estaveis em sistemas viscosos “moles”; eles podem, entretanto, ser
associados com a descontinuidade espacial interna dos estresses em sistemas
granulares, muito provavelmente devido a presenga de arcos (de forcas) no sis-
tema. O proximo passo é propor um modelo efetivo para a variagao temporal

das forcas dos arcos.

2.3
Dinamica Estocastica para Arcos

O papel dos arcos no transporte granular é modelado para uma situacao

dinamica especifica: sistemas granulares densos sob cisalhamento externo. E
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fato que sistemas granulares dissipativos conseguem manter o seu estado de
movimento apenas enquanto uma fonte externa fornece energia ao mesmo.
Para sistemas cisalhados, essa energia vem do trabalho realizado pelas forcas
de atrito nas extremidades. A forma com que essas forcas de superficie iniciam
e mantém o movimento no interior do sistema tem conexao direta com a agao
dos arcos.

No modelo apresentado, o sistema é representado por uma rede (qua-
drada), constituida de células e suas bordas. Cada célula corresponde a um
volume de graos e ¢ assinalada por um parametro local ¢ (r) = v ; (com i, j
inteiros) associado com a média da distribui¢ao local de graos, os quais nao
sao representados individualmente, mas apenas pela massa granular da célula,
por meio do parametro ¥; ;.

Nos supomos que os graos no interior de uma célula qualquer interajam
de forma fraca uns com os outros, caracteristica de uma fase “mole” tipica. As
bordas das células sao usadas para representar os arcos, que interajem tanto
com os graos do seu interior quanto com a vizinhanca imediata da mesma.
Esses arcos, representados por forgas nas direcoes das bordas (Ffjiy’i, onde
os indices inferiores, ¢ e j, representam as coordenadas da célula na rede,
enquando os indices superiores, a saber z+, r—, y+ e y—, se referem a borda
da célula em questao - com z+ sendo a borda horizontal superior, x— a borda
horizontal inferior, y+ a borda vertical da direita e y— a borda vertical da
esquerda; ver Figura 2.4), evoluem no tempo por regras automatas, e a eles
sao dados uma orientacao associada com a direcao do movimento da massa
local. A orientagao dos arcos vem do aparente conflito de tentar descrever uma
quantidade estritamente local (o estresse) por meio de uma variavel associada
com um alcance finito em comprimento. De fato, a mobilidade granular ira
depender dos gradientes do estresse - dai a necessidade dos arcos das bordas

serem orientados.
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Figura 2.4: Ilustragao do modelo computacional 2D. O espaco entre as células
¢ apenas um recurso grafico para facilitar a visualizagao das forgas ao longo
das bordas - ele nao existe na simulacao.

2.4
Arcos Ramificados

E necessdrio um modelo simples para explicar qualitativamente como os
arcos das bordas contribuem para o transporte granular. Em duas dimensoes, a
massa transportada por causa de um arco de intensidade tipica T' (em unidades
de forca) depende do nimero de vezes que ele se ramifica. Vamos supor que
um comprimento de ramificacao tipico L, onde o arco entao se bifurca em dois
novos arcos de forga aproximadamente 7'/2 (ver Figura 2.5). A ramificagao
prossegue até a forca do arco alcancar o valor tipico da fase “mole” para a
forca intergranular, fy.

Supode-se que o numero de graos transportados seja proporcional a area

A coberta pelas ramificagoes. Definido N como o nimero de ramificagoes
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Figura 2.5: Um diagrama simples da ramificacao dos arcos e suas forgas (7)) a
intervalos regulares (L).

necessarias para levar o estresse de 1" a fy:

T lnfZ
=——=N=—"
Jo= o5 In 2

Logo, a drea A acima é proporcional a N?L?, e pode-se escrever

A T ( !T|>
SV ot m i e dm (14 2 2-3
Ap X ER T AN (1 (2-3)

uma vez que, em geral, |T| > fp. A tltima modificacao na Equagao (2-3) é
feita apenas para melhorar a convergéncia numérica.

A Equacao (2-3), acima, nao deve ser vista como um modelo exato
para o transporte no interior de um sistema granular denso, mas apenas
como um indicador fenomenolégico aproximativo para a equacao de transporte
correta. Por exemplo, a saturacao nao-linear da transferéncia de massa com
a intensidade de forca é um ingrediente muito importante para o surgimento

de bandas de cisalhamento e provavelmente estara presente em modelos mais
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sofisticados no futuro.

2.5
Modelo Computacional Bidimensional

25.1
Descricao do Arranjo Experimental 2D

Para simular o arranjo descrito anteriormente (um cilindro externo
longo com um cilindo interno concéntrico de raio menor e igualmente longo,
repleto de material granular entre os dois), foi feito um modelo bidimensional
consistindo de duas paredes paralelas horizontais, em lugar das paredes do
cilindro, com a rede de células quadradas entre ambas, onde se encontram os
graos. O experimento é bem descrito por esse modelo bidimensional, devido a
suas simetrias - impondo condicoes periddicas nas laterais verticais, simulamos,
de forma aproximada, anéis “esticados” (62).

Em experimentos realizados com sistemas analogos (55), ao se ligar o
movimento nas paredes, estresses sao induzidos no meio granular por meio de
forcas de cisalhamento, e uma clara separacao entre as massas se movendo
em sentidos opostos pode ser observada, demonstrando o surgimento de uma
banda de cisalhamento entre elas. Essa banda é comparativamente fina: sua
espessura ¢ da ordem de alguns diametros granulares.

E importante compreender as causas fisicas dos fenomenos descritos
acima, tais como a formacao de bandas de cisalhamento e outras transicoes.
Muita informagao pode ser obtida sobre um sistema ao se modeléa-lo utilizando
os ingredientes fisicos mais importantes contidos no mesmo. Essa é a idéia por
tras do modelo proposto. Essas idéias foram aplicadas para simular um sistema
granular denso sob a agao de um cisalhamento externo, descrito acima.

O modelo é composto de dois cilindros concéntricos, cada um girando
em uma direcao diferente, com material granular entre eles. Isto é simulado
por um meio dividido como uma rede de células quadradas, que podem
conter até N graos cada. Esta rede tem condigoes de contorno periédicas
em seus limites horizontais, representando uma se¢ao do sistema (ou dois
“anéis abertos”), e condigbes de velocidade constante em seus limites inferior
e superior, representando as duas paredes dos cilindros. Em cada borda, de
cada célula, uma forca aparece devido a formacao e transporte de arcos. Essas
forgas sao as responsaveis pelo movimento correlacionado dos graos entre as
células e, conseqiientemente, no interior das mesmas.

No inicio da simulacao, apenas as células nos extremos inferior ou

superior da rede possuem qualquer tipo de velocidade ou forcas aplicadas.
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A rede, como um todo, tem em t = 0 uma distribuicao isotrépica de graos. As
células das linhas das extremidades superior e inferior tém velocidades fixas:
zero na diregao y, e v (constante) na dire¢ao x (mas com sinais diferentes para
as linhas superiores e inferiores). Isso simula uma camada colada de graos nas
paredes, onde os graos e a parede movem-se com mesma velocidade (artificio
utilizado corriqueiramente em experimentos para evitar fenomenos decorrentes
de contatos - e atritos - com a parede do sistema (48)). Esse movimento de
graos, assim como o seu padrao difusivo aleatoério, forma arcos, que promovem
o surgimento de forcas e o transporte de material granular.

Essa interagao entre os graos é simulada pela aplicacao de uma forca na
borda entre as duas células - mais especificamente, na borda de cada célula
individual, em ambas as dire¢oes, como pode ser visto na Figura 2.4, acima
- a qual sofre a influéncia tanto das forcas em sua vizinhanga quando da
densidade de graos nas células vizinhas. A cada passo de tempo 7, as forgas sao
recalculadas de acordo com as equacoes desenvolvidas e descritas abaixo. Isso
simula arcos surgindo ao longo das linhas da rede, entre as células, que sao os
responsaveis pelo transporte de graos e, conseqiientemente, pelo aparecimento

das bandas de cisalhamento.

2.5.2
Modelo Simplificado

Como um primeiro passo, nos testamos nossa hipotese de redes de células
quadradas e ramificacao de arcos por meio de um modelo bastante simplificado.
Para tanto, foi levado em consideracao apenas a acao das forgas vizinhas, de
forma direta. Por isso, nas equacos ((2-4)-(2-8)), abaixo, tudo o que foi feito foi
fazer uma média aritmética simples sobre todas as forcas, na mesma direcgao,
que tenham conexao direta com a forc¢a a ser calculada, supondo que reproduza,
de forma grosseira, o comportamento de arcos reais no material (62).

Por exemplo, para F;;“, as contribuicoes relevantes véem: das forcas
imediatamente antes e depois do sitio (7,7), ao longo da mesma linha reta,
respectivamente F}'}" | e F'f\ ),
ao longo do arco; da forga paralela aplicada na mesma célula, mas na parede

associadas com a transmissao direta da forga

oposta (F;fj’), uma vez que ela pode facilitar (se ambas estiverem agindo no
mesmo sentido) ou impedir (se ambas estiverem agindo em sentidos opostos)
o transporte de graos pela transmissao do seu efeito através da fase “mole”
da célula em questao; da forca paralela da célula adjacente (E‘x:l,j)’ cujo arco
correspondente interage com o arco a ser calculado por atrito cinético; e da
propria forca calculada (F}')").

Assim, nosso “modelo de teste” pode ser descrito por esse simples
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conjunto de equagoes (62):

Ef(t+7)=
Fifnl®) + B0+ Fy (0 + FE, 0+ FEO) e
5 o
(2-4)
Fat+m)=
B0+ G (0 + B 0 + FES, O+ B0
5 o
(2:5)
R+ 7) =
B0+ B0 + B O+ B O+ RO ey
5 v
(2:6)
FYo(t+7) =
Fa (0 + B2 (0 + B0 + Fla () + B () miy (1)
5 T
(2-7)

onde K define a escala de tempo (K = 0.1), k; é a escala de forca (ky = 20), os
n’s sdo numeros gerados aleatoriamente (por meio de uma distribui¢ao normal,
com média p = 0 e variancia ¢?), ¢ é a funcao densidade de graos das células
e Fg,, ¢ aresultante das forcas dos arcos aplicadas nas bordas da célula (i, j)
e calculadas separadamente para cada direcao. A variagao de ; ; ¢ dada pelo
modelo da segao 2.4, e descrita pela Equagao (2-8), a qual por sua vez esta de
acordo com o disposto pela Equagao (2-3).

As equagoes acima representam também a ramificacao dos arcos como
um processo difusivo, uma vez que o Laplaciano discretizado pode ser escrito
como Fiyj+ Fi1;+ F,j11 + Fij—1 —4F; ;. Com uma manipulacao algébrica

trivial de uma das equagoes do modelo (como exempo, usaremos a Equagao
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(2-4) podemos chegar a

SFYf(t+7)—bE =
b (8) + Ff (8) 4+ B () + FE () = 4R () + it (1),

(2-9)

que é, a menos de uma constante o< %, uma equacao de difusao discreta para

a propagacao dos arcos.

2.5.3
Modelo Completo

Para levar em consideracao os efeitos do atrito estatico nas bordas,
a influéncia da forca da massa de graos na fase “mole”, o possivel atrito
cinético entre os arcos de células adjacente, etc., um modelo mais detalhado
foi elaborado. Esse modelo incorpora também o mecanismo de realimentacao
entre a massa e a intensidade do arco.

As condigoes iniciais sao as mesmas do modelo simplificado.

As equagoes para as forgas aplicadas nos graos de cada célula sao (62):

E’ff(t +7) =
T+ z+
o [BO7E 0] 4 g () I
oy +a {9 (Fo(0) = Fi7 (1) = 5} +
e {[ (Wiger = Yij) } ol si=tisl) { (Wij—1 = i) } ewi,jl—wi,j)}
[V j41 — Vi + € i o1 — i + €
+ni7 (1),
(2-10)
Frit+71)=
a [Fi,jﬂ(t);Fi,jﬂ(t)] "’ﬁcm;_(t)

1
a+pf +a [9 (ngl](t) - szg_(t)) - 5} +

+eo { |: <¢i’j+l _ wi’j) :| 6(|¢i,j+1—¢i,j|) + |: (wi’j_l _ ¢i7j) } e(i/fi,j—l—wi,j)}
V541 — Vig| + € V51 — Vi + €
+ni7 (t),

(2-11)
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+ _
FZyJ (t+71)=

Y+ v+
o [P0 4 ()

4ﬁﬂmﬁgww4ﬁﬁ»‘%+

a+ 3 2
e, { { (Yir15 = Yig) } o(¥irni=vis) | { Wity — Yig) } 6<|wi_1,j—wi,j|>}
|thip1j — il + € i1,y — il + €
+
+77§J,J (t)7
(2-12)
FYo(t+7) =
e e R |
Jr p—
s ber 0 (R0 - R (0) - 3 +
Ty {|: (@Z)z‘—i-l,j — ¢i,j) :| e¥it1,5=vi;0) + { (¢i—1,j — ¢i7j) :| e(ldh‘l,jwi,ﬂ)}
|Vit1,; — Yij] + € [Vic1; — s + €
+n; (1),
(2-13)
Aty = K In(ky|Fr, | + 1) +n7(t), (2-14)

onde os valores das constantes da Equacao (2-14) acima sao os mesmos da
Equacao (2-8).

Varios parametros novos sao introduzidos aqui: os parametros « e  dao
conta das anisotropias internas (em um caso genérico, é definido « = = 1)
para o termo de média aritmética das equacoes abaixo, relacionado ou com a
estrutura de transmissao de estresses ao longo do arco em si ou com o quando
a massa granular no interior da célula transmite a influéncia do arco paralelo
na borda oposta da célula; ¢; € um pequeno termo de acoplamento que leva
em conta o atrito cinético entre células vizinhas - a funcao de Heaviside indica
o sentido da contribuicao da forca de atrito cinético, devido ao deslizamento
relativo entre os arcos de bordas de células adjacentes; ¢y controla a interagao
compressiva entre as fases “moles” de células vizinhas e a sua influéncia no
reforgamento-enfraquecimento da intensidade de estresse do arco. Isso é feito de
fato pelo termo de “penalidade” na energia (controlado pelo ¢3) que é associado
com as fungdes exponenciais (uma constante arbitraria no argumento da
exponencial ndo é mostrado) da diferenca de densidades de massa entre células

vizinhas. E dispendioso tentar excessivamente encher (ou esvaziar) células, a
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custo das suas células vizinhas. O pequeno € previne divergéncias numéricas
espurias. Abaixo, serda descrito com maiores detalhes o comportamento dos
termos mencionados neste paragrafo.

Como no caso real, os segmentos de arcos imediatamente antes e depois
de um segmento qualquer interagem com a forga a ser calculada por meio
de contato direto (os primeiros dois termos das Equagoes (2-4)-(2-7)). Aqui,
pelo menos, é mantido o mesmo método do modelo simplificado: uma simples
média sobre ambos. O outro termo das equagoes anteriores, correspondente a
forga na parede oposta da mesma célula, também dé uma contribuicao direta,
mas de uma natureza diferente. Isso acontece porque os outros dois termos
representam segmentos de arcos conectados por contato direto, enquanto este
reflete a influéncia de forgas na parede oposta da mesma célula no transporte
do material granular de seu interior. Para levar essa diferenca em consideragao,
esses tipos diferentes de contribuicao sao ponderados pelas constantes a e [ -
onde a depende apenas das propriedades fisicas dos graos, enquanto 3 depende
nao apenas dessas propriedades, mas também da densidade do meio: se o meio
for mais denso, a influéncia desta forga serd maior, e vice-versa. Para simplificar
o modelo computacional, no entanto, aqui o parametro 3 depende apenas das
condicgoes iniciais do sistema, em vez de depender de um célculo passo-a-passo
baseado na densidade de cada célula individual a cada passo de tempo. E,
naturalmente, uma grande simplificagdo, mas necessaria para manter o tempo
de simulacao computacional dentro de um limite razoavel.

O atrito entre células (isto é, arcos) vizinhas é levado em conta agora
por meio de uma funcao degrau de Heaviside. O atrito aqui é considerado uma
funcao do coeficiente de atrito cinético efetivo (representado pelo parametro
c1), e a fungao degrau de Heaviside define se o atrito estd trabalhando a
favor ou contra o movimento granular da célula. O sinal é dado pelo valor da
funcao Heaviside da diferenga entre as forgas e subtraindo 1/2 (por exemplo,
[0 (F;(t) — FEF(t)) — 3] resultard em —1/2 se as forcas tém sinais opostos
e +1/2 em caso contrario). Assim, tem-se meios de levar em consideragao a
contribuicao direta causada pelo atrito, com o atrito cinético entre as bordas
aumentando ou reduzindo as forcas propagadas pelos arcos.

Outro problema abordado neste modelo é a descricao das propriedades
fisicas do meio sem olhar para o que estd ocorrendo na fase “mole” do
interior da célula. Para melhorar o modelo, foi incluido neste ponto um termo
dependente das densidades das células, que acarreta duas coisas: primeiro,
fornece uma contribuicao, a forca, relativa as quantidades de graos dentro da
célula, e, segundo, leva em consideragao que cada célula tem um limite fisico

de um certo nimero N de graos em seu interior. Se a célula tiver atingido
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a sua capacidade maxima, entao ela nao pode receber mais graos. Se houver
mais graos em células adjacentes que deveriam se mover para a célula em
questao, entao eles ficarao presos em seu lugar original - criando aglomerados
completamente empacotados. Uma vez que nao é tentado aqui descrever o
comportamento da fase “mole”, é dificil saber de antemao quao relevante sera
este termo para as simulacoes - desta forma, o parametro constante ¢, devera
ser ajustado, aumentando ou diminuindo a relevancia das densidades para o
comportamento geral dos arcos.

No caso especial onde uma das forcas de cisalhamento das paredes era
inicialmente nula, o atrito estatico dos graos “colados” nela deve ser levado
em consideracao, pelo menos nos passos iniciais da simulagao. Para tanto, é
necessario olhar apenas para os termos de atrito das equacoes acima para as
bordas das células em contato com a parede. Entao basta for¢a-los para ser
exatamente igual a forca da borda oposta até que esta forca atinja um limiar
Fy (tomando como exemplo a célula (i, 7) em contato com a parede inferior
parada, entao F;'; = Ff;“ para Ff;r < Fy). Apoés isso, as equagOes normais
para as forcas podem ser seguidas. Isto forga uma condigao de transporte lateral

nulo de graos entre as células, simulando o efeito do atrito estatico.

2.5.4
Resultados 2D

Os resultados obtidos pelas nossas simulagdes computacionais concor-
dam com os resultados experimentais encontrados na literatura. Em ambos
os modelos (tanto no simplificado quanto no mais completo), a modelagem
foi feita através de uma seqiiéncia de graos entre as duas paredes, simulando
esta condigao por meio de um sistema retangular com condigoes periddicas nas
paredes laterais. O perfil de densidades no inicio é isotropico, com cada célula
preenchida com metade de sua capacidade méaxima. As paredes superior e infe-
rior sao submetidas a forcas em sentidos opostos, criando, conseqiientemente,
um cisalhamento. As células entre as paredes comecam sem quaisquer forcas
ou taxas de transporte. A medida em que o tempo vai passando, o sistema
evolui naturalmente - os graos comecam a ser transportados gradativamente
entre as células da rede, devido tanto ao movimento aleatorio quanto as forcas
aplicadas ao longo das bordas das células, criando os arcos e a propagacao do
estresse - e, em conseqiiéncia, a transmissao de forca que eles causam. Apds o
equilibrio ser atingido, os campos de velocidade e densidade sao inspecionados
e o comportamento do meio é analisado. Imagens da simulagao computacional
podem ser vistas na Figura 2.6.

Mesmo o nosso modelo simplificado, para os testes iniciais, com uma
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Figura 2.6: Imagens da simulacao computacional. a, b e ¢ mostram trés
estagios diferentes da simulacgao, respectivamente: nos estagios iniciais, onde as
velocidades (representadas por flechas) estao todas distribuidas aleatoriamente
ao longo do meio, a excegao das paredes (flechas vermelhas); em um estégio
intermediario, onde podem ser vistas varias fileiras de células com velocidades
orientadas da mesma forma; e no estado de equilibrio, com quase metade dos
graos se movendo para um lado, e metade para o outro, com a banda de
cisalhamento formada no centro. d mostra um zoom desta area central, onde
a velocidade ¢ distribuida aleatoriamente e o seu modulo é praticamente zero,
resultando em uma banda de cisalhamento (62).
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equagao sem refinamentos para as forcas, mostra que a modelagem do meio
como um grupo de células quadradas, com arcos se formando nas bordas entre
elas, ja é boa o suficiente para reproduzir um sistema real, como pode ser visto
na Figura 2.7. Estao apresentados la os resultados para trés configuracoes
diferentes de cisalhamento externo: F} = Fy, Fy > Fy e Iy, = 0, onde Fj
e F, sao os médulos das forcas aplicadas respectivamente em cada parede
(ndo-periddica) do sistema - note que F; e Fy (quando diferentes de zero)
possuem sempre sinais opostos entre si. E interessante notar que a banda
de cisalhamento observado no perfil de velocidades é muito sensivel as forcas
aplicadas nas paredes, exatamente como deveria ser. No caso extremo no qual
uma das paredes é estatica, a banda de cisalhamento é formada diretamente
na parede, o que nao condiz com a realidade. Mas, ao menos, o perfil de
densidade do meio mostra que o mesmo permanece basicamente isotrépico. A
medida que o sistema evolui durante a simulacao, pode ser observado que as
vezes pequenas regioes de alta densidade (regioes onde a densidade das células
granulares atingem niveis acima de sessenta porcento de sua capacidade) sao
formados, mas sao rapidamente dissolvidos - mesmo na vizinhanca da banda
de cisalhamento. Portanto, pode ser concluido que seu papel para o sistema
como um todo nada mais é que mera flutuacao.

Deve ser observado também que o modelo simplificado (desprovido de
atrito e contribuigoes dos efeitos de massa interna das células para os arcos)
nao é tao bom para reproduzir o que acontece de fato em experimentos reais
como o modelo completo, uma vez que ja na Figura 2.7 pode ser visto que no
caso de velocidade zero na parede externa (F, = 0) a banda de cisalhamento
estd localizada na parede. O modelo completo, pelo contrario, é muito mais
consistente - nota-se, na Figura 2.8, uma grande massa de graos em repouso
proximo a parede estaciondria, como esperado.

Quando os refinamentos propostos no modelo completo sao incluidos,
a formagao da banda de cisalhamento se torna muito mais pronunciada e
realista. Como pode ser visto nas Figuras 2.8 e 2.9, os graficos mostram uma
clara formacao de banda de cisalhamento, que varia de acordo com as forcas
assinaladas para as paredes externas, reproduzindo o que pode ser observado
experimentalmente. Nao apenas isso, mas com a adi¢ao dos termos de atrito
cinético e de contribuicao das densidades, as simulac¢oes correm de forma muito
mais suave e gradual do que no modelo simplificado, evitando qualquer tipo
de aglomeragoes (o estado de equilibrio foi atingido mais rapidamente com a
seguinte configuragao de parametros: « = 3 =1, ¢; = 0.03 e ¢cg = 0.1).

Convém frisar também que a formagao observada, em todos os casos, é

muito mais condizente com bandas de cisalhamento reais do que no modelo
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Figura 2.7: Gréficos dos perfis de velocidade (em mddulo) e densidade para
trés configuracoes diferentes do modelo computacional simplificado: F} = F5
(vermelho), Fy > F, (verde) e Fy = 0 (azul). E facil ver a formacio andloga
a uma banda de cisalhamento no primeiro gréfico (de velocidade), enquanto o
segundo mostra que a densidade dos graos no interior das células se mantém
razoavelmente constante em todo o sistema (62).

simplificado, sendo mais suave e englobando distancias de algumas poucas
células de separacao, em vez de praticamente apenas uma, como no caso
anterior. Isto é particularmente verdade para o caso F, = 0, onde a banda
de cisalhamento se forma proximo a parede, mas nao colado a mesma,
como o modelo anterior parecia implicar. Essa formacao, por sua vez, ocorre
devido a transmissao de atrito, primeiramente da parede com os graos, e
subseqiientemente dos arcos formados inicialmente para os demais. Como esse
atrito é gerado a partir da intensidade da forca de contato, arcos de forca
mais intensos surgem mais préximos a parede com maior intensidade de forca,
direcionando o movimento granular no interior das células no sentido das forcas
transmitidas, como pode ser observado pelos diagramas ilustrativos da Figura
2.10. Como essa transmissao mais intensa das forgas através dos atritos gerados
pelos arcos influencia diretamente o movimento granular, ela ird ser responsavel

pelo deslocamento observado da banda de cisalhamento.
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E também é importante notar que, apesar de variagoes nos parametros
do modelo influenciar as caracteristicas de evolugao do sistema e do seu
estado de equilibrio (incluindo a banda de cisalhamento), o comportamento
do sistema, suas propriedades cinematicas e a fisica por tras da simulacao
(em particular a prépria formacao da banda de cisalhamento), se mantém
incolumes - mostrando que os parametros sao relevantes mas nao interferem

com a descrigao fisica proposta para o sistema.
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Figura 2.8: Graficos dos perfis de magnitude da velocidade (primeira coluna)
e densidade (segunda coluna) para trés diferentes configuragoes do modelo
computacional completo, de cima para baixo, respectivamente: F} = Fj,
Fy = 2F, e I, = 0. As linhas coloridas diferentes representam configuracoes
diferentes dos parametros das equagoes do modelo (62).
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Figura 2.9: Graficos dos perfis de velocidade (em médulo) média e densidade
média (primeira e segunda colunas, respectivamente) para trés diferentes
configuracoes do nosso modelo computacional completo, respectivamente de
cima para baixo: Fy} = F,, Fy = 2F, e F5, = 0. Os perfis acima representam
médias feitas sobre todas as configuragoes de parametros testadas. E f4cil
perceber a formacao da banda de cisalhamento - em todos os trés casos -
na primeira coluna, enquanto a segunda mostra que nao ha formacao de
aglomerado e que a densidade das células se mantém constante através do
meio (62).
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Figura 2.10: Representacao da formacao da banda de cisalhamento e dos arcos
de forgas responsaveis pela mesma, respectivamente da esquerda para a direita:
Fy=Fy, Iy =2F, e [, = 0. A intensidade dos atritos gerados primeiramente
pela parede e depois pelos arcos de forca na formacgao de novos arcos fazem
com que as forcas que promovem o movimento empurrem mais graos nos casos
com [ > F5, deslocando a banda de cisalhamento.
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2.6
Modelo Computacional Tridimensional

2.6.1
Descricao do Arranjo Experimental 3D

Para melhor testar as aplicagoes e realismo do modelo, o proximo
passo foi passar para uma generalizagao tridimensional, tentando simular
as condigdes propostas e desenvolvidas por Fenistein et al. (55, 56) em
experiéncias realizadas em laboratério.

Uma forma padrao de estudar os efeitos do cisalhamento em um sistema
granular é usar um arranjo Couette modificado (55, 56, 57), composto de um
cilindo externo fixo (de raio R), cuja base possui um anel externo fixo, preso
as paredes, e um disco interno girante (de raio r, com 0 < r < R) - ver Figura
2.11. A superficie superior é livre, sem qualquer estresse aplicado a ela.

O sistema montado por Fenistein et al. consistia em um cilindro trans-
parente de altura h repleto de graos, o qual também estd ilustrado na Figura
2.11, abaixo. Variando a altura do cilindro, eles observaram, ao fazer com que o
disco interno da base girasse e deixando o sistema atingir o equilibrio, padroes
de banda de cisalhamento circulares no topo do cilindro dependentes com a
altura. Na verdade, a regiao interna era menor quanto maior fosse a altura
h. Apdés uma certa altura h,. critica, nenhum banda de cisalhamento pode ser
observado no topo do cilindro. Torok e colaboradores desenvolveram um mo-
delo tedrico para tentar explicar o que ocorre no interior do cilindro e como
os bandas de cisalhamento se desenvolvem ao longo do mesmo (57, 58), cujos
resultados podem ser vistos na Figura 2.12. Detalhes sobre o experimento e a
modelagem tedrica, aos quais serao feitas constante referéncias ao longo deste
capitulo, podem ser encontrados no Apéndice.

No nosso caso, foi utilizado um cilindro de altura A > h., mas com altura
da pilha granular H variavel. Uma transicao interessante dependente dessa
altura H ocorre (na verdade, dependente de H/R). Para um preenchimento
raso (H < R), o banda de cisalhamento chega a superficie da pilha e a
rotacao interna pode ser observada externamente como um disco girante
no topo do sistema. O raio do disco superior observado é menor que o
disco inferior (ou seja, menor que r) e segue com bastante precisao algumas
predigoes tedricas baseadas no principio de minima dissipagao (57, 58, 60, 61).
Entretanto, para alturas de preenchimento maiores (H > R), a banda de
cisalhamento colapsa sobre si mesmo, resultando em um formato de domo -
fenomeno também predito pelo modelos tedricos citados. Mais especificamente,

o método apresentado por To6rok et al. (57) supoe que a pressao interna varie
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linearmente com a profundidade, o que s6 é verdade para preenchimentos rasos
e longe das paredes laterais, isto é, R > r. Na verdade, a altura do domo é
predita tender a zero quando H — oo por esse modelo. Para sistemas com
cilindros dimensionados realisticamente, a pressao média tende a alcancar um
plateau (devido ao efeito Janssen (36), descrito anteriormente), e assim deveria
acontecer com a altura do domo.

Este modelo tem a intencao de dar bons resultados a alturas maiores
(com H > R), uma vez que aqui a pressao vertical serd tratada apenas de
forma indireta, de forma analoga ao caso onde o valor da pressao ja tenha

atingido um plateau.

2.6.2
O Modelo 3D

O modelo de rede de arcos sera agora transposto para uma ambientagao
tridimensional. Assim, nosso meio de rede de células quadradas passa a ser
agora uma rede de células cibicas, com arcos (e, conseqiientemente, estresses
e forgas) se propagando ao longo das bordas dos cubos. Para identificar cada
segmento de arco, foi designado a cada borda de cada cubo um cédigo, que
pode ser visto na Figura 2.13. Em nossas equacoes, cada forca é identificada
por trés indices superiores (correspondentes a dire¢ao da forga - x, y ou z - e a
um c6digo de duas letras referente a borda especifica) e trés indices inferiores

(o enderego da célula em nossa rede).
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Figura 2.11: Acima, representacao do experimento a ser simulado, em 3
dimensoes. Abaixo, ilustragao do experimento conduzido por Fenistein et
al. (55, 56). E bastante similar ao experimento modelado, como pode ser
visto acima, mas com alturas menores do cilindro e com graos o preenchendo
completamente. Rg representa aqui o raio do disco girante da base.
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Figura 2.12: Graficos obtidos por Térok et al. (57, 58) para modelar os
experimentos realizados por Fenistein et al. (55, 56). Nele estd disposta a
variacao do raio da banda de cisalhamento com a sua altura. Abaixo, olhando
o gréfico original de lado (tomando /R, como base), pode-se ver o formato
do perfil da banda de cisalhamento sendo delineado pelas linhas do mesmo.
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Figura 2.13: Célula 3D ctubica. Cada borda ¢é identificada por um cddigo de
duas letras.
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A equacao de forga, agora, passa a ser:

FrD(t+ 1) =
(B0 RN
a+fB+7+A 2

w(uf) o(uf) @ (df) @(ub)

+3 (Fz',j—zk(t) + Fi,j+2,k(t)> +o (szk (t) + Fiji <t)> + )\F.x(‘;ib) ()| +
2 2 Z7J7

St { { (Vijerhe — Vijn) } ol wi,jﬂ,kfwi,j,q)_i_

Vi jt16 — Vil + €
1 [ (wi,j—l,k - ¢i,j,k) :| 6( wi,jl,kwi,j,kD} +

Vi1 — Vijxl + €
7y (1),
(2-15)

Vamos analisar cada termo da equagao (2-15) separadamente.

As primeiras duas linhas sdo compostas de quatro termos, cada um com
sua propria constante. O termo com o parametro « é relacionado com as
forgas das células imediatamente antes e depois da célula em questao (para
simplificar, doravante a forca a ser calcular sera referida como forga “primaria”
e sua célula, célula “priméria”), na mesma dire¢ao (no caso da forga observada
na equacao (2-15), z). O termo [ funciona exatamente como o termo «, mas
diz respeito aos segundos vizinhos, ou seja, as células imediatamente antes e
depois das referentes ao termo anterior. O termo v da conta da influéncia das
forgas vizinhas na célula primdria (como sempre, na mesma diregao da forga
primaria), as duas forgas ao longo das bordas opostas das faces na qual a forga
primaria se encontra. Por ltimo, o termo A refere-se a forca diagonalmente
oposta a forca primaria. Uma vez que a influéncia tanto do termo (3 quanto do
A sao bem menores que a dos outros dois, as relagoes f << a e A << 7y sao
impostas.

As terceira e quarta linhas da equagao (2-15) sao as contribuiges das
funcoes densidades, e ela funciona exatamente da mesma forma que suas
correspondentes nas equagoes (2-10)-(2-13).

O 1ultimo termo é apenas o termo aleatério estocastico, o qual inclui a
difusao granular no modelo.

Convém frisar que, no modelo tridimensional, nao ha contribuicao do
atrito entre os arcos. A explicacdo nao é complicada: em nosso modelo 2D,
um arco (um objeto unidimensional) tem uma codimensao de 1. Portanto,

como o meio possui duas dimensoes e a soma de seus vinculos (dois arcos) ¢ 2,
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intersegoes de arcos podem ser encontradas em espacos de dimensao zero (um
ponto). J& no modelo 3D, arcos possuem codimensao de 2. Logo, a soma de
seus vinculos ¢é igual a 4 - e com isso a intersecao possui uma dimensao —1, o

que significa que ela tem probabilidade zero de acontecer.

2.6.3
Resultados 3D

Os resultados encontrados para o sistema modelado tridimensionalmente
para tentar reproduzir os resultados experimentais de Fenistein et al. e com-
parar com os modelos tedricos de Torok et al. foram de um sucesso quase
absoluto.

Em primeiro lugar, convém ressaltar que o sistema permanece isotrépico
ao longo da simulagao, com a densidade média das células mantendo-se
constante durante a mesma.

Os resultados do modelo podem ser visto nas Figuras 2.14 e 2.15.
Observa-se de imediato que as previsoes do modelo teérico de Torok et al. (57)
sao reproduzidas fielmente, a saber: a formagao do domo (quando a banda de
cisalhamento colapsa) para H > R, e a banda de cisalhamento circular no topo
para H < R (observado por Fenistein et al. (55, 56) em laboratério). Convém
voltar a Figura 2.12 para melhor observagao da correspondéncia entre as formas
obtidas para a banda de cisalhamento e o modelo. O mais interessante é que, no
decorrer da simulacao, é possivel perceber claramente a evolucao da formacao
da banda de cisalhamento, como um circulo de raio cada vez menor (a medida
que a altura do topo da banda de cisalhamento aumenta), até que: se H < R,
a banda de cisalhamento atinge a tultima camada de graos e se estabiliza; ou
se H > R, a banda de cisalhamento nao se sustenta e colapsa, chegando ao
equilibrio quando o domo é formado.

No entanto, podem ser observados (ver Figura 2.14) vértices no plano
horizontal de forcas ao longo da banda de cisalhamento. A explicagao mais
provavel para este fenomeno aparentemente irreal que surge nas simulacoes
é o formato cubico das células. Estd em desenvolvimento no momento uma
nova rede que, em vez de cubos, consistira de células cujas laterais sejam arcos
de circulo, para utilizarmos coordenadas cilindricas (o que nos parece mais
natural para o sistema descrito de qualquer forma), e desta forma evitarmos
vortices espurios.

Outro resultado interessante obtido foi para quando a simulacao foi
realizada com a condigao r > R/2, nao estudada anteriormente, e estd disposto
na Figura 2.16, abaixo. Com valores mais altos de 7, um comportamento

estranho aparece. A formacao préoxima a base do cilindro é consistente com a
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- aama wl It

Figura 2.14: Imagens da simulacao com o sistema em equiibrio. Nota-se cla-
ramente o domo colapsado nas imagens de cima (onde as setas representam
a velocidade dos graos), conforme modelo de T6rok (57). As imagens infe-
riores mostram o diagrama de forcas horizontais com dois cortes em alturas
diferentes, onde percebe-se a formacao de vértices.

literatura, mas na parte proxima ao topo da banda de cisalhamento a simulagao
diverge fortemente, devido ao fato que estamos simulando um cilindro sem
atrito nas paredes laterais. O resultado, no entanto, ¢ compativel e coerente
com o principio da dissipacdo minima (57, 58, 60, 61, 63, 64), uma vez
que, com as paredes sem atrito, a menor dissipagao de energia se da com a
banda de cisalhamento curvando-se dessa forma aparentemente espiria para
as paredes, em vez de colapsar na cuia observada nos casos anteriores e prevista
teoricamente. Isto implica na necessidade de se incluir o atrito estatico com as
paredes, como foi feito no modelo 2D. De qualquer forma, é curioso notar que
uma vez que o raio do disco interno é, neste caso, maior que a metade do raio do
cilindro, a formacgao no centro torna-se uma influéncia mais forte no sistema que

a parte externa. Logo, pode-se esperar que, ao invés da banda de cisalhamento
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Figura 2.15: Resultados observados para preenchimentos H rasos (com H < R)
e profundos (com H > R). Os resultados obtidos por Fenistein (55) sao
reproduzidos para o cilindro raso, bem com as predicoes tedricas de Torok
(57) para os dois casos. Nota-se claramente na comparagao entre as areas

coloridas a diferenca do formato da banda de cisalhamento de um caso para
outro.

t S Mgt g

colapsar para o centro do cilindro, formando o domo, ele colapse para fora, em
diregao as paredes laterais, seguindo o principio de dissipagao minima citado
acima. Convém frisar que o modelo desenvolvido por Torok et al. nao leva
este caso em consideracao, pois ¢ baseado em um modelo hidrodinamico, onde

r << R e o efeito Janssen é considerado desprezivel.

2.7
Sumario

Em suma, o modelo proposto baseado na propagacgao das forcas e trans-
porte de massa em decorréncia a presenca de arcos ao longo do sistema parece
dar resultados bastante satisfatérios ao tentar descrever o comportamento co-

letivo de sistemas de materiais granulares densos. Nosso modelo de rede de
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Figura 2.16: Imagem do sistema em equilibrio para o caso r > R/2, onde em
vez de colapsar para o centro do cilindro, o colapso da banda de cisalhamento
ocorre em direcao as paredes, onde os coeficientes de atrito cinético e estatico
sao nulos, o que é coerente com a minima dissipacao (57, 58).

células quadradas bidimensional, apesar de uma grande aproximacao de siste-
mas reais, com arcos sendo formados de forma nao-ordenada, fornece resultados
bastante razoaveis, descrevendo com precisao surpreendente o comportamento
qualitativo de sistemas granulares densos sob a acao de forcas de cisalhamento
- em particular, a formagao de bandas de cisalhamento (62).

Da mesma forma, o modelo tridimensional, ainda que uma simplificagao,
consegue reproduzir nao apenas os resultados experimentais encontrados na
literatura, mas também é corroborado por modelos tedricos encontrados para
descrever os experimentos.

O comportamento quantitativo nao é possivel de ser simulado com um
modelo tao genérico, uma vez que isso é altamente dependente de propriedades
granulares especificas (e.g. tamanho, coeficiente de atrito, etc.). Mas, no

modelo bidimensional “completo” e no nosso modelo tridimensional, através de
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uma simples variacao dos parametros das equacoes, essas condicoes granulares
podem ser facilmente reproduzidas de forma coletiva. O que é importante ter
em mente, portanto, é que este simples modelo mostra que arcos téem um papel
muito mais importante no comportamento de sistemas granulares densos nao-
estacionarios do que acreditava-se anteriormente, ja que os fendmenos fisicos

foram tao bem reproduzidos aqui.
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