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3
Modelagem Matematica

Neste capitulo apresenta-se o modelo matematico utilizado para prever o
escoamento no regime de golfada em uma tubulagdo circular horizontal.
Considera-se uma unidade bésica, e utiliza-se um referencial sobre a golfada, i.e.,
deslocando-se com a mesma.

Como ja foi mencionado na Introdu¢do, o Modelo VOF (Volume of Fluid),
incluido no pacote comercial FLUENT™, foi utilizado para prever a posi¢ao da
interface. Considera-se o escoamento isotérmico e nao ha transferéncia de massa
entre as fases. Adicionalmente, ambos fluidos foram considerados
incompressiveis. Para representar o regime de escoamento turbulento, selecionou-
se 0 modelo de turbuléncia de duas equagdes diferenciais k&~ RNG com lei da
parede padrao. Este modelo foi selecionado por ter sido utilizado por Kumara et
al. (2008), apresentando excelente concordancia com dados experimentais.
Adicionalmente, calculos preliminares realizados mostraram que para o presente
caso de interesse, o modelo apresenta resultados idénticos ao modelo x-&

tradicional, porém com melhor desempenho.

3.1
Modelo VOF

O modelo VOF (Volume of Fluid), desenvolvido originalmente por Hirt e
Nichols (1981), pode modelar dois ou mais fluidos imisciveis resolvendo um
conjunto Unico de equagdes de conservacdo de massa e de quantidade de
movimento linear. Neste trabalho consideramos somente a presenca de duas fases.
O método VOF ¢ baseado na utilizacdo de uma variavel auxiliar, denominada
fragdo volumétrica a, a qual identifica em que regido de calculo, cada fase pode
ser encontrada. A fragcdo volumétrica da fase i ¢ definida como ¢; = 0 na auséncia
do fluido 7, &; = 1 quando so6 existe o fluido 7, 0 < ¢; < 1 na regido de interface, a
qual contém as duas fases. Logo o somatdrio das saturacdes de cada fase deve ser

igual a um.
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>a; =1 (3.1

Na presenca de somente duas fases, a interface pode ser definida pelo
conhecimento da fragdo volumétrica de uma das fases, «;, pois de acordo com a
Eq. 3.1), o = [ - a;. Para a determinagdo da interface, considera-se um
referencial coincidente com a mesma, conseqiientemente a derivada material da
fracdo volumétrica na interface é nula, isto é,

%+ﬁ0val =0 (3.2)

ot
onde u ¢é o vetor da velocidade.

Todos os campos de variaveis e propriedades sdo compartilhados por todas
as fases, e representam valores médios. As propriedades e variaveis de interesse
sdo inteiramente representativas de uma fase ou de uma mistura das fases,
dependendo do valor da fragdo volumétrica. As propriedades da mistura, como a
densidade (p) e a viscosidade molecular (u), sdo calculadas levando-se em conta a

quantidade de cada fase na mistura:
pP=0 prta; P (3.3)

H=0y th +0, Hy (3.4

O campo de velocidade e pressdo do regime turbulento é governado pelas
equagdes médias de Reynolds para a continuidade e quantidade de movimento

linear, as quais podem ser expressas como segue:

Lpi)+Velpii)=0 (3.5)
t
%(pﬁ)+V-(pﬁﬁ)=—vp+pg’+v-[yef2£]+pg+ﬁ (3.6)

onde ¢ p sdo os valores médios no tempo do vetor velocidade e pressdo, g € o

vetor aceleragdo da gravidade, ur =p +14 € a viscosidade efetiva e 1 € a

viscosidade turbulenta e S' € o tensor de deformacdo médio,
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(Va+va’) (3.7)

F ¢ uma for¢a externa por unidade de volume, que neste caso leva em conta os
efeitos da tensdo superficial (o) para ambas fases. A abordagem utilizada neste
trabalho foi a CSF (Continuum Surface Force) desenvolvida por Brackbill et al.
(1992). Para definir esta forca, devemos considerar que a tensdo superficial o ¢é
constante ao longo da interface e que s6 agem forgas normais a mesma. Com estas
consideracdes pode ser demonstrado que a queda de pressdo na interface depende
da tensdo superficial e a curvatura da interface, que por sua vez depende dos raios

de curvatura da interface de cada fase r; € 5.
1 1
P> — P :O'[r_"‘—J (3.8)

onde p; e pi, sdo as pressoes dos fluidos em cada lado da interface. De acordo
com o modelo CSF, a curvatura da interface ¢ determinada baseada nos gradientes
da fracdo volumétrica em cada lado da interface. Definindo o vetor normal a

superficie como:

i. =Va, (3.9)

1 1

pode-se definir a curvatura y;, como sendo igual ao divergente do vetor unitario

de 7; normalizado, 7 :

4

y,=Veh i = (3.10)

S

Assim, a for¢a na interface por unidade de volume pode ser expressa usando
o teorema da divergéncia, e pode ser acrescentada diretamente na equacdo de
quantidade de movimento linear (Eq. 3.6).

ﬁ:GM (3.11)

(o, +p,)/2


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721412/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0721412/CA

Capitulo 3. Modelagem Matematica 38

3.2
Modelo de Turbuléncia x—¢ RNG

O modelo de turbuléncia x—¢ RNG (Yakhot et al., 1992) pertence a familia
de modelos baseados na hipdtese de Boussinesq para as tensdes turbulentas e no
conceito da viscosidade turbulenta. Este modelo foi derivado utilizando uma
técnica estatistica rigorosa, chamada “Teoria do Grupo de Renormalizagdo”
(Renormalization Group Theory). O modelo resultante ¢ bem similar ao modelo
k—¢ tradicional, porém algumas constantes do modelo sdo determinadas
analiticamente ou deixam de ser constantes, como € o caso dos numeros de
Prandtl da energia cinética turbulenta x e de sua taxa de dissipa¢do & que neste
caso passam a ser determinados através de relagdes algébricas.

Através da Teoria do Grupo de Renormalizagdo, utiliza-se uma
decomposi¢ao de Fourier do campo de velocidades e este passa a ser expresso em
termos de comprimento de onda e freqiiéncia. A velocidade ¢ decomposta em dois
componentes, correspondendo aos modos a serem eliminados e aos modos a
serem retidos. A viscosidade efetiva € entdo obtida pela teoria RNG através de um
processo de eliminacdo de escala, resultando em uma equagado diferencial para a
viscosidade turbulenta, a qual apos ser integrada, e aplicada para altos nimeros de
Reynolds, resulta na mesma equacao para a viscosidade turbulenta que o modelo
k-¢ tradicional, com um valor ligeiramente diferente para a constante C,, sendo
igual a:

2

y7 :Cﬂ% ; €, =0,0845 (3.12)

O modelo resultante para altos nimeros de Reynolds, utilizando-se a
hipdtese de isotropia local ¢ andlogo ao modelo x—g tradicional, com diferentes
valores para as constantes empiricas. Yakhot e Orzag (1986) afirmam existir
sérias razOes para questionar a validade da hipotese de isotropia local em
escoamentos turbulentos fortemente cisalhantes, indicando a adicdo do seguinte

termo de sorvedouro na equagdo de dissipagdo, R,

o 0,

R =2 . —
R ox; Ox;

(3.13)
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onde uk corresponde as flutuagdes dos componentes do vetor velocidade e S; € o
tensor taxa de deformacdo do escoamento médio, definido na Eq. (3.7). Yakot e
Orzag (1986) propdem um modelo para este termo, baseado na escala de expansao
1, a qual ¢ definida como a razdo da turbuléncia para a escala de deformacao

média, sendo igual a

2 . C,n’(l-n/
£ g L1 (=n/n,) sk G.14)

1+ 487’ £
com f=0,012 ¢ 7 =4,38.
As equacdes de transporte para a energia cinética turbulenta x e sua taxa de

dissipagdo & para este modelo sdo:

a%(,0 K)+V0(pﬁK)=VO[ZK Her VK]+GK—p8 (3.15)

0 - £ . &

a(p g)+V0(p u 5)=V0[/1‘g U V g]+ C,—G.—-C,.p— (3.16)
K K

onde os parametros A, A, sdo os inversos dos numeros de Prandtl de xe

£ respectivamente, ¢ podem ser obtidos a partir das seguintes expressoes:

0,6321 0,3679

Are =13929] 7 A, +23929] 7 g (3.17)

| 29 —13929 | | 2y +2,3929 | Hes

onde Ay = 1. Para altos nimeros de Reynolds A, = A.= 1,393; o que corresponde a
nimeros de Prandtl iguais a o, = o, =0,72.
Nestas equacdes, G, representa a geracdo de energia cinética turbulenta

devido aos gradientes da velocidade média

G.=u S* ; S=025,8, (3.18)

gy

onde x4 ¢ a viscosidade turbulenta, S ¢ o modulo do tensor deformagdo do

escoamento médio.

A * . r . . .
O pardmetro C,, incorpora a constante empirica C,, do modelo tradicional
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juntamente com a contribui¢do de sorvedouro da Eq. (3.16), sendo dado por:
C,,=C,, +R, (3.19)

As constantes Cj, e C,, também sdo determinadas pela Teoria do Grupo de

Normalizagdo e sdo iguais a C;, = 1,42 e Cy, = 1,68. Note que nas regides onde
< 1, o termo R, fornece contribuigdo positiva e C,, se torna maior que C,, .

Uma maior destruicao de & tende a diminuir &, ¢ aumentar x tendendo a aumentar

a viscosidade turbulenta. Contudo, nas regides de grandes taxas de tensdo
turbulenta (77 > 4,38), o sinal de C;g ¢ invertido e a viscosidade turbulenta diminui

mais neste modelo comparativamente ao modelo tradicional. Portanto, o0 modelo
RNG responde melhor aos efeitos de deformacdes rapidas e linhas de corrente

com curvatura do que o modelo x—¢ padrao.

3.21
Lei da Parede

O modelo xk—& RNG para altos nimeros de Reynolds ndo pode ser aplicado
na regiao proxima a parede. De acordo com recomendacao de Launder e Spalding
(1974), empregou-se nesta regido a lei da parede.

A lei da parede ¢ derivada assumindo equilibrio entre a taxa de producado e
destruicdo de energia cinética turbulenta nas regides proximas as superficies
solidas. Consiste em especificar um perfil de velocidade logaritmico na zona
totalmente turbulenta e um perfil linear na zona da subcamada laminar como

segue:

y <1l u =y"

3.20
15 = ut =ki1n(Ey+) (3.20)

v

+ =+ ~ . . A . N . . .
onde u e y s3o a velocidade e distancia normal a parede adimensionais,

respectivamente

yt = L (3.21)
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sendo u o componente de velocidade tangencial a parede, y ¢ a distancia a parede

* . . ~ . .
e u avelocidade de atrito, baseada na tensdo cisalhante 75 na superficie

u = |5 (3.22)

E ¢ uma constante empirica igual a 9,793 e k, =0,4187 ¢ a constante de von
Karman.

De forma a garantir conservagdo de massa para um fluido incompressivel,
impde-se na regido da parede, gradiente nulo do componente de velocidade

normal u, a parede.

n =0 (3.23)

De acordo com a hipdtese de equilibrio entre producdo e destruicdo de
energia cinética turbulenta, pode-se estimar a velocidade de atrito em fungdo da

energia cinética turbulenta

u = |55 =0l (3.24)
Yo,

Considerando-se ainda que a tensdo cisalhante na parede seja
aproximadamente constante, na regido proxima a parede, prescreve-se gradiente

normal de energia cinética nulo nas paredes.

o _

0 3.25
o (3.25)

Ainda de acordo com a hipdtese de equilibrio entre destruicao e producao de
xkna regido da parede, tem-se que a taxa de dissipagdo de energia cinética
turbulenta pode ser obtida a partir de:

3/4 32
C, 'k

P 3.26
k,y (5:26)
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3.3
Condigoes de Contorno

Para analisar uma unidade basica de uma golfada utilizou-se um referencial
sobre a bolha, conseqiientemente, ¢ necessario impor uma velocidade na parede,
igual e de direcdo contraria a velocidade de deslocamento da bolha, como
mostrado na Fig. 3.1. Este procedimento foi utilizado por Ujang et al. (2008)
obtendo resultados razodveis. Naturalmente que esta velocidade depende da
determinagdo do campo de velocidades da golfada, e deve ser ajustada a partir da
solucdo obtida. No entanto, existem correlagdes empiricas que podem ser

utilizadas para auxiliar na estimativa inicial desta velocidade.

Diregédo do escoamento

1
o o ] [
= e i,
| el
= e |
I I
| I
| [
| |
] I &
| €—
| | €—
| IZI/KL&'I
| | <«
L |(—
- —

W;ﬂﬂ - W;

Figura 3.1- Esquema de velocidades, para um referencial sobre a golfada.

Para estimar a velocidade de translagcdo da golfada, utilizou-se o Modelo de
Deslizamento (Drift), o qual considera que as fases se deslocam com velocidades
diferentes. De acordo com Zuber e Findlay (1965) o Modelo de Deslizamento
descreve o escorregamento entre as fases como uma combinagdo de dois
mecanismos: o Pardmetro de Distribuicdo Cy e a Velocidade de Drift, Wi O
primeiro resulta do fato de que a distribuicdo das fases na se¢do transversal do
duto pode ser nao uniforme, conforme ilustrado na Fig. 3.2. O Parametro de
Distribuicao C, igual a 1 corresponde a distribuicdo uniforme, tipica de
escoamentos homogéneos, Fig. 3.2a. Ja para escoamentos verticais ¢ comum

haver concentragdo do gis do centro do duto, Fig. 3.2b, onde geralmente a
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velocidade da mistura também tende a ser superior a velocidade do liquido. O
segundo mecanismo resulta da tendéncia da fase gas migrar de forma ascendente

pela fase liquida devido ao efeito de flutuagao.

Cp=1 Co~ 1 Co< 1
(a) (b) (¢)

Figura 3.2- Exemplos de distribuicdo das fases na se¢ao transversal de um duto

No Modelo de Deslizamento a velocidade da fase gasosa W, esta

relacionada com a velocidade superficial média da mistura ,, da seguinte forma:
sendo a velocidade superficial média da mistura W, igual a

Wy=wg+tw, = W,=aW +aW, (3.28)

m

onde W, e W, sdo as velocidades das fases liquida e gasosa, ; e o, sdo as fragdes
volumétricas de cada fase, enquanto que wy e wy, as velocidades superficiais do
liquido e do gés, respectivamente, definidas em funcdo da vazao volumétrica de

cada fase Q; e O, pela érea total da se¢do transversal.
Wy =— ; W, =—— (3.29)

E bem sabido que a velocidade de translagdo de uma bolha alongada Wy
pode ser aproximada pela Eq. 3.27. Apo6s haver realizado muitos estudos
experimentais em bolhas se deslocando em liquido parado em distintas

inclinagdoes de uma tubulagdo, Nicklin et al. (1962) propuseram o parametro de
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distribuicdo para golfadas como sendo sempre maior do que 1 porque esta
influenciado pelo perfil de velocidade do liquido a montante da bolha. De acordo

com os autores, a velocidade de deslizamento Wy, pode ser definida como sendo
C,\Jg D, onde C; é uma constante empirica ¢ D ¢ o didmetro da tubulacdo.

Entdo, a velocidade de translagdo da bolha pode ser estimada por:
Wr=Co W, +Wain 5 Wy =Ci4/g D (3.30)

Existem diversas discussdes para estimar o valor do parametro de
distribuicdo Cy. Taitel e Barnea (1990) analisaram uma golfada estdvel em
tubulagdes horizontais, estimando o comprimento da mesma, e verificaram que o
perfil das velocidades ao final da golfada liquida estavel ¢ um perfil
completamente desenvolvido (Fig. 3.3), sendo a velocidade méxima axial igual a

1,2 vezes a velocidade da mistura.

Figura 3.3- Estrutura dos perfis de velocidade dentro da golfada liquida.

Nicklin et al. (1962), Polonsky et al. (1999) e Shemer (2003) concordam
que a constante Cy na Eq. 3.30 deve depender da relagao W,,,/W,, que acabamos
de mencionar. J4 Bendiksen (1984), utilizando uma base de dados experimentais
para diversas vazdes, estimou o valor de Cy em funcdo do niimero de Froude

critico Fr.
Co=105=Fr.<35 ; C,=120= Fr, 23,5 (3.31)

onde Fr. mede a relagdo entre a forga inercial e a forga gravitacional.

Fr = Wy

c (gD

(3.32)

Nota-se que o valor de Cy = 1,2 na Eq. 3.30 coincide com os outros autores,
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mas, para valores de Froude critico menores do que 3,5 ele cai para 1,05. Neste
trabalho optou-se por trabalhar com a correlagdo de Bendiksen para definir a
estimativa inicial da velocidade de translacio da bolha, ja que as vazdes
experimentais correspondem a faixa de Froude mencionada.

O valor sugerido para C; por Bendiksen (1984) foi de 0,54. Ele também
sugere que, para valores de Froude critico acima de 3,5, a velocidade de “drift”
sofre uma variacdo rapida quando uma bolha se desloca em um liquido em
movimento, sendo igual a zero.

Vale ressaltar que durante o processo iterativo, a velocidade de translacao da
bolha foi sendo ajustada, até obter-se uma bolha estaciondria no dominio
computacional.

Na entrada do dominio de calculo foi definido um perfil uniforme de
velocidades (Winer) (Fig. 3.1), tal como o sugerido por Ujang et al. (2008) e

calculado segundo a velocidade de deslocamento da parede.

War ==Wr (3.33)

w

Neste trabalho, ndo foi considerada a entrada de bolhas dispersas no pistao
de liquido, entdo, para um sistema de referéncia que acompanha a bolha gasosa,
podemos dizer que a velocidade da mistura ¢ igual a velocidade superficial da fase
liquida (W,, = wy), € que a fragcdo volumétrica da dgua neste contorno sera sempre

igual a 1. A velocidade na entrada foi definida como

Woier =Woar + W, (3.34)

inlet = "'

Para as grandezas turbulentas, especificou-se as condi¢cdes na entrada em

func¢do da intensidade de turbuléncia ( e da escala de comprimento ¢ como:

3
0= 2 Wi &) (3.35)
3/2
K
e=C)* ; (3.36)

A intensidade de turbuléncia { foi definida sendo igual a 5% e a escala de

comprimento ¢ igual a 0,07 vezes o diametro da tubulagdo D, tal como o sugerido
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pelo manual do usuéario de FLUENT™.,

No plano de saida do dominio de calculo, impds-se uma pressao constante, a
qual foi considerada como de referéncia. Para todas as outras grandezas
considerou-se fluxo difusivo nulo (0/0z = 0) para escoamento deixando o
dominio. No caso de haver reversdo do escoamento no plano de saida, considerou-
se a fracdo volumétrica da 4gua como sendo nula, de forma a encher a bolha com
gas o tempo tudo, de igual forma, no caso dos pardmetros turbulentos, foram
especificados aqueles definidos na entrada da tubulagdo. Nas paredes considerou-
se a condi¢do de ndo deslizamento e como ja mencionado, um deslocamento da

parede.
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