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Navegacao Inercial (INS)

A fusdo de sensores s6 pode ser realizada quando os mesmos medem a mesma
variavel, logo primeiramente ¢ necessario a escolha do modelo sobre o qual ird se
representar as medidas e em seguida fazer as correcdes necessarias para que as
variaveis medidas sejam as mesmas. Este capitulo apresentarda o modelo e os

equacionamentos necessarios para a fusdo do GPS com o sensor inercial.

4.1.
Modelo da Terra

O mundo possui formas irregulares e complexas, logo este ¢ simplificado em
um modelo sobre o qual se navega. A navegacao via a fusdo do sensor inercial com o
GPS requer um modelo da Terra que inclua a forma, gravidade e rotagdo. O modelo
utilizado serd o definido pelo WGS 84, o qual ¢ atualmente o melhor sistema
geodésico de referéncia global para a Terra, definido pelo (Department of Defense
World Geodetic System 1984 et. al., 2000).

Aplicagdes geodésicas trabalham com trés superficies distintas: a superficie
topografica da Terra, que ¢ irregular; a superficie gerada pela revolu¢do de uma
elipsoide, que ¢ a forma mais simplificada de aproximagdo da superficie terrestre,
devido a sua simplicidade ¢ a preferida para realizar a computagdo e definir as
coordenadas do ponto como latitude, longitude e elevacdo; e a geodide, que ¢ a
superficie sobre a qual o potencial gravitacional ¢ constante. As diferencas das trés

superficies podem ser vistas na Fig. 39.
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Figura 1 — Aproximacdes a superficie da Terra.

Nesta dissertacdo serd utilizada como aproximagdo da superficie terrestre a

revolucdo da elipsdide definida pelo WGS-84. Esta possui o raio equatorial de

6.378.137 metros e raio polar de 6.356.752,3142 metros, sendo o eixo e centro de

revolu¢do coincidentes com o eixo de rotagdo e centro de massa da Terra,

respectivamente. Os parametros do WGS-84 utilizados neste trabalho encontram-se

na Tab. 4.

Tabela 4 — Parametros do WGS-84 (Department of Defense World

Geodetic System 1984 et. al, 2000)

Parametro Notacio Valor

Raio Equatorial R, 6.378.137m

Raio Polar Ry 6.356.752,3142m
Constante Gravitacional GM 3986004,418.10°m’/s”
Velocidade da Luz C 299792458m/s
Gravidade no Equador 2 9,780373m/s”
Velocidade Angular da Terra Q 7,292115.10™"" rad/s

4.2.
Sistemas de Coordenadas

Definido o modelo do meio sobre o qual ird se navegar, um sistema de

coordenadas ¢ estabelecido para representar cada ponto deste modelo unicamente.

Existem alguns sistemas de coordenadas utilizados para calcular a solugdo da

navegacao GPS/INS, sendo estes ECI, ECEF, ENU, Medicao e Corpo.
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4.21.
Sistema Centrado e Fixo na Terra (ECEF)

O ECEF ¢ centrado e fixo na Terra, possuindo seu centro coincidente ao
centro de massa da Terra e rotacionando com a Terra, vide Fig. 40. O eixo X passa
através do equador no meridiano de referéncia, o eixo Z através do pdlo norte, € o
eixo Y pode ser determinado pela regra da mao direita.

IERS Pé6lo de Referéncia (IRP)

z
AWGS 84

Centro de Massa

IERS Meridiano
de
Referéncia /

Figura 2 — Sistema de Coordenadas ECEF. (Department of Defense World
Geodetic System 1984 et. al., 2000)

Um ponto sobre a superficie do modelo pode ser descrito em termos de
Latitude (@), Longitude (A) e Altura (h), vide Fig. 41. Latitude ¢ o angulo entre a
normal a superficie de referéncia e o plano do equador. Longitude ¢ o angulo no
plano equatorial entre as linhas que conectam o centro da Terra com o meridiano de
referéncia e com o meridiano onde o ponto se encontra. Um meridiano ¢ um
caminho direto sobre a superficie de referéncia que ¢ a menor distdncia entre os

polos. A altura ¢ a menor distancia do ponto a superficie de referéncia.
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Figura 3 — Representagdo do Ponto em Latitude, Longitude e Altura.

4.2.2.
Sistema Inercial Centrado na Terra (ECI)

O ECI possui o seu centro coincidente ao centro de massa da Terra; o eixo Xgcr
na direcdo do equinocio vernal; o eixo Zgcy na dire¢do paralela a rotagdo da Terra; € o
eixo Ygcrna direcdo que torna o sistema de coordenadas ortogonais e de mao direita,

vide Fig. 42.
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Figura 4 — Sistema de Coordenadas ECI

4.2.3.
Sistema Localmente Tangente (ENU)

No Sistema Localmente Tangente, a Terra ¢ considerada localmente plana.
Pode-se entdo construir um sistema de coordenadas auxiliar ENU, onde o eixo norte
aponta na direcdo que a latitude cresce, o eixo leste aponta na dire¢do em que a
longitude cresce, € o eixo em cima aponta na dire¢do que a altura cresce, vide Fig. 43.

Zecer

Norte (N)

Cima (U)

Leste (E)
Meridiano

de
Referéncia

. . . .
------------------------------
---------
""""
. ‘e
. o

Yecer

Figura 5 — Sistema de Coordenadas ENU
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4.2.4.
Sistema Wander-Azimuth (NAV)

O sistema de navegacdo serd o sistema de coordenadas Wander-Azimuth, o
qual ¢ relacionado ao sistema localmente tangente por uma rotagdo em Azimuth (o),
vide Fig. 44. O angulo a ¢ definido como o angulo positivo entre o primeiro eixo do
sistema localmente tangente, neste equacionamento o N, e o primeiro eixo do sistema
de navegagdo (x). O sistema localmente tangente ndo sera utilizado como sistema de

navegacao, pois este apresentaria uma singularidade ao se navegar sobre os polos.

N P(’)IO N Eixo N no

Sistema ENU
Azimuth

Figura 6 — Wander Azimuth

4.2.5.
Coordenadas do Corpo

O Sistema de Coordenadas do Corpo ¢ fixo ao corpo do veiculo. Utilizando a
definicdo mais comumente encontrada na literatura, obtemos o eixo X apontando para
a frente do veiculo, Y para a direita e Z para baixo, como esquematizado na Fig 45.
Neste sistema de coordenadas, rotagdes em torno dos eixos X, Y ¢ Z sd@o chamadas de

Roll ( ¢), Pitch (0) e Yaw (), respectivamente.
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A

Figura 7 — Coordenadas do Corpo

4.2.6.
Coordenada de Medida

As medidas de aceleragdo e rotacdo do sensor inercial sdo feitas ao longo dos
trés eixos do sensor, estes compdem o Sistema de Coordenadas de Medida, como

representado pela Fig. 46.

Acele.
Giro.

Acele.
Giro.

j Giro.
j Acele.

Figura 8 — Coordenadas da Medida



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711120/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0711120/CB

82

4.3.
Navegacgao Inercial

A fus@o do GPS com o sensor inercial através do filtro de Kalman requer que
as mesmas varidveis sejam observadas por ambos os sensores. Logo, a simples
integracao do sensor inercial ndo resultara nas posicdes e velocidades observadas pelo
GPS, sendo necessarias corre¢des devido a forma e a rotagdo da Terra.

O diagrama de bloco, Fig. 47, mostra a computacdo necessdria para se navegar
inercialmente, sob o modelo da Terra definido anteriormente, utilizando um sensor
inercial “Strapdown”. (BOSE et. al., 1982) apresenta este equacionamento ¢ o do
sensor inercial “Guimbale” em seu trabalho. Nas se¢des subsequentes cada diagrama
de bloco sera detalhado, verificando asim o equacionamento apresentado. As

condigdes iniciais serdo definidas e serd calculado o erro da navegacao inercial.
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Figura 9 — Diagrama de Blocos da Navegacao Inercial
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4.31.
Bloco 0 — Transformagao das Coordenadas de Medida para as
Coordenadas do Corpo.

A relagdo entre o sistema de coordenadas de Medida e o do Corpo depende de
como o sensor foi acoplado no veiculo, logo a matriz de transformacgao sera particular

a cada caso.

4.3.2.
Bloco 1 — Aceleragdo A".

Para se calcular a solu¢do da navegagdo inercial ¢ necessario transformar as
medidas de aceleragido do sistema de coordenadas do Corpo (A®) para o do modelo
navegado (A"). O sistema de coordenadas de navegagdo utilizado sera o NAV, sendo
seu centro coincidente ao centro do sistema de coordenadas do Corpo.

De acordo com o teorema de rotagdo de Euler, qualquer rotacdo pode ser
descrita por trés angulos, conhecidos como angulos de Euler. Estes angulos podem ser
escritos em termos de matrizes de rotagdo que multiplicadas resultam na matriz de

transformacdo do sistema, Eq. (37).

A" = Cg‘Ab (37)
na qual:
A" € R® — aceleragdo no sistema de coordenadas NAV;
A’ € R? — aceleragdo no sistema de coordenadas do Corpo; e
Cy e R* — matriz de Rotagdo entre o sistema de coordenadas do Corpo e

NAV.
A rotagdo entre o sistema de coordenadas NAV para do Corpo ¢ dada na

seguinte ordem de rotagdo:

1. Roll (¢): Rotacdo em torno do eixo X. Medido positivo no sentido
horario.
2. Pitch (0): Rotagcdo em torno do eixo Y. Medido positivo para cima do

plano horizontal local.
3. Yaw Plataforma (y"): Rotagdo em torno do eixo Z. Medido positivo no

sentido horério a partir do eixo Norte, onde y"= y + a..
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. . . o b _ -1 ~
Lembrando a seguinte propriedade da matriz rotagao Co=Cy , a rotacao

entre o Corpo e NAV ¢ descrita pelas equagdes

1 0 0 6, 0 —0, wrgr 0
Crl= |0 ¢ o 01 0 —wr P 0 | (38)
0 —¢s 6o || 0. 0 6. 0 0 1
R R 0,
C}? = —ch‘I’g + ¢505 \I]{? d)clllg + ¢505 \Ilé) ¢sec

(39)
stlllg + qbces‘lﬂc) _¢s ‘Iﬂc) + Qscesqﬂs) chec

na qual:
subscritos S e C significam seno e cosseno, respectivamente;
W, ¢,0_ angulos yaw, roll e pitch, respectivamente;
yP - dngulo yaw da plataforma; e

o - angulo de Azimuth.

4.3.3.
Bloco 2 — Velocidade V".

A aceleracao medida pelo sensor precisa ser compensada, pois este mede forgas
que ndo correspondem ao movimento do veiculo, sendo estas a centripeda, a Coriolis
e a gravitacional de massa.

A Terra, por possuir uma massa grande, gera uma for¢a de atragdo de massa
vertical a sua superficie e em direcdo a seu centro. Esta forca faz com que um
acelerometro estacionario mega uma aceleragdo vertical e de direcdo oposta ao centro
da Terra.

Ao ser utilizado um sistema de coordenada que esta girando, as equacdes de
movimento sdo alteradas, sendo necessario incluir forgas ficticias que ndo existirdo
caso seja utilizado um sistema de coordenada inercial. Devido a rotag¢do do sistema de
coordenadas ser uniforme, apenas as for¢as centripeda e de Coriolis estardo presentes.

Relembrando a lei de Coriolis: sejam dois sistemas de coordenadas ortogonais a
e b, onde o sistema b esta girando com relacdo ao sistema a com velocidade angular

®ab. A derivada de qualquer vetor A no sistema @ em termos da derivada no sistema b
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¢ dada pela Eq. (40), onde as componentes podem estar em qualquer sistema de
coordenadas, que para exemplificar esta derivada serd expressa em termos do sistema

C.

dA[ " _(dA
d|,) \ dt

superscritos ¢ — Indica que o vetor estd no sistema de coordenadas c;

) + why, x A€
b (40)

na qual:

A € R’—vetor qualquer;

dA . .
o |, € R’ derivada do vetor A no sistema a;
t

dA . .
7 |, € R’ derivada do vetor A no sistema b; e
t

wa € R — velocidade angular de b relativo a a.

A posicdo de um veiculo sobre a Terra pode ser expressa no sistema de
coordenadas ECI, que ¢ um sistema inercial, por um vetor R. A segunda derivada do
vetor posi¢do R ¢ o vetor aceleragdo do veiculo. Devido ao sistema de coordenadas
ser inercial, a aceleragdo real difere da medida apenas devido a forga gravitacional. A
Eq. (41) expressa esta relagdo no sistema de coordenadas NAV, no qual a aceleragao
foi medida. A derivada do vetor R se encontra no sistema ECI, logo sera aplicada a lei

de Coriolis para representar esta derivada no sistema NAV.

R
| =4 T m
| (41)

na qual:
superscrito n — indica que o vetor estd no sistema de coordenadas NAV;
A € R’ — aceleragio medida;
R € R® — posigio real;
d’R
dr’

|, € R® — derivada segunda do vetor R no sistema ECI, é a aceleragdo

real; e

gn" € R’ —aceleragio gravitacional de massa.
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O sistema NAV esta girando com uma velocidade angular p com relagdo ao
sistema ECEF, que por sua vez gira com velocidade angular 2 com relagdo ao sistema
ECI, logo NAV gira com velocidade angular p + Q com relagao a ECI. A derivada do
vetor V com relagdo ao sistema ECI pode ser entdo expressa em termo da derivada no

sistema NAYV através da lei de Coriolis

dR

dR| _ dR
dt |.

QxR
ar| T

e (42)

i
na qual:
R € R® — posigio real;

dR . .
T |, € R’ derivada do vetor R no sistema ECI;
t

dr
dt
Q € R’ —velocidade angular de ECEF relativo a ECI.

|, € R’ —derivada do vetor R no sistema ECEF; e

A derivada do vetor de posicdo com relacdo ao sistema ECEF ¢ o vetor
velocidade V. Substituindo e diferenciando a Eq. (42) com relagdo ao sistema ECI,

obtém-se

R
dt?

av|  dQ dR
AL Qx &
at |, T oar) R

i i (43)
na qual:
R € R’— posicio real;
V € R® - velocidade real;
d’R
dr’

dv . .
o |, € R’ — derivada do vetor V no sistema ECI;

| € R’ derivada segunda do vetor R no sistema ECI;

Q € R’ —velocidade angular de ECEF relativo a ECI; ¢

aC’Z_Q |, € R’ derivada da velocidade angular no sistema ECI.
t
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A velocidade de rotacdo da Terra ¢ constante com relagdo ao sistema ECI, logo

sua derivada ¢ igual a zero. Substituindo a Eq. (42) na (43), obtém-se

d’R
dt?

_dv
dt

+Qx (V+QxR)
i (44)

i
na qual:
R € R®—posigio real;
V € R’ velocidade real;
d’R
dr’

dv . .
o |, € R’ — derivada do vetor V no sistema ECI; e

| € R’ derivada segunda do vetor R no sistema ECI;

Q € R’ - velocidade angular de ECEF relativo a ECI.

O sistema NAV esta girando com uma velocidade angular p com relagdo ao
sistema ECEF, que por sua vez gira com velocidade angular 2 com relagdo ao sistema
ECI, logo NAV gira com velocidade angular p + Q com relagao a ECI. A derivada do
vetor V' com relacdo ao sistema ECI pode ser entdo expressa em funcdo da derivada

no sistema NAV através da lei de Coriolis

av| av
—| = —| +(Q+p")xV
dt|; dt], (45)

na qual:

V € R® - velocidade real;

il—V |, € R’ — derivada do vetor V no sistema ECI;
1

i—V |, € R’ — derivada do vetor V no sistema NAV;
t

Q € R’— velocidade angular de ECEF relativo a ECI; e
p € R’ —velocidade angular de NAV relativo a ECEF.

Substituindo as Eq. (44) e (45) na (41), re-arranjando e representando no

sistema de coordenadas NAV, obtém-se
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Vi=A" — (p" +2Q") x V" 4+ g — Q" x (Q" x R™) (46)
na qual:

subscrito n — indica que o vetor esta no sistema de coordenadas NAV;

V € R’— aceleragio real;
V € R® - velocidade real;
A € R’ aceleragio medida;
R € R’— posicio real;
gn" € R’ —aceleragdo gravitacional de massa;

Q € R’ —velocidade angular de ECEF relativo a ECI,

p € R’—velocidade angular de NAV relativo a ECEF;

(p+20Q) XV e R3 — aceleragio de Coriolis; e

QX (QxR)eRr - aceleracao centrifuga.

A forga centripeda e de atracdo de massa sdo normais a superficie da Terra e
dependentes do modelo escolhido para representar a mesma. Essas duas forcas em
conjunto representam a gravidade normal a superficie. O WGS 84 fornece um modelo
gravitacional, que ¢ composto de 130.367 pardmetros devido as anomalias do campo

gravitacional. Um modelo mais simplificado descrito em (BOSE, 82) ¢ dado por

9= (47)
na qual:
subscrito n — sistema de coordenadas NAV .;
g € R’ forca gravitacional;
Qx (QxR)eR - aceleracao centrifuga;
gm € R’ — forga de atragdo de massa; e

g, — gravidade no eixo z do sistema NAV.

R,— R, Q?R2R, h

7 "o R

L= —g,J1—201
g ol (1+ o
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QQ 2 o —
RALEL PRI Rb)sinzé]

+ 2 GM R, (48)

g, — gravidade no eixo z do sistema NAV, eixo normal a superficie;

go — gravidade no Equador;

R, — raio Equatorial;

Ry, —raio Polar;

Q — velocidade angular da Terra;

GM - constante gravitacional da Terra, que vale 3986004,418. 10°m’/s?;
h — altitude no sistema ECEF; e

® — latitude no sistema ECEF.

Reescrevendo a Eq. (46) utilizando a (47) obtém-se a (49).

V= A" — (p" +20") x V" 4+ g"
(49)
na qual:

Subscrito n — indica que o vetor estd no sistema de coordenadas ENU.

V € R*- aceleragio real;

V € R*- velocidade real;
A € R’- aceleragio medida;

g" € R’ aceleragdo gravitacional;

Q € R’—velocidade angular de ECEF relativo a ECI; e

p € R’ —velocidade angular de NAV relativo a ECEF.

4.3.4.
Bloco 3 - Velocidade angular do sistema NAV relativo a ECEF (p").

Os sistemas NAV e ENU sdo localmente tangentes a Terra sendo, portanto,
apenas validos localmente. Ao existir movimento do veiculo, paralelo a superficie da
Terra, ambos os sistemas precisam ser retracados. A forma da Terra no modelo
escolhido ¢ um elipsodide, logo os sistemas apresentardo uma rotacao ao ser retracados

em uma nova localidade, vide Fig. 48. O sistema ECEF gira com a Terra, assim, a
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rotagdo relativa entre ECEF e os sistemas ENU e NAV sera apenas devido a rotagdo

do sistema ao ser retragado em um novo ponto da superficie.

Figura 10 — Rotacgdo do sistema (BOSE. et. al., 1982)

A velocidade angular do sistema ENU relativo ao ECEF em torno do eixo E (p-
g) € N (pn) € dependente da velocidade do veiculo na direcdo do eixo N e E

respectivamente (vide Fig. 49)

PE = R+ h (50)
p Ve
N =
R,+h (51)

Figura 11 — Velocidade angular em torno do eixo E e N.

O sistema NAV esta rotacionado de o (Wander Azimuth) com relagdo ao
ENU, vide Fig. 50. A velocidade angular em torno do eixo x (py) € y (p,) ¢ descrita

como
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Figura 12 — Velocidade Angular no sistema NAV
pz = pecos(a) + pnsin(a)
py = —pesin(a) + pycos(a)
Substituindo os termos pg e pxdas Egs. (52) e (53), obtém-se

sinla cos*a 1

—V, _
Ryrh  Rprh) R ih Ry +h

pe = —Vy(

cos’a sina 1 1

Vv _
Rp+h+Rm+h)+ y(Rerh R,+h

py = Va( Jeos(a)sin(a)

Utilizando as variaveis auxiliares Ry, Ry e T definidas como

sin’a cos’a

1
R, = Rp+h " R,+h

cos’a sin”«

1
R, — Rp+h T Rnth

Yeos(av)sin(a)

92

(52)

(33)

(54)

(35)

(54)

(35)

(56)

(57)

(58)
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Tendo em vista que a altura h ¢ muito pequena comparada com o raio meridional e

com o principal e que o valor de ambos os raios sdo préximos, pode-se aproximar

1
" (i x V) Ll
PRl e (59)

A velocidade angular total ¢ a combinacdo linear das variagdes de posicdes,
dada pela Eq. (60), vide Fig. 51. A velocidade angular em torno do eixo z (pz) ¢ dada
pela componente vertical da velocidade angular total, Eq. (61) e (62).

A taxa de variacdo do angulo azimuth (o) serd escolhida de acordo com a Eq.
(63), o que ¢ definido na literatura como Azimuth livre. Logo, a velocidade angular

em torno do eixo z (pz) sera nula.

X

Figura 13 — Velocidade Angular total. (BOSE et. al., 1982)

p=—Pig+ )\22 + qiy (60)
pL = piy (61)

Pt = Asin(®) + a (62)
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& = —Asin® (63)

na qual:
subscrito n — sistema de coordenadas NAV;
subscrito e — sistema de coordenadas ECEF;
subscrito £, N e U- eixos do sistema ENU;
subscrito x e y — eixos do sistema NAV;
1 — vetor unitario;
p — velocidade angular;
V — velocidade;
R., — raio meridional de curvatura do modelo da Terra;
R, —raio principal de curvatura do modelo da Terra;
h — altura;
@ — latitude;
A — longitude; e

o — azimuth.

4.3.5.
Bloco 4 — Posigdo Angular (C.")

Transformacio de Coordenadas ECEF para NAV

A matriz de rotagdo ce, Egs. (64) e (65), transforma o sistema ECEF para
NAYV e ¢ descrita por angulos de Euler, vide Fig. 52, na seguinte ordem:

“wander azimuth” (a) - rotagdo em torno do eixo Z;

latitude (-®) - rotacdo em torno do eixo X; e

longitude (A) - rotacdo em torno do eixo Y.
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e — 0P Ay P, —acAs — asP A,
Cl=| —ashe —acP s ac®e  ashs — acPs A, (65)
DN D, QA
na qual:
Subscrito S e C — significam seno e coSseno, respectivamente; e
o, ®, A _ angulos de Euler (“Wander Azimuth”, Latitude e Logitude,

respectivamente).

Meridiano
Greenwich/

)

X \ .
X Pland

Equatorial

Figura 14 — Angulos de Euler da Matriz de Rotagio CZ. (BOSE et. al., 1982)

Obtendo “Wander Azimuth” (a), Latitude (®) e Logitude (M).
Utilizando a matriz de rotagao e, Eq. (65), e relagdes trigonométricas obtém-
se os trés angulos @ P, A
a=tan”'(CI(1,2)/C(2,2)) (66)

® = sin"1(C"(3,2)) (67)

X =tan~"(C2(3,1)/CI(3,3)) (68)
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Derivada da Matriz de Rotacao

Seja a matriz de rotagdo da coordenada ECEF e NAV descrita por C¢. Tendo

em vista a ortogonalidade, pode-se escrever
crmert () =1 (69)
Diferenciando com relagdo ao tempo, obtém-se a identidade descrita
CrCT () +CrB)(CHT(H) =0 (70)
Criando uma variavel auxiliar S(t), define-se
S(t) = Cr o (1) (71)
Substituindo a Eq. (72) na (73), temos que S ¢ Skew Simétrica ja que satisfaz a
ST =_8 (72)
Multiplicando ambos os lados da eq. (70) por ce (t) ,obtém-se
C7(t) = SH)Cr (1) (73)
Considere o vetor v(t) expresso com relagdo a um vetor constante v’ através de
v(t) = CZ ()’ (74)
Diferenciando a Eq. (74), obtém-se
0(t) = CR(tw’ (75)

Usando a Eq. (73), pode-se reescrever a Eq. (75) como
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o(t) = S()Ce () (76)

Seja o vetor Wy a velocidade angular da coordenada ECEF com relagdo a NAV,

expressa no sistema ENU. Pode-se entdo escrever
O(t) = wy(t) x CF ()’ (77)

Logo, o operador S(t) descreve o produto de vetores entre Wye e 0 C (V' A matriz
S(t) ¢ de tal forma que seus elementos simétricos com relagdo a diagonal principal

w’I’L
representam os componentes do vetor Wne de acordo com

0 —W, Wy
S(wy,) =1 w. 0 —w, (78)
—W, Wy 0
Onde Wre =—W¢, =p". Substituindo a Eq. (78) na (73) obtém-se
Cr(t) = =S(p™)C(t) (79)

na qual:

C& e R* — derivada da matriz de rotagdo entre os sistemas ECEF e NAV;
C¢ e R* — matriz de rotacdo entre os sistemas ECEF e ENU; e
S(p") € R*™ — matriz anti-simétrica da velocidade angular do sistema NAV

com relagdo ao sistema ECEF, expressa no sistema NAV.

4.3.6.
Bloco 5 — Velocidade Angular da Terra expressa nas Coordenadas NAV
(")

No modelo da Terra escolhido anteriormente, tem-se a velocidade angular da
Terra ocorrendo em torno do eixo Z do modelo ECEF. A velocidade angular da Terra

no modelo de navegacao ENU ¢ encontrado através de
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o = (80)

na qual:
subscrito n e e — significa sistemas de coordenadas ENU e ECEF,
respectivamente, nos quais os vetores estdo sendo representados;

C? e R* — matriz de rotagdo entre ECEF e NAV; e

Q € R’ — vetor velocidade angular da Terra.

4.3.7.
Bloco 6 — Velocidade Angular do sistema NAV com relagao ao sistema
ECI (W"in).

O sistema ENU possui uma velocidade angular P" com relacdo ao sistema
ECEF, que por sua vez possui uma velocidade angular 2" com relagdo ao sistema

ECI. Logo, a velocidade angular de NAV com relagdo ao ECI ¢ dada por
win = p" + Q" (81)

na qual:
subscrito n — vetores expressos no sistema ENU;
win € R® - velocidade angular do sistema NAV com rela¢do ao ECI;
p" e R® - velocidade angular do sistema NAV com rela¢do ao ECEF; e

Q" € R® — velocidade angular do sistema ECEF com relagio ao ECL

4.3.8.
Bloco 7 — Orientagéo (Cy,").

Utilizando o mesmo raciocinio do bloco 4, obtém-se a derivada da matriz de
rotagdo entre o sistema de coordenadas do Corpo e NAV, Ol? . Esta derivada depende
da prépria matriz de rotagdo, C¥, assim como da matriz anti-Simétrica, S (w,’lb),
representando os componentes do vetor velocidade angular entre o sistema do Corpo

e NAV expresso no sistema NAV, Wy, por

Cy = S(wpy)Cy' (82)
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As velocidades angulares entre o sistema do Corpo e o ECI, w;, pode ser escrita

como uma soma das velocidades angulares entre os sistemas NAV e ECI, w;,, com a

entre os sistemas do Corpo e NAV, Wnep, logo
Wip = Win + Wnp
Substituindo a Eq. (83) em (82), obtém-se

Cp = S(wj}, —wiy,)Cy = S(wiy)O}' — S(w}, )O}

Considerando a igualdade dada por

CpS(wy,) = CPCLCp1S (wiy)[CrCp] = S(wiy)Cy

pode-se entdo reescrever a Eq. (84) na forma dada por
Cy = Cy'S(why) — S(wi,)Cy

na qual:

(83)

(84)

(85)

(86)

n . . ~ .
Cy e R* — derivada da matriz de rotagdo entre o sistema de coordenadas do

Corpo e NAV;

Cy e R* — matriz de rotagdo entre o sistema do Corpo e NAV;

b . .
wi, € R — velocidade angular entre o Corpo e o sistema ECI expresso no

sistema de coordenadas do Corpo, ou seja, valor medido pelos giroscopios; e

wi, € R® — velocidade angular entre o sistema NAV e o ECI expresso no

sistema de coordenadas NAV; este ¢ o valor computado através da posi¢do e

velocidade.

Obtendo Roll (), Pitch (8) e Yaw ().
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N . ~ n ~ . o A A
Utilizando a matriz de rotacao Cy e relacdes trigonométricas obtém-se os trés

angulos ¢, 0 ey

¢ =tan"' (C}'(3,2)/C}(3,3)) (87)
0 = sin~ ' (Cy(3,1)) (88)
¥ = tan” " (C}(1,1)/Cy(1,2)) (89)

4.3.9.
Condigoes Iniciais

Os sensores inerciais sdo apenas capazes de detectar mudangas sofridas pelo
mesmo. Logo, para se chegar a uma solu¢do na navegacdo €, necessario saber-se 0s
valores iniciais de velocidade, posi¢cdo e orientacdo. A velocidade e posicdo iniciais
sdo geralmente adquiridas a partir de outros sensores como o GPS. A orientacdo
inicial ¢ adquirida em duas etapas, sendo que em ambas o sensor inercial precisa estar
estatico. Na primeira etapa, o pitch(0) e o roll(¢) sdo calculados através da Egs. (90) e
(91), respectivamente. Essas equagdes sdo obtidas, utilizando-se do fato que sob
condicdes estdticas as medidas dos acelerdmetros medem apenas a forga
gravitacional. Na segunda etapa o yaw('¥') ¢ calculado utilizando-se a Eq. (92), a qual
¢ obtida do fato que, sob condicdes estaticas, os valores medidos pelos giroscopios
sdo apenas devidos a rotacdo da Terra. Entretanto, este calculo para o yaw so ¢
possivel para sensores inerciais de alta precisdo; a alternativa para se estimar o valor
do yaw ¢ utilizar bussolas magnéticas ou a velocidade do GPS em condigdes

dindmicas.

b
0= sirflé

9 (90)
¢ = sin_lA—z

g 91)
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b
. _qwycos(o)
vt es(0) (92)

na qual:

subscrito b — indica que as medidas se encontram no sistema de coordenadas do
COrpo;

A - aceleracdo medida no eixo x sob condi¢des estaticas;

A, - aceleragdo medida no eixo y sob condicdes estaticas;

wyx — velocidade angular no eixo x sob condigdes estaticas;

wy — velocidade angular no eixo y sob condigdes estaticas ;

g — valor da gravidade; e

W, ¢,0 _ angulos de Euler (yaw, pitch e roll, respectivamente).

4.4,
Erro na Navegacao Inercial

O erro na navegacdo inercial ¢ resultante dos erros dos acelerdmetros e
giroscopios do sensor inercial; estes se propagam pela solu¢do da navegagdo inercial,
degradando a mesma. O equacionamento do erro na navegagdo inercial, aqui
desenvolvido, assumira que os erros na posicdo angular sdo pequenos seguindo a
linha do trabalho de (BOSE et. al., 1982). Em (KONG et. al., 2000) este mesmo

equacionamento ¢ desenvolvido para erros grandes.

4.4.1.
Erro na Posicao Angular (5C.")

A posicao angular na Navegacao Inercial ¢ dada pelos angulos wander azimuth
(o), Latitude (®) e Longitude (A). Esta posicdo é computada, logo existe um erro
entre o valor computado e o atual, vide Fig. 53 e 54. Definido o erro como Erro =
Computado - Atual, tem-se o erro no Wander Azimuth (0a), na Latitude (0®) e na

Longitude (0A).
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\— Posi¢do

Computada

Figura 15 — Erro na Posicdo Angular. (BOSE et. al., 1982)

n

X \
xn

\_ Posicdo

Computada

z':u X" oo

Figura 16 — Erro na Posi¢do Angular Zoom. (BOSE et. al., 1982)

A posicdo atual no sistema NAV ¢ encontrada através da matriz e que
transforma do sistema de coordenadas ECEF para NAV. C¢ ¢ construida utilizando
os valores reais dos angulos “Wander Azimuth” (o), Latitude (®) e Longitude (A).

A posi¢dao computada no sistema NAV ¢ calculada através da matriz Ce que
rotaciona o sistema ECEF para o NAV Computado. A matriz ¢ construida de maneira
analoga a na Eq. (65), sendo os angulos de rotacdo os valores reais somados aos erros
da computacdo: Wander Azimuth computado (a+dat), Latitude computada (®+0P) e
Longitude computada (A+0\).
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A matriz O transforma o sistema NAV para o NAV Computado. Os angulos
de Euler desta matriz de rotagdo sdo: erros no “Wander Azimuth” (da), na Latitude

(8D) e na Longitude (0A). O diagrama da Fig. 55 exemplifica as trés transformagdes.

Ze
Ye

Cg’“/ \>X6

; / (A ®, )

Ce

ce >

(X, 69, 5c)
> E > EC

A+ 0N, P+ 6P, + da)

Figura 17 — Diagrama de Transformacdo do Erro na Posi¢do Angular.

A matriz de posicdo NAV Computada pode ser escrita como a matriz da
posicao real somada a uma matriz de erro, vide Eq. (93), ou como a matriz de posi¢ao

real rotacionada, vide Eq. (94).

Ce = Cy +4CY (93)
Ce = CrCe (94)

Considerando o vetor
560 = [0X, 69, da] (95)

Para angulos pequenos pode-se escrever a igualdade abaixo para a matriz de

transformacdo entre o real e o computado

Cl=1+5(060") (96)
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Substituindo a Eq. (96) na (94),

Ce = [I - 5(66™)|Cy, (97)

Reescrevendo a Eq. (93) utilizando o resultado obtido na Eq. (97),

O = =S(660™)CY (98)

na qual:

0C: € R*™ — erro da matriz de rotagdo entre o sistema de coordenadas do
ECEF e NAV;

S(60™) € R _ matriz anti-simétrica do vetor erro de posicao; e

Cd e R* — matriz de rotagdo entre o sistema de coordenadas do ECEF e

NAV.

442,
Erro na Orientagéo (5C,")

Andlogo ao que ocorre no erro da posi¢ao angular os angulos Yaw (), Pitch (0)
e Roll ( ¢), utilizados para transformar do sistema de coordenadas do Corpo para
NAV, C¥, possuem erros ao serem computados. Esses erros expressos como angulos
no sistema de coordenadas NAV sdo ¢"=[¢r dx ¢pu]’. Considerando os erros pequenos
pode-se equacionar a matriz do erro de transformagdo do Corpo para NAV de modo

analogo a secdo anterior, Eq. (99).

0Cy = —=S(¢")Cy' (99)
onde
0Cy e R*™ _ erro da matriz de rotagdo entre o sistema de coordenadas do
Corpo e NAV;
S(¢") € R* _ matriz anti-simétrica do vetor erro; e

Gy e R*™ - matriz de rotagdo entre o sistema de coordenadas do Corpo e

NAV.
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4.5.
Propagacgao do Erro

O erro dos sensores inerciais e acelerometros se propagam na solucdo da
navegacdo inercial de acordo com o diagrama de blocos dado pela Fig. 56. Essas
equacdes de propagacao estdo deduzidas a seguir e se utilizam de algumas relagdes de

matrizes anti-simétricas dadas pelas

S(w )V = w® x V° (100)
S(w*)S(V*) = S(V*)S(w*) = S(w* x V) (101)
ChS(w)Cy = S(w”) (102)
0 —wy wy
S(w*) = | w? 0 —wg (103)
—wy Wy 0
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80 = §p™ + 60" x p"

6
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5o~ — (i X 6V™) — == (i x V™) + §pni"

v

e =" — 60" X Q" 4 " X Wl — Wl

SV™ = A" X @™ 4 A" — 5p™ x V™ +2(60" x Q") x V"
—(p" +2Q") x V"™ + g™ 4+ JA™

‘._
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Figura 18 — Diagrama de Blocos da Propaga¢ao do Erro na Navegacgdo Inercial

4.51.
Erro da Derivada da Posigdo Angular (3C.").

A derivada da posicao angular, dada pela Eq. (84), quando perturbada gera
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5Cy = —=S(6p)CL — S(p)sCy (104)

O erro da matriz de rotacdo entre ECEF e NAV esta definido pela Eq. (98) que

diferenciada gera
6C™ = —S(86m)C™ — S(56™)Cr (105)
Substituindo a Eq. (84) na Eq. (105), obtém-se
30 = =S(60m)C7 + S(50™)S(p")C (106)
Inserindo as Eq. (106) e (105) na (104):
S(66m) = S(6p™) + S(56™)S(p™) — S(p")S(50") (107)
Utilizando a relagdo anti-simétrica dada pela eq. (101) reescreve-se a (107) na forma
S(56m) = S(6p™) + S (66" x p") (108)
Retirando o operador S e reescrevendo a Eq. (108) na forma vetorial:
86m = §p™ + 60™ x p" (109)
na qual:
subscrito n — significa que os vetores estdo expressos no sistema de
coordenadas NAV;
80 € R® — derivada do vetor de erros de posicao angular;
dp € R? — erro na velocidade angular de NAV relativo a ECEF;

56 € R’ — erro de posi¢do angular; e

P € R® — velocidade angular de NAV relativo a ECEF
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4.5.2.
Erro na Latitude(d®), Longitude (6A) e Wander (da.).

Os angulos Wander, Latitude e Longitude dependem da matriz ce que possui
erros, vide Eq. (98). Perturbando as equagdes dos angulos, encontram-se o erro no
Wander, Latitude e Longitude, Eq. (110), (111) e (112), respectivamente, através de

relagdes trigonométricas:

Sa =80, — SAD, (110)
0 = 06,05 — 50,0, (111)
oA = (00 a5 + 60,0,) SECD (112)

4.5.3.
Erro na Derivada de Velocidade (8V)

A derivada da velocidade ¢ dada pela Eq. (49); esta pode ser reescrita no

formato
V= Cp AL — (p" 4 2070°) x V" + g" (113)
Perturbando a derivada da velocidade dada pela Eq. (113),

SV = 6CP AL 4 CF oA
—(6p" +20C7Q°) x V™ — (p" +2C7Q°) x V" 439" (114)

Usando o resultado obtido na Eq. (99) e a relacdo anti-simétrica dada pela Eq. (100),

pode-se reescrever um trecho da Eq. (101) no formato
SCPAY = —S(6¢™)OP AL = —¢™ x A™ = A™ x ¢" (115)

Utilizando o resultado obtido na Eq. (98), reescreve-se outro trecho da Eq. (114) de

modo analogo:
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5O = —S(50™)CQ° = —56™ x Q° (116)

Substituindo as Eq. (115) e (116) na (114):

oV =A" x " + A"
—0p" x V" + 2(59” X Qn) x V" — (pn + QQn) X OV +0g" (117)

na qual:
subscrito n — significa sistema de coordenadas NAV;
8V € R*— erro da derivada da velocidade;
VeR - velocidade;
8V € R®— erro na velocidade;
A € R’ aceleragio medida;
§A € R’ — erro na aceleragio medida;
09 € R?— erro na aceleragdo gravitacional;
Q € R’ — velocidade angular de ECEF relativo a ECI,
p € R’ — velocidade angular de NAV relativo a ECEF;

80 € R® — erro de posi¢io angular;

454,
Erro na Gravidade (39)

O modelo utilizado na estimativa do campo gravitacional possui erros em sua
modelagem e nos parametros de entrada do modelo. Considerando apenas o erro
propagado devido aos parametros de Latitude (®) e Altura (h), o erro do campo

gravitacional calculado ¢ obtido por

a—b Q%% _6h 50%a%b  a—b
on_ _ Deos®)HD
o) e G o )sendeos®)) ](118)

0gu = 290[(1 +

Devido ao erro do angulo ser pequeno a Eq. (118) pode ser aproximada
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09u = 290% (119)
na qual:

dg — erro da gravidade no eixo z do sistema NAV;

go — gravidade no equador = 9,780373 m / s2;

a — raio equatorial = 6.378.137,00 m;

b — raio polar = 6.356.752,3142 m;

Q — velocidade angular da Terra = 7,292115. 10° rad / s;

GM - constante gravitacional da Terra = 3986004,418.108 m’/ sz;

Oh — erro da altitude no sistema ECEF;

@ — latitude no sistema ECEF; e

0® — erro da latitude no sistema ECEF.

4.5.5.
Erro na Aceleracao (8A")

A saida do acelerdmetro estd no sistema de coordenadas do corpo, logo o erro
se encontra no mesmo sistema. O erro do acelerdmetro no sistema NAV (8A") é

encontrado através da transformacao dada por
SA™ = CJ6 AP (120)

onde

subscritos n e b — significam os sistemas de coordenadas NAV e BOD,
respectivamente;

Cy — matriz de transformagao entre os sistemas BOD e NAV; e

0A — erro na aceleragao.

4.5.6.
Erro na Velocidade Angular do sistema NAV relativo a ECEF (5p")

A velocidade angular do sistema NAV relativo a ECEF, quando perturbada,
resulta na equacdo do erro da velocidade angular, Eq. (121). Escreve-se esta equagao

considerando a relagdo dada pela Eq. (122).
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R? (121)

R R? R (122)

onde
subscrito n — sistema de coordenadas NAV;
p — velocidade angular de NAV relativo a ECEF;
V — velocidade tangencial do veiculo;
1, — vetor unitario no €ixo z;
0 — operador erro;
h — altitude; e

R —raio da Terra aproximado pela média entre o raio polar e equatorial.

4.5.7.
Erro na Altura (dh)

A altitude ¢ dada pela integral da velocidade na dire¢do perpendicular a Terra,

sendo o erro desta dado por

§h =4V, (123)
onde
§h — erro da derivada da altitude; e
0V — erro da velocidade no eixo z do sistema NAV.
4.5.8.

Erro na Orientagéo (5C,")

A orientacdo do veiculo ¢ dada pela matriz de rotagdo entre o sistema de

coordenadas do Corpo ¢ ENU, Cy , onde

Cy = CyS(w},) — S(p" + CLO°)Cp (124)
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Perturbando a Eq. (124),

SCr = 5CPS(wh,) + CprS(swh,)
—S(6p™ + 6CmQY)CR — S(p™ 4+ CTO%)6CH (125)

Derivando o resultado da Eq. (99),
0Cp = =S(¢")Cp — S(6™)[CrS(wh) — S(p™ +Q2™)Ch](126)

Substituindo as Egs. (98), (99) e (126) na (124), e utilizando a relacdo anti-simétrica
dada pela Eq. (100),

S(¢") = S(6p") — S(60™ x Q")+
S(¢™)S(¢" +Q™)S(¢™) — CS(w},)Ch, (127)

Reescrevendo a Eq. (127) utilizando a relagdo dada pelas Egs. (101) e (102):
S(9") = S(dp™) = S(86™ x Q") + S(6" x wii,) — S(why) (128)

Retirando o operador anti-simétrico e escrevendo a Eq. (128) na forma vetorial,

obtém-se

P = 5p" — 50" X Q" + " x wh, — Swl (129)

onde

subscrito 7 — indica o sistema de coordenadas ENU;

€'b € R’ — deriva do erro na orientacdo;

8p € R’ — erro na velocidade angular entre ENU e ECEF;

Q € R’ - velocidade de rotagio da Terra;

¢ € R’ — erro na orientacao;

i € R? - velocidade angular de ENU relativo ao ECI;

wip € R’ — velocidade angular de Corpo relativo ao ECI;


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711120/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0711120/CB

dwip € R’ — velocidade angular de Corpo relativo ao ECI;

113


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711120/CB




