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Interpolacao via Aproximacao lterada AMLS

O método denominado “minimos-quadrados-moveis aproximados itera-
dos” (IAMLS) (?) é capaz de gerar uma familia de modelos que capturam
os detalhes do objeto original por meio da manipulacao de um parametro
de forma e do ntimero de iteracoes. Além disso, o método ¢ livre da solucao
de sistemas lineares. Esta abordagem ¢ inspirada nos recentes resultados que
conectam o método “minimos-quadrados-méveis aproximados”com o método
de funcgoes de base radiais.

E possivel que um interpolante RBF padrao Py e um aproximante
AMLS @ compartilhem o mesmo conjunto de funcoes base, por exemplo, com
fungoes geradas por uma Laguerre-Gaussiana ou uma Multiquadrica Inversa
Generalizada. Neste capitulo sera descrito o método de aproximacao AMLS e
serd explicado como uma primeira aproximagao Q;O) pode ser utilizada para
aproximar o correspondente interpolante Py, por um processo de iteracao

residual.

3.1
Minimos-quadrados-mdéveis aproximados - AMLS

O método dos minimos-quadrados-méveis aproximados (Approzimate moving
least-squares - AMLS) (?) é um mecanismo computacionalmente eficiente e
livre de sistemas lineares que obtem aproximagoes de ordem elevada. Porém
ele tem a restricao de que os pontos de entrada precisam estar regularmente
espagados. Por outro lado, as funges de bases radiais (RBF) sdo métodos in-
terpolatérios, como argumentado por Fasshauer em (?) que garantem a melhor
aproximacao na norma induzida do espaco das fungoes bases. Na pratica in-
stabilidades numéricas podem surgir durante o calculo das interpolacoes por
RBF devido a natureza do sistema linear que precisa ser resolvido (que. em
geral, é grande e mal-condicionado).

Recentemente, Fasshauer apresentou uma versao iterativa do AMLS, que
foi denominada de AMLS iterado (iterated approzimate moving-least-squares
- TAMLS) (?), no qual, além de conectar as duas abordagens acima ainda é

capaz de amenizar o problema de ambas - a restricao quanto a regularidade
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dos pontos (AMLS) e o mal-condicionamento do sistema linear (RBF). Esse
método gera uma sequéncia de solugoes aproximadas pelo AMLS que converge
para uma solucao de interpolacao de funcgoes de base radial. O que torna
o método capaz de lidar com pontos irregularmente espacados. Como ele é
baseado no AMLS, nao existe a necessidade da solucao de sistemas lineares e,
consequentemente, o problema de instabilidade numérica é evitado.

Fasshauer ao definir o AMLS inspirou-se nos trabalhos de Maz’ya (?),
que propos um método de interpolacao denominado quasi-interpolante. Esse
método ¢ livre de sistemas de equagoes lineares e possui um mecanismo nu-
mericamente eficiente: a definicao de um parametro que, quando propriamente
definido, permite deixar o erro da aproximacao tao pequeno de modo que
os tipos numéricos de ponto flutuante do computador nao sejam capazes de
representar tal erro. Maz’'ya desenvolveu esse mecanismo originalmente para
a solucao numérica de operadores diferenciais, tais como operadores integro-
diferenciais multidimensionais.

Fasshauer observou que tal “aproximagao aproximada”poderia ser vista
como a versao do MLS de Backus-Gilbert (7). Além disso, Fasshauer apresen-
tou métodos para eficientemente definir tal aproximacao, propondo a aproxi-
magao por minimos-quadrados-moveis aprorimados.

Os ingredientes chave nesta abordagem sugerida por Maz'ya (Approxi-
mate Aproximation) sdo as condi¢oes de momento continuo para a fungao base

@, que podem ser descrita como
[ el o Gl dz = 6o para 0 <k <
Rs

De acordo com a teoria (7), uma fungdo base ¢ que satisfaz estas

condicoes tem o seguinte resultado.

Teorema 1. Sejam f € C@Y uma funcdo, z; € R® pontos uniformente
espacados, € um numero real positivo e ® uma funcdo geradora continua que

satisfaz as condicoes de momento continuo. Entao o quasi-interpolante

)

aprorimadamente resolve o problema de aproxrimar dados com wuma con-

X—Xj

Qx) =Y e (] 5

j=1

vergéncia garantida, da sequinte forma:

If = Qslloc = O(™) + £(0y ),
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onde h ¢é o parametro de escala que ajusta a distancia entre os pontos. A
quantidade &(¢,€) € referido como um erro de saturacdo, e este depende
somente da funcdo base @ e do parametro de escala €.

Uma grande vantagem do método AMLS é que as condigbes de momento
continuo preveém a possibilidade de obter explicitamente uma funcao base ¢.
Por exemplo, alguma ¢ integravel normalizada ird satisfazer as condigoes de
momento continuo para d = 0.

Ao contrario do interpolante RBF, a aproximacao AMLS é um método
completamente livre de matriz e consequentemente melhora significativamente
a eficiéncia computacional e com éxito evita dificuldades associadas a sistemas

de matrizes mal-condicionadas.

3.2
Funcoes de base radial para o método IAMLS

Para obter a interpolacaio RBF via TAMLS sobre os residuos é essencial
assegurar que existam funcoes de base radial que, por um lado satisfacam
condicoes de momento continuo e portanto possam ser usadas como fungoes
geradoras para aproximacao AMLS, e por outro lado sejam definidas positivas
para que possam ser usadas como fungoes de base para interpolacao RBF. Em
geral, nao é garantido que uma funcao de base radial que satisfaz condigoes de
momento continuo é estritamente positiva definida.

Descreveremos agora exemplos de duas funcoes de base radial estrita-
mente definida positiva e que satisfazem as condi¢oes de momento continuo: a

Laguerre-Gaussiana Generalizada e a Multiquadrica Inversa Generalizada.

Laguerre-Gaussiana

Uma Laguerre-Gaussiana é definida como o produto da funcao Gaussiana

padrao (¢(r) = e <"") e pela funcéo polinomial Laguerre generalizada de grau

d em RR?:
d
J ( .)( T+ 5 +1) x|
3/2
(Il Z dl'(5+7+1) ’

Jj=0

onde I' é a funcao Gama. Ou seja, a funcao de base radial Laguerre-Gaussiana

generalizada é dada por:

—e2||x 2rs
p(x) = e <L (1)), d=0,1,...
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Assim, a Laguerre-Gaussiana para €, d e s dados é a seguinte:

1

Allxl) = e L) (31
e (d)< LT+ 5+ 1) P

- Z dT( +j+1)

Alguns exemplos funcao polinomial Laguerre generalizada de grau d em
R® sao dados na tabela (3.1).

Tabela 3.1: Exemplos de funcao polinomial Laguerre generalizada de grau d
em R*.

s/d| 0 1 2

Ll T E - [ G- E I+ 2 )
2 [ 1T 10— | LG8 +L[x)
3 | i [t = ) | o (B 2 I+ 21

Utilizando esses polinomios de Laguerre, por exemplo, pode-se constru-
ir fungoes de base radial Laguerre-Gaussiana generalizadas que satisfazem
condicoes de momento continuo e sao estritamente definidas positivas.

Por exemplo, a Laguerre-Gaussiana com d = 0 para todo s expressa por:

1 _2ix?
e n?

A figura 3.1 ilustra alguns exemplos de funcoes Laguerre-Gaussiana.

Multiquadrica Inversa Generalizada

A familia de fungoes Multiquadricas Inversas Generalizadas em R* é definida
como um produto da multiquddrica inversa por um polinomio de Laguerre de

grau d em R?.

1 1 L (—1PT(d+ 5+ 1)(d +5 - D! x|
D) = S T el 2 @ T+ 5~ TG 75+ 1)

onde I' é a funcao Gama padrao.
Por exemplo, para d = 0 e para qualquer s, a funcao de base radial

multiquadrica inversa genralizada é dada por:

1 1
T2 (14 e ||z)?)°

p(z) =
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Exemplos de fung¢oes multiquadricas inversas generalizadas de diferentes
ordens de aproximacao e para diferentes dimensoes sao descritas na tabela
(3.2). Essas fungoes satisfazem condi¢oes de momento continuo e sao estrita-

mente positivas definidas.

Tabela 3.2: Exemplos de funcoes multiquadricas inversas generalizadas.

s/d 0 1 2
1 11 1 B=Ix1?) [ 1 (50l +x]")
TH® T (1+||x||2)3 T (1x?)’
o | 1__ 1 o (2=IxIF) | 5 (3=6lxIP+IIxI")
T () | T () : i (1+||x2||2)6 ;
3 |2 1 %(5 3)x| 2 %(wau +3H7xH )
(1+11x))” (1+11x)1?) (1+11x)1?)

A figura 3.2 ilustra alguns exemplos de fungoes multiquadricas inversas

generalizadas.

3.3
O método IAMLS
O interpolante RBF P; e a funcao aproximante AMLS @)f serao identificados

respectivamente, como:
N
x) = Y cip(lx = x0), (3-2)
j=1

Zf w(llx = x]]), (3-3)

Nota-se que ambas Py e ()5 sao expansoes lineares sobre uma mesma
funcao de base radial ¢ definida positiva que satisfaz as condigoes de momento
continuo até um certo grau d.

Por exemplo, pode-se usar uma Laguerre-Gaussiana s-dimensional sobre

[0’ 1]87 e 252
o(r) = \/?e Sri/n (3-4)

com parametro de forma e e fator de escala h = sup,cqmin{|x —x;||, : j =

1,...,NY.

A seguir serd introduzido o método IAMLS proposto por Fasshauer e
Zrang (7).
Ele constréi uma seuqgéncia de fungoes sobre os residuos, cujo primeiro

termo é o quase-interpolante AMLS
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N

QP (x) =D fx)ellx = xll). (3-5)

J=1

E os demais termos sao definidos pela seguinte sequéncia de fungoes:
N
n n—1 n—1
Q) = Q) + 30 [£0) QP V0] ellx—xi ). (36)
j=1

O aproximante TAMLS é sucessivamente atualizado por uma funcao
residual, que também ¢é construida por aproximacao AMLS com o mesmo
conjunto de pontos de dados. Certamente, até agora nao é possivel ter nenhuma
evidéncia de que a sequéncia de aproximacao destas fungoes {Qgc")} converge
quando n — o0, e ainda mais qual sera o seu limite, se for convergente. Os
teoremas a seguir, mostram que, sob certos pressupostos apropriados, {Q;n)}
convergira para o interpolante Py quando n — oo.

Uma condicao necessaria e suficiente para que a aproximacao iterada

AMLS converge esta apresentado no teorema abaixo.

Teorema 2. A sequéncia de fungoes {Q;n)} converge para o interpolante RBF
Py que satisfaz as condigoes de interpolacao (2-1) se, e somente se, a fungdo

base @ escolhida gera uma matriz interpolacdo A que satisfaz
J1—All, < 1. (3-7)

para um determinado conjunto de pontos distintos dados {x;} € S.

Prova: Veja Gregory E. Fasshauer e Jack G. Zhang (7).

Corolario 3. Seja,

A = [@ ). Q) 6xa), . xw)]

Se |[I—All, <1, entio ||f —q™|, — 0 para n — oc.
Prova: Veja Gregory E. Fasshauer e Jack G. Zhang (7).

Se a hipotese do Teorema 2 ¢é vélida, entao pode-se calcular a norma das

funcgoes residuais.

Corolario 4. Se [|[I — A, < 1 entdo

— 0

> 76 = @F V)| el = )



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721232/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0721232/CA

Um estudo sobre o método Minimos Quadrados Mdveis por Aproximagoes
Iteradas 27

para n — 00. Prova: Veja Gregory E. Fasshauer e Jack G. Zhang (7).

Claramente, a velocidade de convergéncia é regida pelas entradas na
matriz interpolacao A e, portanto, pela escolha de ¢. A funcao base que é
estritamente positiva definida e satisfaz as condi¢oes de momento continuo nao
garante automaticamente a matriz A. Isso pode ser facilmente demonstrado
por contra-exemplos.

A fim de tornar este método TAMLS mais 1til, apresenta-se uma condicao

suficiente.

Teorema 5. Usando a mesma notagao como no Teorema 2, se uma func¢ao

base ¢ € estritamente positiva definida e gera uma matriz interpolacio A tal

N
max, {2 |Ai,j|} <2, (3-8)
]:

entao Qgcn) converge para Py quando n — oo.

que

Prova: Veja Gregory E. Fasshauer e Jack G. Zhang (7).

Por fim, pode-se dizer que o método IAMLS une vantagens das aborda-
gens AMLS e RBF: pelo lado do AMLS, a natureza de ser livre de sistemas
lineares; pelo lado de RBF, a capacidade das funcoes de bases radiais aproxi-

marem funcgoes de pontos irregularmente espacados
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Figura 3.1: Exemplos de fungoes Laguerre-Gaussianas.
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(a) Multiquadrica Inversa com s=1 e d=0. (b) Multiquadrica Inversa com s=2 e d=0.
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(¢) Multiquédrica Inversa com s=1 e d=1. (d) Multiquddrica Inversa com s=2 e d=1.
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(e) Multiquédrica Inversa com s=1 e d=2. (f) Multiquadrica Inversa com s=2 e d=2.

Figura 3.2: Exemplos de fungdes Multiquadrica Inversas Generalizadas.
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