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Interpolacao usando Funcoes de Base Radial

2.1
Introducao

Seja § = {(x1, f1), (x2, f2), ..., (XN, fv)} um conjunto de pares de pontos,
onde f; € R corresponde ao valor de uma funcao f amostrada no ponto
x; € R* parai = 1,..., N. Considere ainda, que os pontos x; sao distintos,
isto ¢ x; # x;, para i # j.

A aproximagao numérica consiste no processo de determinar uma funcao
f capaz de estimar o valor da funcao f em posigoes arbitrarias x € R® a partir
do conjunto de dados §. Nas posicoes x;, © = 1,..., N, os valores estimados
pela funcao f nao precisam ser iguais aos conhecidos f;. Esta peculiaridade
distingue os conceitos de aproximagao e interpolacao.

Quando os dados estao arbitrariamente posicionados, isto é, sem seguir
nenhuma estrutura regular, um método comumente escolhido é o baseado em
funcoes de base radial (Radial Basis Functions — RBFs), devido as suas boas
propriedades de aproximacao e a sua caracteristica de ser independente da
dimensao do espaco onde os dados estao mergulhados.

As fungoes de base radial sao fungdes multivariadas que apresentam

simetria radial. A definicao de uma RBF pode ser feita da seguinte forma:

Definicao 1. Uma fungao ® : R®* — R ¢é de base radial desde que exista uma

fungao univariada ¢ : [0,00) — R tal que

O(x) = p(r)
onde r = ||x|| e ||| € alguma norma sobre R*.
A funcdo Gaussiana univariada ¢(r) = e~ é comumente utilizada

em estatistica e seu parametro de forma e esta relacionado com a variancia

1
202"

Gaussiana com a fungdo distancia euclidiana ||-||,, obtem-se, para qualquer

0% da funcao de distribuicao normal por € = Da composicao da funcao

centro fixo x; € R*, a funcao de base radial ®(x) = e—€2||’<—xk||§7 x € R®.
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As funcoes de base radial possuem a propriedade de serem invariantes
sob todas transformacoes Euclideanas (translacoes, rotagoes, e reflexao). Esta
é uma consequéncia imediata, visto que as transformacoes Euclideanas sao ca-
racterizadas por transformacao de matrizes ortogonais e, portanto, invariantes
em relagao a norma.

Elas tém sua origem na teoria da interpolacao de dados e formam uma
classe especial de funcoes. Em geral, sao fungoes nao-lineares cujos valores
crescem ou decrescem monotonicamente, em relacao a distancia de um ponto
central (7). Tal ponto normalmente é chamado de centro da funcao de base
radial (7).

Dentre as aplicacoes praticas nas quais as RBFs tém demonstrado grande

utilidade, destacam-se:

— procesamento de imagens;

interpolacao de dados multidimensionais ou distribuigoes, tais como

medidas de densidade, temperatura, potencial elétrico, etc.;
— aprendizagem estatistica;

— solugao numérica de equacgoes diferenciais parciais.

2.1.1
Funcoes de Base Radial

Uma fungao de base radial com centro em x; ¢ dita ter suporte compacto
quando ela é nula e a distancia entre qualquer ponto x e o seu ponto central
Xy, ¢ maior do que um certo limiar.

A maior parte das fungbes RBF tem um parametro e que ajusta a forma
da funcdo. A escolha deste parametro é um fator importante na precisao
numérica do método, pois controla o quao “achatadas”as funcoes ¢ podem
ser, pois, quanto maior for o achamento, mais suaves sao as solucoes por RBF.

Algumas fungoes de base radial classicas podem ser vistas na Tabela(2-1).

Tabela 2.1: Alguns tipos classicos de funcoes de base radial.

Funcgao de Base Radial o(r) Parametros
Gaussiana e ()’ ecRT
Multiquédrica Inversa \/ﬂ;ﬁ eeR*
Inversa Quadratica | (r24+€2) | eeRT

Na figura 2.1 podem ser observados alguns exemplos destas funcoes para
o caso unidimensional e bidimensional, e para diferentes valores do parametro

de forma e.
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2.2

O problema de interpolacao de dados esparsos

Dado o conjunto de dados & = {(xj, fj)}j=1,.~n, onde x; € R* e f; € R
representa a amostragem de uma funcao suave desconhecida f : R® — R no

ponto x;, deseja-se encontrar uma funcao Py : R® — R tal que
Pf(Xj):fj,j:L...,N. (2—1)

Frequentemente, assume-se que P; seja uma combinacao linear de um

conjunto de fungoes ®; : R®* — R, isto é:

Py(x) = D ¢j;(x). 2-2)

7j=1
onde ¢; sao coeficientes escalares. Uma vez que as ®; sao escolhidas, os valores
de ¢; sao determinados de forma que Py satisfaga as condigoes (2-1). Essas
condicoes, de fato, geram um sistema de equagoes lineares. Em outras palavras,
o problema de determinar esses coeficientes pode ser resolvido obtendo a

solugao de um sistema linear, que na sua forma matricial é escrita como:

Ac=f, (2-3)
onde
ellx1 —xall)  elllxz =x1l) -+ @(llxny —x1l])
A e(llx1 - xal])  o(]x2 - X2||) SO(HXN._ x2]|)
ellxr =xnl)  ollxe —=xnll) -+ @lllxy —xn])

¢ chamada de matriz de interpolagao,

C1

C2
C =

CN

é chamado de vetor dos coeficientes e

J1

Jo
f= )

fn

¢ chamado de vetor das imagens conhecidas.
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2.3
Interpolacao RBF

O método de interpolacao RBF padrao para o problema de ajuste de dados
assume que o interpolante Py é uma combinacao linear de fungoes de base

radial, isto é:

Pyx) = iso (5. (2-4)

para alguma funcao univariada ¢ : [0,00) — R. O parametro de es-
cala h usado na definicao da funcao Py é dado pela seguinte escolha h =
SUpyeo min{||x — x;|[, : j = 1,...,N}. Em outras palavras, o interpolador
RBF substitui ®;(x) por ¢ (@)

Pode-se garantir que a matriz de interpolacao

=)

¢ nao singular quando ¢ for uma funcao base radial definida positiva estrita-

Xi_xj

h

mente, sobre R®. Esse conceito serd visto na préxima secao.

A interpolacao RBF é um método livre de malha e possui varias van-
tagens e importantes propriedades tedricas. Um interpolante RBF é menos
sensivel a dimensao espacial e é a melhor solugao no espaco normal com pro-
duto interno escolhido. A desvantagem do método de interpolagao RBF é que,
para dados de tamanho N de valor grande, a resolugao do sistema linear é uma
tarefa dificil, especialmente quando a funcao base escolhida gera uma matriz

de interpolacao A densa e mal-condicionada.

2.4
Funcoes estritamente positivas definidas

O conceito de matriz definida positiva é habitual em algebra linear, mas aqui
é fornecida a sua definicao precisa a fim de fazer um contraste com o conceito

de uma funcao definida positiva.

Definicao 2. Uma matriz A real simétrica é chamada semi-definida positiva,

se sua forma quadrdtica associada satisfaz:

N

N
c’'Ac = Z ZCiCinj >0,

i=1 j=1
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para qualquer vetor real c= [cy, ..., co|T. Se o nico ¢ que faz valer a igualdade

acima € o vetor 0, entao A ¢é dita ser uma matriz definida positiva.

Uma propriedade importante da matriz definida positiva é que todos os
seus autovalores sao positivos e, portanto, ela é nao singular.
O conceito de funcao definida positiva vem da andlise funcional, e ele é

dado por:

Definicao 3. Uma funcio ® : R® — C € dita ser uma funcao semi-definida

positiva sobre R® se sua forma quadrdtica satisfaz:

N
Z ZCZ'E]’(I)(XZ' — Xj) 2 0,

=1 j=1

para qualquer vetor complero c= [ci,...,cn|T € CV, dados x1,...,xy € R®
distintos. Se o unico ¢ que faz valer a igualdade é o vetor 0, entao ® ¢ dita

ser uma funcgao definida positiva sobre R®.

O valor da forma quadratica pode ser complexo. No entanto, é conside-
rado o conceito de fungoes definida positiva somente no caso em que a forma
quadratica é real.

Uma vez que a funcao radial é associada com uma funcao univariada
®(x) = ¢(||x]|), é conveniente também referir-se a fun¢do ¢ como definida
positiva sobre R?.

Se ¢ é definida positiva e radial sobre R*; esta é positiva definida e radial
sobre R?, para todo o < s.

Se uma funcao de base radial definida positiva ¢ é usada como uma
funcao base no problema de interpolagao de dados esparsos, isto €, na deter-

minacao dos coeficientes ¢; da funcao

Pr(x) = ZCM(IIX = x)),

entao ¢ garantido que cada c; serd unicamente determinado para satisfazer as

condicoes de interpolacao desejadas.

2.5
Selecionando o melhor parametro de forma para RBF

As fungoes de base radial (RBF) possuem um parametro de forma livre que

desempenha um papel importante para a precisao do método interpolador ou
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aproximador. Uma estratégia popular para estimar o parametro de forma e,
baseado nos dados amostrais (x;, f(x;)),7 =1,..., N, é o método chamado de
validagao cruzada (cross validation), que é bastante conhecido em estatistica.
Em (?) um algoritmo é descrito para determinar o valor para o parametro de
forma, e este corresponde a uma variacao do método de validacao cruzada e é
conhecido como “leave-one-out cross validation” (LOOCYV). Neste algoritmo
um valor 6timo do parametro de forma e é selecionado minimizando uma
funcao custo que coleciona erros para uma sequéncia de previsoes parciais dos
dados.

O algoritmo consiste em:

Passo 1: Fixe um valor para ¢; dentro de um conjunto pré-determinado de valores.

Passo l.a: Parak=1,..., N

Calcule o erro estimado no k-ésimo ponto amostral:
_ _ plH
en = | f(xk) — Py (x| -

Passo 1.b: Construa o vetor custo e; = [eq, ..., en]"

L. ~ , L. 2
Passo 2: O valor 6timo para o parametro € é dado minimizando |e;]|”.

Rippa, em (?), mostra que o algoritmo pode ser simplificado por uma

simples féormula dada por:
Ck

e = —
1>
Ajy
onde ¢, 0o k-ésimo coeficiente na expans ao do interpolante P; baseado na
amostra, e A,;kl é o k-ésimo elemento diagonal, correspondente a inversa da

matriz de interpolacao A.
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(c) - Quadratica inversa s = 1.
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(d) - Multiquadrica Inversa s = 2.

(f) - Quadratica inversa s = 2.

Figura 2.1: Exemplos graficos de fungoes de base radial.
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