PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0712522/CA

5
Filtro de Kalman Aplicado ao Modelo de Schwartz e S  mith
(2000)

A primeira parte deste capitulo, referente a passaglos modelos
estocasticos para as equacdes do Filtro de Kaj@é&m,previamente abordada no
Capitulo 2, mais especificamente na secao 2.2ualfg apresentado um resumo
do artigo de SCHWARZ E SMITH (2000). Nesse sent® pontos abordados
aqui sao referentes a pontos que devem ser masngate exposto. A seguir €
descrita a forma com que as variaveis de estadest@nadas. Por fim o método
de maximizacdo da funcdo de verossimilhanca atral@sotimizacdo dos

parametros do modelo proposto é explicitado.

5.1.
Passagem dos Processos Estocasticos para o Filtro d e Kalman

O modelo de SCHWARTZ E SMITH (2000) pode ser désacbmo um
modelo de variagbes de curto-prazo e tendénciardgiprazo. As variagoes de
curto-prazo sdo modeladas como um processo des@mveér média, revertendo
para zero, e a tendéncia de longo-prazo como uninmeoto browniano. Além

disso, o0s incrementos aleatorios sao correlacianado

dft = ,ngdt + O'gde (8)
dz,dz; = pydt (9)

O logaritmo do preco a vista do petréleo é dada gima das duas
variaveis acima.

In(Se) = xe + & (6)

Os processos estocasticos descritos nas equaQd€8) (@ (9) apresentam

valores esperados e matriz de variancias-covaadmzdos por:

(th ft)] [e XOI 50 + .ug‘t] (10)
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(1— e 2kt)%L (] _ g—ktyPxe%2%
Cov[(xe, §0)] = o ‘ (11)
(1- e-kf)% a2t
Portanto, o valor esperado e a variancia do logarito preco a vista
podem ser escritos como

E[In(S)] = e ™ xo + §o + pet (12)

2
Var[ln(S)] = (1 — e ) X + gt + 2(1 - e™*) _prZX"f (13)

Como o objetivo € encontrar o valor esperado dogpéevista e ndo de seu
logaritmo, é possivel escrevé-lo como

In (E[S,]) = E[In(S)] + 5 Var[in(S,)]

Consequentemente

In(E[S]) = e ¥y + & + pet + % (1- e‘ZI‘t)g +

agt +2(1 — e~k _px$}‘:x‘7§ 411

5.1.1.
Utilizando a Medida de Martingale Equivalente Para  Determinar a
Relag&o Entre o Preco a Vista e Futuro

A ligagdo entre o preco a vista e o contrato futardeita através de
processos estocasticos desenvolvidos sob medidasotiabilidade neutras ao
risco. O preco do contrato futuro para certa dateder igual ao valor esperado
do preco a vista para aquela data, logo

ln(FT,O) = In(E*[S7]) (22)

E, portanto

in(Fro) = E*[In(Sp)] + %Var*[ln(ST)]

Utilizando os processos estocasticos convertidos @s novas medidas de
probabilidade, ou seja, alterando suas tendéncias

In(Fro) = e xo+ & + A(T) (23)

Onde:

. kTN, 1 - %
AT) = ;T — (1 — e M) L4~ (1 —e 2Ty X 4

KT~ PxE0%O
GFT +2(1 — e™HT) XLy
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5.1.2.
Discretizagao do Modelo Para Utilizar O Filtro de K alman

As equacdes (7), (8) e (9) implicam que a equaegéimathsicdo, ou equacao
de estado seja dada por

Xey [ O e kAL 0] Xt—1 VU1t
ft] B [#fAt] + 0 1 ft—1] + [UZt] (25)
Onde:

(1—e 20 (1 ooty Ll
Var[v,] = 2k (26)
(1 — ekt) 2x8%x% o2t
k 3

A equacédo (25) também pode ser escrita por duas;égs distintas
Xe=e M 1 + vy,
t = UeAt + &1 + vy

As equacdes acima, quando comparadas com as eguéigiee (11),
permitem que se constate que sdo muito semelhaotesa diferenca do periodo
inicial ndo ser mais o zero e sinte- 1. O que as equacgdes acima apresentam &
na verdade, nos dois primeiros termos do lado tdirde cada uma, o valor
esperado para a variavel amdado o valor da mesma em- 1. Os ultimos
termos das equacdes inserem incerteza no procg@sgdisturbios, em cada uma,
possuem a mesma variancia de cada um dos procegsIEsuem a covariancia
também dada pela covariancia entre 0s processos.

Desta forma, o processo inicia-se com valores aslis para as variaveis
de estado e de sua matriz de variancias-covargrdiog erros de previsao.
Posteriormente, sdo calculados os valores estimaalosada uma das equacoes
que formam a equacgdo matricial de transic&o. E fitapte ter em mente que as
equacdes se ajustardo tdo melhor as séries remistogmais fidedigna for a
estimativa dos parametros que regulam os processosasticos.

O outro grupo de equacoes, referentes a equacdop@Be ser escrito na

forma do Filtro de Kalman como

In Fr, A(Ty) e k1 Uge

=L+ e | [F]H] (28)
In FTn A(Tn) e —kTy 1 Unt
Ou ainda,

InFr, = A(T) + e My, + & +uy,
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Até

InFr, = A(Ty) + e Ty, + & + up,

As equacdes acima permitem que ao observar osatmmtfuturos no
mercado seja possivel estimar as variaveis de eeshial entanto, para que se
obtenham as séries das variaveis de estado é aecesgle se determine
previamente estimativas para os hiperparametrasattelo. Os hiperparametros
sdo aqueles desconhecidos no teA(D).

Através das seéries de cotacdes dos contratos §)tdes estimativas dos
hiperparametros, pelo critério de maximizacao aedo de verossimilhanca, que
serd abordado em secdo proxima, e das estimatineiais para o vetor de
variaveis de estado e para sua matriz de variaonoieiancias dos erros de
previsdo, o Filtro de Kalman pode ser rodado. O gigeifica que serdo geradas
séries para as variaveis de estado e para os dasosquacOes de estado e de
medida. A aderéncia das séries geradas pelo Flide, entdo, ser auferida
através de medidas estatisticas que medem os errpravisdo em termos
absolutos e relativos. Através do critério de cog@&ecia selecionado opta-se por
estimar novamente 0s hiperparametros e rodar  Filt parar, pois a solucéo ja

é satisfatoria.

5.2.
Aplicando a Estimativa de Méxima Verossimilhanca ao Filtro de
Kalman

A estimativa feita pelo critério de maximizacdo e&arossimilhanca
determina os parametros dos modelos para os qgaiseade observagdes possui
probabilidade de ocorréncia maxima. O método padotgrincipio de que uma
amostra aleatoriéy;, y,, ..., yr) de uma populagdo tem uma funcao densidade de
probabilidade (f.d.p.) dada p¢Ky, @), ondey representa os valores da séri@ e
0S parametros que determinam o comportamento @a ser

Portanto, para cada periodo de tempo em que senabtéa observacao
existe também uma funcéo densidade de probabilidadsjetivo do método é,
entdo, determinar para qual conjunto de paramétros/alor da f.d.p. conjunta,
para todas as observacdes dos valores da sérieguardempo, se torna maximo.
A f.d.p. conjunta sera dada pelo produto das fritfviduais, para cada valor da

série em um dado tempo, pois se sabe que a priolaaleilde ocorréncia de todos
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os valores de uma dada série é o produto das plidadbs de ocorréncia de cada
um dos valores da série.

f.0) =1li-1 f(y:, 6) (51)

Onde:

f(y,0) representa a f.d.p. conjunta de ocorréncia destasovalores da

sériey para os valores dos parametfos

f(y:, @) representa a f.d.p. de ocorréncia do valodados os parametrés

como geradores desta f.d.p.

Escrevendo de outra forma,

t=1f e, 0) = f(y1,0) X f(¥2,0) X ... X f(y7,0)

A funcdo acima é denominada funcdo de verossingha® objetivo
economeétrico passa a ser obter o vetor de valst@sa@los para 0s parametros da
série de forma que a funcao de verossimilhancans@&yama.

L(8,y) > L(8".y)

Onde:

L representa a funcao de verossimilhanca

Ou seja, deseja-se obter o ve®brpara o qual nenhum outro vetéf

apresente funcao de verossimilhanca maior.

5.2.1.
Maximizacdo da Funcao de Verossimilhanca de Observa  ¢bes com
f.d.p. Normal

O processo de maximizacdo da funcdo de verossimggha realizado
através da derivacao da funcéo de verossimilhamctuecao dos parametros que
compdem o veto. O préximo passo é achar o veebrue resolve o sistema de
equacgOes formado pelas derivadas da funcdo desverlbeinca igualadas a zero.
Muitas vezes o processo de maximizacao da func&erdssimilhanca é feito em
funcdo do logaritmo neperiano da funcdo de verabgmca, pois o resultado
geralmente € o mesmo, se a funcdo for monotonid@merescente, e a
maximizagédo se torna mais simples.

Se for considerada uma variayeltal que, sua f.d.p é dada por:

y ~N(uo?)

Entao
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A ZZ:U’t

fi = === f52

g2 = M (53)
5.2.2.

Maximizacdo da Funcéao de Verossimilhanca no Caso do Filtro de
Kalman

Na secdo anterior foi feita acima uma descricAomaalelo de maxima
verossimilhangca para o caso em que as distribuici@egprobabilidades das
observacdes da série apresentam distribuicbes ioamsa0 independentes. No
caso do Filtro de Kalman pode haver interdependéartire as observacoes, e é o
que geralmente ocorre. Quando as observacdes odudefpendentes a fungéo de
distribuicdo de probabilidade conjunta se torna

L(y; 0) = Ti-1 p(elY 1)

Onde:

y representa uma realizacdo da série de variaveis\@veis

0 representa os hiperparametros a serem estimados

r(y:|¥:~,) é a f.d.p. parg; dado que sdo conhecidas as observacdes da

série até¢ — 1 e que a f.d.p. depende da série observada

Nos casos em que os ruidos da equacédo de medide (& equacao de
estado (24), aléem da distribuicéo inicial para tovele variaveis de estado, dada
por x, e P,, sdo normalmente distribuidos, a distribuicdoygdecondicional a
Y:_, também serd Gaussiana. O vetor de variaveis ddcesistimado também
apresentara distribuicdo normal, dada por

p(x¢|Yi_1)~N(X¢-, Pe-)

E possivel reescrever a equagdo (27) somando e esman tempo
subtraindaH,x,-, da seguinte maneira

z, = Hx- — Hxe- + Hixy +u,

ColocandaH, em evidéncia

zy = Hyx- + Hy(xp — %) + 14

O valor esperado de condicional &,_; sera dado por

E(z/t—1) = H.x,- (54)

E a matriz de variancias-covariancias sera dada por

Var(z:;|t —1) =F;
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Mas, pela definicdo de variancia € possivel esei@ed@ seguinte forma

Fo=E | (2. - E(zlt - D) (2 — E(zelt — 1)) |

Substituindo na equacao acima o valor esperada,ddadot — 1 pela
relacdo encontrada na equacao (54), gela equacéo de medida

F. =E[ (Hexe +u, — Hexp-)(Hexy + up — Hex-)']

ColocandaH, em evidéncia nos dois termos do produto

Fe =E[ (He(x¢ — x¢-) +u) (He(xp — x-) +up)’]

Obtendo a transposta do segundo termo

F, = E[ (Hy(x; — x¢-) + up)((x — x-)'H +u,')]

Aplicando a multiplicagéo distributiva dos termos

F, = E[H(x; — x;-)(x; — x¢-)'H,' + Hy(x — x¢-)u,’ +

u, (x; — x-)'Hy' + ugu,']

Os valores esperados dos termos que possuem apemagdo serao iguais
a zero, pois os valores esperados destes sao zero

F, = H,E[(x, — x;-)(x; — x¢-)'|H, + E[u,u,']

A variancia dos erros de previsao das variavesstido é definida como

Pi- = E[(x; — x¢-)(x¢ — x¢-)'] (55)

E a matriz de variancias-covariancias dos errosqiecéo de sinal € dada
por

R, = E[v,v,'] (56)

Substituindo as equacodes (56) e (55) na equacavatiiz de variancias-
covariancias

F, =H,P,-H;+ R, (57)

Através das equacdes (54) e (57) é possivel reesaeequacdo da funcao

de verossimilhanca que foi determinada no Apén@icemo

In[L(ye; p,0%)] = —gln[Zn] — gln[az] — ﬁZle(yt —n)?

O termo In[L(y,; u,0%)] pode ser generalizado patdy; 8). O termo
—gln[ZE] sera exatamente igual, onfle@epresenta o nimero de periodos para o
qual se obtém observacdes. O segundo termo dalisgito da equacao, dado por
—gln[az], sera alterado pam%Z{zllFtl, pois a variancia da série que era dada
pora? passou a ser fornecida pela mafjze podera néo ser constante. O Ultimo

1 . ~ .
termo —ﬁZ{zl(yt — u)? talvez seja o que sofre a alteracdo mais complexa,
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passando a ser dado per%Z{zlu’t F;'u,, ondeu, =z, — z;;_,, OuU seja,
exatamente igual ao termo usado anteriormente pnacéq acima. O mesmo
motivo utilizado para o termo anterior, a ndo canesita da matriz de variancias-
covariancias, impede a saida dela do somatoriom® @la ndo é um escalar deve
ser escrita na forma matricial conforme equacéaxaba

L(y; 8) = —~n[2m] — -3 |Fe| — S X1, u; Fi'u, (58)

Desta forma, implementa-se um algoritmo que ao roefampo em que
roda o Filtro de Kalman maximiza a fungdo de veroifisanca através da
estimativa dos parametros do modelo. Uma formadeantar o algoritmo é para
um conjunto de parametros, definidos pelas ders/guaciais em funcdo dos
parametros ou por meétodos de otimizacdo numérca@ano de problemas mais
complexos, como é o caso do modelo de SCHWARTZ HTSM?2000), nos
quais as derivadas nao possuem solucdes fechadas,a Filtro de Kalman e
calcular a funcédo de verossimilhanca. O proximes@as determinar novamente
outro conjunto de parametros, determinados pornalguétodo de otimizacao
selecionado, e rodar novamente o Filtro e calaberossimilhanca. O processo
€ repetido até que o ganho com a nova iteracd@ @aser menor do que um

padréo estabelecido, esta é a condicéo de parada.
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