PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0712522/CA

4
O Filtro de Kalman

O filtro de Kalman se caracteriza como uma ferramestatistica eficiente
de estimacédo, pois minimiza o erro quadratico. &ulaacao é feita quando o
modelo estad descrito na forma espaco-estado, rnspisciicamente quando é
possivel observar uma varidvel, chamada varidvadim@ ou de observacgéo, e
através dela obter-se uma estimativa eficiente pata variavel, a variavel de
estado. A estimativa da variavel de estado podéestarpara o passado da série
de observacéo, para o presente e mesmo para o.futur

O famoso trabalho de Rudolf Emil Kalman de 1960 rializado sobre
problemas lineares com dados discretos, mas pasbemte, entre 1960 e 1961, o
autor desenvolveu um trabalho com Richard S. Booygual o tempo continuo
foi abordado, e o novo filtro ficou conhecido cofittno de Kalman-Bucy.

A literatura sobre o tema é extremamente deserdalva area de controle
de sistemas e analise de séries temporais. Par lauto, quando se pesquisam
textos nas areas de finangas e economia, os tosbedbtringem-se a aplicagfes
do filtro sem, no entanto, discutir as vantagensdesenvolvimento por tras das
equacOes. Neste sentido, o trabalho aqui apresemampde-se a elucidar
quaisquer duvidas sobre o algoritmo, de maneirasagel a um nimero maior de
estudantes.

Os textos utilizados como fontes de informacdea pase capitulo foram o
classico livro de analise de séries temporais dRWAY (1989), uma tese de
doutorado sobre modelagem de séries temporais ABEA[2005), um livro que
apresenta uma abordagem simplificada do filtrogua h& um paralelo entre o
filtro e uma estimacao por minimos quadrados ortisale BOMHOFF (1994) e,
finalmente, um artigo que apresenta o filtro da emanunivariada de ARNOLD
(2008).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0712522/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0712522/CA

O Filtro de Kalman 46

4.1.
Comparagdo entre Minimos Quadrados Ordinarios e o F iltro de
Kalman

Existem duas maneiras de se olhar para modelegdessao:

1. Processar todas as informacfes das variaveis dapesd e
independentes e determinar um vetor final de parasiede
estimacao, também conhecida como estimaffaone.

2. Processar sucessivamente as observacfes das igangendentes
e independentes, ajustando as estimativas a mgaédas dados vao
sendo conhecidos.

A estimacédo por minimos quadrados ordinarios € xemelo da primeira
forma e o filtro de Kalman uma generalizacdo dausdg. A seguir sao
apresentadas as derivacbes dos modelos de mininaakagos e do filtro de
Kalman, ressaltando as semelhancas entre os dtsosé

4.1.1.
Minimos Quadrados Ordinarios

Deseja-se provar que o vetor de coeficientes deragrassdo de minimos
quadrados é dado por:
b, = (Xt’Xt)_lxt’Yt (44)
O modelo da populagédo pode ser definido para @emgunto de dado¥
como:
Yo = B1+ BoXeo + BaXez + - + BrXex + & (45)
Onde:

1) & ~N(0,02%I)

2) X, € deterministico

3) Nenhumx, é combinacao linear de outxp
4 t=1,2,..,T

A equacéo (45) pode ser reescrita em forma mdtdaigeguinte forma:

Ye=XBe + & (45)
Onde:

r
Y = Y
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1 X1 X310 X
X = 1 Xy X3 o X
1 Xor Xzr - Xir
B1
g-|P:

B

ér

O modelo acima é um modelo populacional. Quandmlsgerva uma
amostra de dados da populacdo e deseja-se estimaveticientes do modelo
amostral, representa-se a equacao da amostrawdatedgrma:

Y, =X.b; + e, (46)

Para que a estimativa dos coeficientes do modgdodsela pela equacédo
(44) é necessario que sejam atendidas algumascéesdpara a minimizacao do
erro quadratico da equacéo (46). A primeira comdigdrresponde a achar um
ponto critico, e é conhecida como condicao de prare@dem de minimizacdo do
erro quadratico do modelo. A segunda condi¢do reda € do que a confirmacao
de que o ponto encontrado caracteriza-se como umo e minimo. As duas

condicbes sdo demonstradas no Apéndice D.

4.1.2.
Algoritmo Recursivo de Minimos Quadrados Ordinérios

Ha ocasifes em que o vetor de coeficientes quai jdeferminado, através
do procedimento descrito acima, e observa-se uro dddional. Nesse caso,
realizar novamente todo o0 processo torna-se extnemi@ custoso. Essa
dificuldade pode ser solucionada através da carredd antigo vetor de
coeficientes.

A equacéo (46) pode ser re-escrita para o tempad

Yir1 = Xev1berr + €041

O método utilizado para atualizar o vetor de cagfiles sera escrito como

biy1=b; + Kiy1(Yey1 — Xe1by) (47)

Onde:

e (Y1 — xp4qb,) representa o residuo da regressao no temyb
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* K,.1 € 0 ajuste necessario ao vetor de coeficientesharéado de
matriz de ganho
No Apéndice F encontra-se a demonstragdo da eq@éc¢fioDesta forma,
utiliza-se o vetor de coeficientdg para obter uma nova estimativa para o vetor
de coeficientes e+ 1. A estimativa atualizada é obtida tanto atravéardaya
quanto do erro de previsao associado a um fatootecaak ;.

No caso da estimagdo por minimos quadrados ordsérganho € dado por

-1
(XiXe) “xe+1
-1

T+x,q (XeXe) X

(48)

Kipq =

Obs.: E possivel escrever o ganho desta formappdésominador é um
escalar.

As duas equacdes acima, (47) e (48), formam unrittgo recursivo para
atualizar estimativas. Para simplificar o algoritereado acima € utilizado um
artificio no sentido de reduzir o esforco compwinal de inverter grandes

matrizes. Para tanto € criada uma matriz, tal que

P, = (X;.‘Xt)_l (49)
E,

_p _p KX
Piyy =Py — P fBE—P, (50)

Associando as equacdes (49) e (50) ao algoritmoatdalizacdo de

estimativas descrito acima, obtém-se o algoritrearstvo de MQO.

4.1.3.
O Filtro de Kalman (FK)

A secdo anterior foi responsavel por enumerar adgugaracteristicas e
técnicas utilizadas no processo de estimacdo poimo$ quadrados ordinarios.
No entanto, naquela parte ficou claro que a estimgiara os coeficientes da
regressao do modelo pode ser realizada de duaaddatistintas, séo elas:

1. Estatica ou 6ff-line processing”
2. Dinamica ou bn-line processing”

A primeira metodologia de estimacéo € executadiaando todos os dados
disponiveis até o momento das variaveis dependentasiependentes. Esse
procedimento consiste no cOmputo de um vetor fiju@ representa a estimativa
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do modelo para os coeficientes da regressao, aggetexplicam a variagcdo da
variavel dependente em fung¢éo das independentes.

No método dindmico de estimativa os dados sadaaditis a medida que
eles sdo conhecidos. Desta forma, o vetor de p&m@smmu coeficientes vai sendo
atualizado ao longo do tempo, em um processo dteajNeste tipo de regressao,
quando as observacdes séo linearmente independ@stesrros padroes dos
coeficientes de regressédo vao se reduzindo a medidaum ndimero maior de
informacdes vai sendo incorporado.

Uma observacao interessante é que o vetor estidedoeficientes atraves
do método dindmico é exatamente igual ao estimalborpétodo estatico, quando
todas as observacdes sdo incorporadas. Outra cagdpgrode ser feita quanto ao
tamanho dos erros padrdes da estimativa dos aagfs, 0s quais sdo maiores no
método dinamico, convergindo para os valores dodoststatico.

O Filtro de Kalman pode ser exatamente idénticanatmdo dindmico para
estimar o vetor de coeficientes, esse € um cagalisgado para a aplicacdo do
Filtro. O Filtro de Kalman, diferentemente do madelstimado por minimos
quadrados de forma dindmica, permite que a relagdive as variaveis
independentes e dependentes sofra choques aodongmpo. Quando os erros
sao normalmente distribuidos o método dos minimasligdos ordinarios além
de fornecer os coeficientes que minimizam a somardom quadratico também
proporciona os coeficientes que maximizam a vemolgnca das observacoes.
Enquanto isso, o Filtro de Kalman fornece o vetare gmaximiza a
verossimilhanca dos dados. O critério de previsé® abeficientes do Filtro de
Kalman é bem semelhante ao dos Minimos Quadradosréeos, no qual as
informacgBes das varidveis dependentes e indepeasddottempa servem para
estimar a distribui¢do inicial dos parametros mar@mpot + 1.

O Filtro de Kalman se caracteriza pela definicdo dims equacdes
matriciais. A primeira € conhecida como equacaols$ervacdo, de medida ou de
sinal e pode ser descrita, conforme HARVEY (1988)seguinte forma:

z, = Hx; +u, (27)

Onde:

z, corresponde as variaveis observaveis no temp® possui dimensao

n X 1, onden representa o niumero de varidveis observaveis,ago do
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mercado futuro de petroleo, representa o numerccatgratos futuros
utilizados na estimacao.
x; apresenta dimens&ox 1, onde o numero de linhas do vetor € dado pelo
namero de variaveis de estado do modelo que degesssmadas, além de
uma constante.
H, representa a matriz de parametros referentesraa/eia de estado, e
portanto apresenta dimens@es k.
u, sdo os disturbios aleatdrios conhecidos como eeosedida e apresenta
dimensédon x 1. A Var(u,;) = R;, onde R, € a matriz de variancias-
covariancias do vetom, e apresenta dimensdasx n. Além disso,u; €
serialmente descorrelacionado, possui média zeagué suporemos que
segue uma funcéo de distribuicdo de probabilidadmal ou gaussiana.
BOMHOFF (1994) observa que ha uma diferenca deprétacao entre os
modelos de minimos quadrados ordinarios e os dlieant o filtro de Kalman.
Enquanto os modelos de minimos quadrados ordin&des a equacao (27)
ligando as variaveis dependentes a um numero dévea independentes, 0s

modelos de filtro de Kalman as véem como a opatadeé de observar uma

funcéo linear com ruidos das variaveis de estalquais sdo ndo observaveis.

A segunda equacdo do filtro de Kalman é conhecaaocequacao de
estado. Essa equacéo pode diferenciar o filtro @len&n do algoritmo recursivo

de minimos quadrados. No caso do algoritmo de noisiguadrados ordinarios o

vetor de variaveis de estado é considerado coestamtiongo do tempo. Cabe

ressaltar que isso nao quer dizer que o valor adtindos coeficientes ndo muda,
mas sim que o valor real dos coeficientes € cotestan periodo. O filtro de
Kalman permite que essas variaveis de estado eeeraltno tempo, e essa
evolucéo pode ser representada pela equacao de abtixo:

Xy = x4 + Gy (24)

Onde:

x; € 0 mesmo vetor da equacao de observacao (27).

¢ é a matriz que representa o desenvolvimento dawerde estado no

tempo e possui dimens&ox k.

Xx;_1 representa as variaveis de estado no tempd, imediatamente

anterior ao periodo de atualizagéo.
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G é responsavel pelo comportamento dos choques sat@s variaveis

de estado e possui dimensas k.

v, apresenta dimens&ox 1, € serialmente descorrelacionado, possui média

zero,Var(v,) = Q e funcdo de distribuicdo de probabilidade normiatie

Q; possui dimensaé X k e representa a matriz de variancias-covariancias

dev,.

As equacdes de medida e de estado podem ser £sorit@

z,=d;+ Fw,+u,

X¢ = ¢+ Bw,_1 + GV,

Respectivamente, conforme demonstrado no Apéndice G

Desta forma, € possivel explicitar as constantssedaacdes de medida do
Filtro de Kalman conforme SCHWARTZ E SMITH (2000A8JBE (2005).

4.1.3.1.
Equac0bes de Atualizacéao e Correcéo do Filtro de Kal  man

As equacdes de correcao no tempo sao definidas:como

K,=P,H,HP-H;+R,]! (29)
P, = [I — K,H,]P,- (30)
X+ = X~ + K[z, — Hyxy- | (32)
As equac0des de atualizagdo no tempo do algoritnfeltfo de Kalman séo:
Pii1)- = pPi+@p’ + GQG’ (32)
X(t+1)- = Pxp+ (33)
Onde:

K, é definido como o ganho de Kalman e representaaamacdo ao vetor
de variaveis de estado, estimado emparat, ap0s a observacdo da
variavelz, emt.

P+ é a correcdo da matriz de variancias-covariangés abservaz,.

x+ € 0 novo vetor de variaveis de estado depois debeeca variavel
observavel.

A obtencéo das equacdes acima é feita no Apéndice G
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4.1.3.2.
Comparacéo Entre as Equacgbes de Correcédo e Atualiza ¢ao do FK e
do Algoritmo Recursivo de MQO

Na secado anterior, 4.1.2, foi desenvolvido um dtigar de atualizacdo dos
parametros da regressao que também sera utilizpata para a atualizacéo das
variaveis de estado do filtro de Kalman. Para ta®do necessarias algumas
modificacdes de nomenclatura das variaveis, aléims#acdo de uma capacidade
do filtro de Kalman, que nao existe no algoritmeoursivo de minimos quadrados,
a qual permite a variacdo das variaveis de estadtragjo do tempo. Nesse

sentido o algoritmo sera representado pelas seguatfuacoes:

K, =P, H,[HP,H,+R,]! (29)
P, = [I — K,H,]P,- (30)
X+ = X~ + K[z, — Hyxy- | (31)
Pui1)- = ¢P ¢’ + GQG' (32)
X+1)- = PXypr (33)

O algoritmo recursivo de minimos quadrados ordosampresentava as

seguintes equacdes:

b1 =by + K 1(Yep1 — Xppqby) (47)
(Xixt)_lxtﬂ
K, .= = 48
T e (00x) xen (48)
P, = (X:X)™?! (49)
_ _ xt+1x£ 1
Pe = Py — P p, (50)

Os dois grupos de equacdes acima formam o algodtnfdtro de Kalman
e o0 algoritmo recursivo de minimos quadrados. @tolg agora € comprovar que
os dois grupos de equacdes sdo semelhantes, eigsarasera feita uma
comparacao entre as equacdes de um grupo comoasrdo

O ganho de Kalman esta representado no primeiqpogie equacdes pela

equacéao (29) e no segundo grupo pela equacaoRé8kscrevendo as duas para

compara-las:
K, = P-Hy[H,P-H; + Rt]_l (29)
1o n—1
Koq = (XiXt) xt41 (48)

=
Ixp g (XeXe)  Xesn

Logo,
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-1
K., = (Xi—1Xe-1) ¢
t 1+x;(xg_1xt_1)_1xt

Re-arrumando a equacgéao (29):

K = (Xi_1Xe1) 712 [T + xp (X1 Xe—1) "2, ] 71

Mas, a equacgdo (49) tras a relacao:

P, = (XiX)™" (49)

Logo,

Py = (Xp1 X))

Substituindo a relagao (49), defasada, na equagdaa

K = Pe_yx,[I + xiPp_yx,]7!

Re-ordenando os termos dentro da matriz inversanoebe:

K; = Pe_yx;[x;Pe_qx, + 171

Agora, torna-se mais facil comparar as duas eqsacgde

K, = P,-Hi[H.P-H; + Rt]_l (29)

Ki = Pr_yxe[x;Pyqx, + 1177

Para que as duas equac¢les acima sejam iguaisssdaiecejue:

Pi- =Py 4

H;=x,- H;=x;

Além disso, ao invés da matriz identidade, apress@tuma matriR,, a
qual representa a matriz de variancias-covariarossdistirbios aleatorios da
equacao de medida.

As proximas equacdes a serem comparadas entre up®sgiserdo as
referentes as atualizagbes dos parametros dos ospdéb elas:

xt+ = xt— + Kt[Zt - Htxt—] (31)
biy1 =by + Kiq(Yepq — Xppqby) (47)
Entao,

b, =b; 1+ K,(Y; — xth; 1)

Comparando as equacdes acima, e utilizando asdayled exigidas na
comparagao entre as equacoes anteriores, refeemigsnho, observa-se que as
seguintes relacbes também devem ser atendidas:

X+ = by = x- = b4

Zt:Yt
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Desta forma, facilmente comprova-se que as equagi®s sdo idénticas, e
consequentemente o paralelismo entre o filtro denK@a e o algoritmo recursivo
de minimos quadrados.

As equacdes referentes as atualizagbes da nRtriambém devem ser

comparadas. Nesse sentido, colocam-se elas abaixo:

Pt+ = [I _ Kth]Pt— (30)
_ _ xt+1x£+1
Py =Py — Py P, (50)
Portanto,
_ _ xtxé
Pe=Prq=Pearmp =P

Re-escrevendo a equacéo (50), obtém-se:

Pi=P; 1 — Pyrq1xI +x;Pt—1xt]_1x;Pt_1

Colocando a matriP, em evidéncia:

Py =[I—Pi_qx [l + x;Py_1x,] 7 %} Py_q

Mas pelas relacdes desenvolvidas acima se sabe que:

K; = Pr_yxe[x;Pyqx, + 1177

Portanto, poder-se-ia escrever:

P, =[I - Kxi|P¢1

Aplicando as igualdades sugeridas nas outras cag{as entre equacgdes
na equacao acima, obtém-se:

P,=[I—-KH P

Como se deseja encontrar

Py =[I — K H;]Ps- (30)
Considerando que:
P+ =P,

Finalmente chega-se a uma relacéo idéntica a d&z&qy30):

Py = [I — K.H|P-

Desta maneira, demonstrou-se que o Filtro de Kalmaiéntico ao
algoritmo recursivo de minimos quadrados quanddate em equacbes de
correcdes do ganho de Kalman ou apenas ganho,tolodesvariaveis de estado
ou de coeficientes, ou em equacdes de correcOemaldaz de variancias-
covariancias dos erros das varidveis de estadoofon lado, ha duas outras
equacles que existem em casos mais genéricos tdo ¢l Kalman, que nao

encontram semelhanca no algoritmo recursivo demoiiquadrados ordinarios
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(MQO). As equacdes de atualizacdo das variaveiesteado e da matriz de
variancias-covariancias nao existem no método samrde MQO. Elas sao
responsaveis por mudancgas destas variaveis entterapot et + 1, enquanto
que as equacdes de correcado sado responsaveisnuelascas ocorridas dentro de

um tempat.

4.1.3.3.
O Algoritmo do Filtro de Kalman

A descricdo dos passos do Algoritmo do Filtro ddni€en facilitara o
entendimento do mesmo. Nesse sentido, pode-sardeéitgoritmo como:

1. Observa-se no mercado o valor do(s) contrato(syd(g) no tempo zero
para diferentes prazos de expiragao.

2. Estima-se o vetor de estado e sua matriz de vaagoovariancias para
t=0.

3. Atualiza-se o vetor de estado e a matriz de vaaérmvariancias para o
tempo t + 1 imediatamente antes de se obter o vetor de vaiave
observaveis do tempo+ 1 e faz-se =t + 1.

4. ApOs obter-se o vetor de variaveis observaveisutake o Ganho de
Kalman enx.

5. Através do vetor de variaveis observaveis e do GaehKalman se obtém
0 novo vetor de variaveis de estado para o tempo

6. Corrige-se a matriz de variancias-covariancias pdesnpot.

7. Repetem-se 0s passos anteriores a partir do padsoatt o tempo
desejado.

As equacdes (29), (30), (31), (32) e (33) definias o algoritmo do Filtro
de Kalman se encaixam nos passos definidos acirmegiante forma:
» O passo trés corresponde as equacdes (33) e (32).
= O passo quatro é o calculo da equacéo (29) apagoracdo de
novas informacoes.
= O passo cinco é a correcdo do vetor das varidweissthdo e
corresponde a equacéo (31).
= A correcdo da matriz de variancias-covarianciaseia fpela

equacéo (30), e corresponde ao passo seis.
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= O ultimo passo, sete, introduirecursividade do algoritn.
Para facilitar o acompanhamento do algorireescrevem-se as equacoe

abaixo:
K,=P.-H;[HP,-H;+R,]™! (29)
Py =[I — K.H,|P;- (30)
X+ = X~ + K[z, — Hyxy- | (32)
Pii1- = PP+’ + GQG’ (32)
X(t+1)- = Pxp+ (33)

A figura abaixo apresenta de maneira ilustrativa o algorittod=iltro de
Kalman. As varidveis da figura representam o qué ebtido a cada momer
através da aplicacdo das equacgfes de previsdorezdamrdo FK. A partir d
estimativa inicial para o vetor dasriaveis de estado e da variancia dos errc
estimativa deste mesmo vetor na data zero sdcadpbicacequacdes32) e (33)
de previsado para a data um. Desta maneira sacasl#glestimativas para a d
um que ao observae o sinal serdo utilizadas s equagOes de corregi
Primeiramente, sera calculado o Ganho de Kalmavesrda equaca29), e
posteriormente serdo obtidas as corre¢cOes partoode estado e a variancia

erro de estimativa através das equag31) e (30).

xo-  (32)  xy- (29) (30)  x,-
P 5 > S > P, 4
0 (33) 1 (31) L

Figura 4 - llustracédo Para o Algoritmo do FK na Data Unr

As estimativas feitas para o vetol variaveis deestado e para a matriz
variancias dosrros de estimativadas variaveis de estado, calculadas pe
tempo um, apds ser conhecida a var observavel, serdo atualizadas pat
tempo dois, obtendo previsbes para aquela datdighia abaixo € possivel v
que através das equacd32) e (33) geranse estimativas para a data dois.
obterse as variaveis observaveis na data dois c-se oGanho de Kalman pa
essa data atraves de Y2€om o Ganho da data dois calculado |-se obter o
vetor de variaveis de estado e a matriz de vaadncovariancias corrigido

através das equacdes &130), respectivamente.
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x+  (32) .- (29) (30) X+
pi———> , — K —>  —
1* (33) 2~ (31) Poi

Figura 5 - llustragao Para o Algoritmo do FK na Data Dois

Na data trés o0 mesmo procedimento sera realizadoobte-se a Ultime
observacao determinage as previsdes para a data seguinte atravi3d2) e (33).

Outra forma deepresent: o algoritmo é descritane AIUBE (2005 na
qual oautor constréi uma figura pailustrar o algoritmo do Filtro de Kalman. E
€ bastante esclarecedora e, portanto, ~se por incluila nesse texto para que
leitores possam desfrutar de mais uma f Algumas definfdes sdo necessar
para facilitar o acompanhamento da fig(6). O primeiro ponto € a divisdo d
equacgOes utilizadas pelo Filtro de Kalman em doigpas, o de equacgles
atualizacdo no tempou de previsé e o de correcdo ou atualizacdo da med
das variaveis.

As equacOes de atualizacdo sdo responsaveis mlsdw do vetor d
variaveis de estado e da made varianciasovariancias. Dentre as equacdes
descrevem o algoritm@oden-se enquadrar as equacdes) (& (33) como
equacOes de atualiz@ no tempo que objetivam realizar estimativas pz
proximo periodo. Cabe ressaltar que elas reprasetdabém o ponto qu
diferencia o Filtro de Kalman do Algoritmo Recuside MQO

A atualizagdo da medicdo é feita pelas equac29), (30) e 81) para o
proprio periodo, e sdo responsaveis pela incorporade novas informacdes
estimativas.

A figura a seguirilustra o algoritmo dividind-o em dois grupos c

equacgoes, as de previsao e as de cori
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Equacbes de Atua!izNagﬁo do EquacGes de Atualizacdo das
Tempo (Previsao) Medicdes (Correcio)
Avanga o estado no tempo: Calcula o Ganho de Kalman:
X(p+1)~ = d)xt’ K, = Pr'H;[HrPt'H;— Rr]_1
Avanga a covariancia no tempo: Atualiza a varidvel de estado com
Z.
— ¢ ' t:
P,.;;-=¢P,+¢d +GQG
x,+ =x,- +K,[z, — H, x,-]
Atualiza a matriz de covariancia:

P, = [I-Kth]Pt'

Estimativas iniciais:

X+ e Pr+

Figura 6 - Algoritmo Para o Filtro de Kalman

A figura egjuematiza o algoritmo do Filtro de Kalman. O priragasso ¢
inicializar o algoritmo com os valores das estinai iniciais do vetor d
variaveis de estado e da matriz de varia-covariancias para o tempo zero
segindo passo € a utilizacdo das equacdes de atdalizzara fornecerem
previsdespara o vetor de variaveis de estado e para a madrizariancie-
covariancias para o tempo um. A sequéncia € a pocagdo das novi
informacgdes vindas da observacao dtor de variaveis observaveis. As equag
de correcao serdo responsaveis pelo célculo do det@sanho de Kalman, «
matriz de varianciasevariancias e do proprio vetor de variaveis deadex
corrigidos no tempo um. Apds todo o procedimentxd® antriormente, entr-
se na fase de repeticdo Algoritmo, calculanc-se as previsdes para o vetor
variaveis de estado e para a matriz de varié-covariancias para o tempo dc
através das equacOes de atualizacdo no tempo. uersgg sera o calculo ¢
correcdes para o Ganho de Kalman, para a matrizad@ncia-covariancias
para o vetor de vaveis de estado, apds a observacdo das variavsasvakbeis
no tempo dois. O procedimento prossegue até o ailperiodo para o qual

detém dados das vaviis observaveis, calculando as previsdes paraa de
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varidveis de estado e para a matriz de varié-covariancias para o proxin
periodo, o qual ainda ndo se obteve os dados daseia observavei
A linha do tempo é dividida de uma maneira nta da usal. Nesse

sentido, o diagramabaixo apresenta uma interpretacdo desta di

K, K, K,
Xo* X1- Xq+ P,- X2+ Xy- P Kie+1)
= t
Py+ P,- Zy P+ Xop- Z3 P2¢ Pt_ z, x,+ P":t°1j‘_

Figura 7 - Linha do Tempo Para o Filtro de Kalmar

Um ponto interessante a ser levantado € que a &guacganho de Kalm:
e da matriz de varianci@®variancias sdo pr@mputadas, com o0 objetivo
agilizar o processo de ajuste, quando as novasmafgbes sdo recebidas
fornecer estimativas oh-line€’. No campo aeronautico, segundo BOMHC

(1994) é comum utiliz-se desse artificio para obterem-ggformacdes

praticamente instantaneas.

4.1.3.4.
Exemplo

Esse exemplo foi adaptado de ARNOLD (2008), e e-se a uma aplicagé
do Filtro de Kalman com apenas uma variavel dedesta preco a vista ¢
contrato futuro de petrole

Seja opreco a vista do barril de petréleo guiado por u@B\ital que

dS; = uS;dt + 05,dZ,

Onde:

dZ,~N(0,dt)

O contrato futurpndo considerando o retorno de convenié sera dado
por:

F, = S;e™

Logo,

In(F,) = In(Sy) +rt

Inserindo um termo de erro para o prso de estimativa:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0712522/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0712522/CA

O Filtro de Kalman 60

In(Fy) = In(Sy) +rt + & -~ &~N(0,q;)

Como a equacgdo de medida é dada por
z,=Fw,+d,+u, -Var(u,)) =R

E possivel comparar os termos

ze=W(F) ;Fe=1,w,=1In(Sy) ;dy =77 ;R=Var(e) = q;

Entao,

(] = e 1| ] + L2

Agora se deseja obter a equacdo de estado parsgeelado observavel,
que sera dada por
dS, = (u—0,50%)dt + odZ,

Demonstracao

Sabe-se que sedX =axdt+bxdZ e Q= f(X), entdo dQ =
[a*Qx+0,5%b%+Qxx+ Q] xdt +b*Qx+dZ, onde os subscritos
representam derivadas parciais. Neste cdSp= uS.dt + dS5;dZ; e deseja-se

obter a variacao d(S;). Assim, considerando

dX = dSt
Q= ln(St)
Tem-se

30 _ 0 1
T —g(ln(St)) =5

92Q _ 0 (1)_ 1
85z~ as\s.) s;?

0Q _
6t_0

Substituindo o resultado no Lema de 16,
1 1 1
dQ = [uSt 5 H05x (0Sp)? * (—?) + o] #dt + oS, - *dZ
Simplificando
dQ =[u—05x*c?]*xdt +o*dZ

Em tempo discreto

In(S,) = In(S;_1) + (u— 0,562)At + 6, - 6,~N(0, 0%At)
A equacédo de estado é dada por

x; =Bw;_{+ ¢+ Gv, . Var(v,) = Q
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Xt = [ln(lgt)] , B= [(1)] ; Weog = [In(S-1)] 5 € = [(H _ 0,1502)At ;

ive=lg)ie=lo ozl

Entao,

c=o

Xe+1)~ = PXpr = [(u —0,50%)At 1] [ln(St)]

X(+1)~ = [(

Py1)-

1
u—0,502)At + ln(St)]
= P+ + GQG’

Hl (u— OSJZ)At]_I_ 0 0
22

0 oAt

Py, + azAt]

P.-H{H,P-H;+R,]!

+|
Pr1)- = [0
Pr1)- = [0
K, =

_ [0

K:=o p,
K. = | P 22
K, =

0
K; =|_Pt=2

_Pt_22+qt

|

(_)22] [T 1 [8 pt(_)zz] 7]+ e}
"0 Pl [T+ laa)

0 -1
Pt‘zz] {Pi=, + i}

xt+ = xt— + Kt[Zt - Htxt—]

xt+=[

1
(u—0,50%)At + In(S,_4)
0 1
+ | _Prraz {ln(F) —[rr 1] [
Lt—zzi-zqtl t (u—0,50%)At + In(Se_4)

o=l -

1

[ln(lst)] - [(H - 0;1502)At (1)] [ln(;t—l)] + [é (1)] [Ht

Portanto, as equacdes previsao e de correcaodzstas por:

, _2[ ] 0 0 ] 1 (u—0,502)At
(t+1) (‘Ll - O,SUZ)At 1 0 Pt+22 0

(1) (1)] 0 azAt] [0 O]

]

-1
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Lot = [xt}m] + [Ktzl{ln(Ft) _O(rT + xt_Zl)}]

1
Xt = [xt‘m + Ktm{ln(Ft) — (rr + xt—21)}]

P [I — K ,H,]P [0 0 ] lP(-) l[ 1][0 0 ]
+ = - - = - t 22 rT
t tHelle 0 P, > 0 P,

t_22+qt

0 0 [ 0 0 0 0
P+ = [ ]— Pt=p,1T Pty l[ ]

0 P P,
t 22 -Pt_22+qt Pt_22+qt t 22

0 0 0 0 0
P = [O ] —1lo Pt—zzpt_zzl = [

Pt_zz Pt_22+qt

0 Pt_zz - Kt21pt_22

62

Para inicializar o Filtro de Kalman é necessarie geja fornecida uma

estimativa inicial para a varidvel de estado e sadancia, xo+ € P+,

respectivamente. Além disso, é necessario forrecparametros iniciais t e q;

na equacao de medidaueo e At na equacao de estado. No entania; e At

serdo considerados parametros observaveis ou ded@sis, ou seja, eles nao

serdo ajustados de maneira a aumentar a verossnpahijaq,, 4 € o serao
otimizados. Considerande,= 4%, t =1, At =1/52 = 0,01923, q; = 10%,

U = 15% eo = 32%, rodar-se-a o Filtro.

O valor inicial da variavel de estado € estimadavéts da observagdo do

contrato futuro, e sua variancia é suposta zerquta
E[In(Fy)] = E[In(Sy) + rT + &]
Logo,
E[In(Fy)] = E[In(Sy)] + rt
Substituindo valores
E[In(52,04)] = E[In(Sy)] + 0,04 * 1
Ou,
E[In(Sy)] = 3,9520 — 0,04 = 3,9120
Logo,

Xo+t = [ 1 ]
0 3,9120

E

Var[ln(Sy)] =0

Entao,

P =[0 7]

0 0
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Além disso,

(u — 0,502)At = 0,00190

ag?At = 0,00197

Desta forma, € possivel iniciar o Filtro aplicare®equacdes de previsdo
para determinar

1 1 1
X(0+1)~ = [(,1 — 0,502)At + ln(SO)] = [0,00190 + 3,9120] = [4,06102]

p __[o 0 ]_[0 0 ]_[0 0 ]
©+D™ = |0 Pg+,, +a?At] 1o 0+0,00197] ~ lo 0,00197

Aplicando as equacdes de correcédo, apos obsersaabdet = 1, 53,68
US$/bbl, oun(F;) = 3,9831

0 0 0
K1 = l P1_22 l = l 0,00197 l = [0’01931]

P1—,,+q1 0,00197+0,1
] 1 ]
b =
1+ _x1—21 + K121{ln(F1) - (TT + x1—21)}
ez | 1 ] _ [ 1
™= [4,06102 + 0,01931{3,9831 — (0,04 + 4,06102)}| 14,05874
p., = 0 0 ] _ [O 0 ]
1 = 0 P-,, = Kyi,,Pi-,,] 10 0,00197 —0,01931 % 0,00197
0 0
P =1g 0,00193]
Agora se aplicam as equac¢des de previsdo pardanlpeseguinte

1 1
X1+1)~ = [(M —0,50%)At + ln(Sl)] a [0,00190 + 4.05874] B

S 1
X+~ = _4,06064]
, 0 0 0 0 _
a” =0 P+ azAt] = [o 0,00193 + 0,00197] =
0 0
Py =1, 0,00390]

Aplicando as equacdes de correcdo, apdés observsinad de t = 2,
In(F,) = 4,0097

0 0 0
K, = [ Py—5, l = l 0,00390 l = [0,03754]

Py—,,+42 0,00390 +0,1

1
Xot = [x2—21 + K221{ln(Fz) —(rr+ x2—21)}]

1 1
Yor = [4,06064 + 0,03754{4,0097 — (0,04 + 4,06064)}] B [4,05723]
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0

0 0 0
P+ = [0 Py, — KzZle—zz] =[o 0,00390 — 0,03754 0,00390]

Py = [O 0 ]
0 0,00375

O préximo passo é calcular as previsfes pata3, e depois as corregdes.
Esse processo se repete até o ultimo dado obsei®@adoisso, determina-se uma
série de tempo para a variavel ndo observavel prelisdes para a variavel
observavel um passo a frente. A previsao para iawerobservavel é realizada
através da previsédo da variavel ndo observavatajdia equacao de medida, tal
que

E[z¢111Zy] = E[Hpp1 X1 + U1 Ze] = Hp 1 E[X 4] = Hi 1 X(41)-

A importancia da utilizagcdo do Filtro de Kalman pager observada pela
capacidade de previsdo para os precos futuros alugatos futuros de petrdleo
emt+ 1 com uma precisdo que sera apresentada nas apkcdgdcapitulo 7.
Nesse sentido, estimar o preco a vista é uma fdenabter uma precisdo maior

para estimar o preco futuro @m- 1.
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