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Processos Estocasticos

Os processos estocéasticos abordados nesta diésestas conhecidos como
movimento browniano (MB) e movimento de reversdanédia (MRM). O
capitulo tera como objetivo a apresentacdo destesegs0os quanto as suas
caracteristicas econémicas e demonstracbes matematle suas medidas
estatisticas. O capitulo baseia-se em DIXIT PINDYCK94), AIUBE e
BRANDAO.

3.1.
Movimento Browniano

Ha algumas variacbes sobre o movimento browniamopmcesso de
Wiener, por conta disto esta secdo sera divididee esstas variacdes. Trés
caracteristicas sao tipicas do MB, sao elas:

1. E um processo de Markov (tudo que se precisa paes previsio é
o valor atual e a distribuicéo de probabilidadeadacao)

dz = gVdt . ,~N(0,1)
2. Incrementos independentes
Ele;eg] =0Vt #s
3. Mudancas normalmente distribuidas e com variameiscente no
tempo
A terceira propriedade €& decorrente das duas pamieiA primeira
propriedade remete para a normalidadedde pois comodz é dado por uma
constanteit e por uma variavel aleatoria que segue uma distdb Normaldz

também seguird uma distribuicdo Normal. A médiavargéncia delz sdo:
E[dz] = E[et dt| =0
Var[dz] = Var[st dt| = dt
Entao,
dz~N (0, dt)
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A demonstragdo de que a variancia do processo éeaNgé crescente no
tempo pode ser encontrada no Apéndice C.

3.1.1.
Movimento Aritmético Browniano

O movimento aritmético browniano é um processo denéf com uma
tendéncia, e que pode ser descrito da seguinteform

dx = adt + odz . dz = edt « e~N(0,1) (34)

Onde:

a = tendéncia

o = variancia

A equacdo acima € conhecida como a de um movimarntmético
browniano (MAB) por apresentar uma tendéncia linear tempo. Podemos

calcular o valor esperado e a variancia para aga@oi da variavelx, da seguinte

forma:
E[dx] = E[adt + ogdz] = adt + cE[dz] = adt (35)
Var[dx] = E[(adt + odz — adt)?] = 6?E[(dz)?]
Onde:

E[(d2)?] E[(S\/_ )] dtE[e?] =

Entéo,

Var[dx] = o?dt (36)
Portantodx tera uma distribuicdo de probabilidade dada por:

dx~N (adt, g?dt) (37)

A seguir podemos observar trés caminhos difergpées o processo. No

exemplo os parametros do modelo foram:

Tabela 1 - Parametros Para o MAB

0,083333]
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Figura 1 - Simulacdo Para Movimento Aritmético Browniano

3.1.2.
Movimento Geométrico Browniano

O movimento geométrico browniano (MGB) é um casotipdar do

processo de Itd, e € utilizado para modelar precacdes, taxas de juros, preco de

produtos e outras variaveis financeiras e econ@nica

Se considerarmos um movimento browniano generalizadprocesso de
[t6 como:

dx = a(x,t)dt + b(x, t)dz (38)
Entdo, o MGB sera o caso especial em que:

a(x,t) = ax

b(x,t) = ox

Substituindo essas rela¢des na equagéao (38) teeropsacdo do MGB:
dx = axdt + oxdz (39)

Entao,
% = adt + odz

Onde:
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da 1 dx
a(ln(x)) = ;dx =%
Portanto, podemos ver qéﬁé segue uma distribuicdo Normal, pois segue

um MAB. A variacdo ddn(x) é igual a variagééle, portanto,in(x) também

seguira um MAB e tera uma distribuicdo Normal. Be&irma, x tera uma
distribuicdo LogNormal.

A demonstracdo de como obter a média e a vari@locPAGB encontram-se
no Apéndice C, e os resultados sao:

E[x.] = xoe*T (40)
E,
Var[xt] = %, 2e2aT+a2T xozeZaT — xOZeZOtT(eUZT _ 1) (41)

Abaixo podemos ver trés caminhos aleatérios de UbBMom parametros:

Tabela 2 - Parametros Para o MGB
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Figura 2 - Simulagcédo Para Movimento Geométrico Browiano
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3.2.
Movimento de Reversdo a Média

O movimento de reversdo a média (MRM) possui uraadg diferenca em
relacdo ao MGB, que é a convergéncia de longo p@mando se faz o tempo
tender a infinito o MGB tende a infinito ou a zedependendo da sua tendéncia.
A caracteristica de tendéncia exponencial € adeqaadlguns ativos como as
acoes. Por outro lado, o MRM converge para uméétesd de longo prazo, o que
€ uma caracteristica que possui embasamento na t@icroecondmica. Ha
ativos, como é o caso de@mmodities, que possuem claramente uma relagcdo com
0S seus custos marginais de producao.

No caso do petréleo, por exemplo, através da teni@oecondmica, 0
preco sera dado pelo custo marginal do campo coior rmasto, necessario para
equilibrar a oferta e a demanda. Cabe aqui ressplao modelo ndo incorpora
custos marginais crescentes, como € o caso ddtiiaddis petroleo. No entanto, a
modelagem por MRM tem se demonstrado coerente. vagép de reversdo a
média pode ser escrita da seguinte forma:

dx =n(x —x)dt + odz (42)

Onde:

n = velocidade de reversdo a média

X = média de longo prazo

O valor esperado do MRM em func¢éo do tempo € dado p

E[x] =X+ e " (xy — X)

E a variancia sera

Var[x,] = %(1 — e72mt) (43)

Abaixo apresentam-se trés curvas que representamlacao no tempo de

diferentes processos de reversdo a média. Os saltiikados como parametros

destes processos estocasticos encontram-se na adlaeto:
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Tabela 3 - Parametros Para o MRM
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Figura 3 - Simulacédo Para Movimento de Reversédo a étlia

O grafico acima demonstra a caracteristica paaicdlo MRM que
apresenta valor de igual a zero. No grafico, X1 representa este dipgrocesso
gue na verdade se iguala a um processo browniamdrsk.
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