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Revisao Bibliogréafica

Os principais artigos, livros e apostilas relactosa esta dissertagéo foram
enumerados durante o presente capitulo. Os priadifygicos de cada um deles,
assim como suas conclusdes foram abordados de fonckentificar o contexto
cientifico em que a dissertacdo se encontra. Ermnalgcasos 0s assuntos
abordados sao tdo importantes para o entendimenéstddo proposto, que eles
voltaram a ser detalhados em capitulos posteriooesp € 0 caso dos processos
estocasticos e do Filtro de Kalman. Os trabalhos expostos fazem parte de um
segmento do conhecimento denominado estudo des 4érigoorais, no qual as
préprias séries sao utilizadas para modelar ossd&dtw entanto, ha outros ramos
na econometria.

Outra metodologia utilizada para modelar os prez@presenta-lo como
funcdo de algumas outras variaveis. GUJARATI (20@3)JOHNSTON E
DINARDO (1997) apresentam modelos econométricos quais a variavel
dependente é determinada pelas variaveis indepesdétor exemplo, poderia-se
construir um modelo de demanda de petréleo como fungiio da renda e dos
precos. A variavel renda determinaria a capaciddoe consumidores para
comprar. O preco seria o0 responsavel pela escakaahsumidores em relacéo
as outras fontes de energia. Outro aspecto guédgast relevancia do estudo é o
volume negociado de contratos futuros de petrdleo.

Ha muita divergéncia quanto a verdadeira dimens@onrcado de
derivativos. SHERIDAN (2008) divulgou um estudo neaista News\Week, por
exemplo, no qual o mercado é estimado em US$ IbBes, e vem duplicando de
tamanho a cada dois ou trés anos. O objetivo desticlores, das empresas e das
instituicbes financeiras € buscar nesse mercadm a@é ganhos de capital,
protecao.

Os principais textos que se relacionam com esbaltra, por serem artigos
que abordam a modelagem e a previsdo do preco tdagee sdo GIBSON E
SCHWARTZ (1990) e SCHWARTZ E SMITH (2000). O primeirtigo modela
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0 preco futuro como uma funcé@o do preco a vistaprdao para expiracdo dos
contratos futuros e do retorno de conveniéncanfnience yield). Os fatores

estocasticos deste modelo sdo o preco a visteewmo de conveniéncia, e por
isso 0 modelo pertence a classe dos modelos déadloies. O segundo artigo, de
2000, também apresenta um modelo de dois fatonesjasvio de curto prazo e
uma tendéncia de longo prazo. Por utilizar fat@&ecasticos mais intuitivos o

segundo modelo ganhou bastante notoriedade negtest® de pesquisas.

2.1.
GIBSON E SCHWARTZ (1990)

Os autores desenvolveram um modelo de dois fapaes a cotacdo do
barril de 6leo, no qual as variaveis estocasticase precapot e o retorno de
conveniéncia instantaneo. Desta forma o ativo ngetite sobre o petrdleo seguiu
como uma funcéo do preco a visfa,do retorno de conveniéncia, e do tempo
para a expiracaa;, conforme relacdo abaixo. As variaveis foram sefexas,
pois o pre¢o do derivativo claramente depende dgopa vista, do tempo para a
expiracdo do contrato e das reservas do produtquas sdo representadas pelo
retorno de conveniéncia.

B(S,8,7) 2)(

Onde:

B = Valor do derivativo.

Os parametros do modelo foram estimados atravéRdes semanais dos
contratos futuros de petroleo, entre Janeiro dd E98ovembro de 1988. Artigos
anteriores, BRENNAN E SCHWARTZ (1985) e PADDOCKESIEL E SMITH
(1988), costumavam considerar apenas uma fonteceetéza, o preco a vista do
barril de petrdleo. No entanto, a consideragao ke aronvinience yield € uma
espécie de dividendo deommodity mostrou-se extremamente realista (ver
BRENNAN (1986) e FAMA E FRENCH (1987,1988)). O muxefoi

representado pelas seguintes equacoes:

% = udt + 0,dz; (3)
dé = k(a — 8)dt + 0,dz, 4)
Onde:

dz,dz, = pdt (incrementos correlacionados)
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S= pregospot.

u =drift.

o, = volatilidade do MGB.

k = taxa de reversdo a media.

& = retorno de conveniéncia.

a = tendéncia de longo prazo.

o,= volatilidade do MRM.

Os processos estocasticos apresentados acima saomawimento
geométrico browniano (MGB) e um movimento de rederd média (MRM). No
capitulo trés esses processos foram analisados pmafandamente. Neste
momento sO € preciso ter em mente, que um MGB prooesso que possui uma
tendéncia exponencial no tempo e que o MRM aprasanta tendéncia de
reversao para uma média de longo prazo.

A equacao (3) para a variagédo do preco a vistseéaba em argumentos de
que o preco do barril possui uma distribuicdo debabilidade LogNormal. O
comportamento do preco é modelado através de ustabdicdo LogNormal
pelas caracteristicas semelhantes entre o precdigtrédouicdo. Assim como a
distribuicdo LogNormal, os pre¢os nao podem seratnggs. A distribuicdo
LogNormal € assimétrica a direita, ou apresentamassa positiva, o
comportamento dos precos também apresenta a méibha que a mediana, e a
mediana maior que a moda. Em uma andlise maisgateveriam ser realizados
testes estatisticos que comprovassem que os ppecesn ser modelados por
distribuicbes LogNormais, no entanto neste texsume-se isto como premissa.
Portanto, as paridades citadas justiicam a modelagugerida acima. A
definicAo do MRM para o retorno de conveniénciaséificada em artigo anterior
dos mesmos autores GIBSON E SCHWARTZ (1989) no géal encontradas
fortes evidéncias empiricas para tal afirmacdo. Uamda explicacdo para o
comportamento de reversdao a média do retorno deen@ncia pode ser feita
pela suposicdo de que este tende a ser maior quendscassez do produto, e
menor na abundancia. Nesse sentido, a ausénciedet@ no mercado faz com
que a remuneracdo do investidor que armazena outproduba, o que
consequentemente aumenta o0 desejo por armazenand@uo volume
armazenado cresce, o retorno de conveniéncia tencar, e desta forma se

verifica 0 comportamento de reversdo a uma tend@&eclongo prazo.
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2.1.1.
Aplicagao do Lema de It6 ao Modelo

Através da teoria dos ativos contingentes baseadargumentos de nao
arbitragem € possivel encontrar uma equacéo ddeeam termos do derivativo,
gue no caso € um contrato futuro.

O procedimento para alcancar a equacdo de varidgaoontrato futuro
encontra-se no Apéndice A. No entanto apresentaarssguir 0os resultados.

Definindo o derivativo com@® e sabendo que é funcéo fled e, onde
=T —t. Aplicando o Lema de It6 obtém-se, para taxa desjisem risco
deterministica e condic6es de mercado perfeitegaiste relacédo.

%355520-12 + %B(S&O-ZZ + BS(SSPO_:LO-Z + BSS(T - 5) +

Bslk(a —6) —Ao,] — B, —rB =0 (5)
Sujeito a condicao inicial de que (para um contfatiaro):

F(5,6,0)=S

Onde:

A= preco por unidade de risco da taxa de retorrmdeeniéncia.

F representa um contrato futuro.

Na sequéncia do artigo é realizada a estimativa gioémetros dos
processos estocastico do preco a vista e do retiereonveniéncia. Depois é feita
uma avaliacdo da capacidade do modelo em precifioatratos futuros. Por
altimo os autores concluem que o modelo demonsteocapaz de valorar tanto
instrumentos financeiros de curto prazo quantoratog futuros de longo prazo,

desde que o preco por risco do mercddesteja atualizado.

2.2.
SCHWARTZ E SMITH (2000)

Neste artigo o modelo escolhido também foi de datieres estocasticos,
porém as variaveis consideradas estocasticas fonardesvio de curto prazo e
uma tendéncia de longo prazo. O desvio de curtmomefere-se a diferenca entre
a tendéncia de longo prazo e o prespot, ja a tendéncia de longo prazo
representa a tendéncia de evolucdo para o predongo prazo. As variaveis

escolhidas sdo ndo observaveis, e foram estimaplagés dos precos dos
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contratos futuros. Intuitivamente pode-se dizer auedancas nos contratos
futuros de longo prazo afetam a tendéncia de lgrgao e que alteracdes nas
diferencas entre os contratos de curto e longoopadetam os desvios de curto
prazo.

O modelo proposto, diferentemente de grande pagendelos propostos,
ver BRENNAN (1991), ndo considera o retorno de emm@ncia como uma das
variaveis estocasticas. No entanto, quando comparacho 0 modelo proposto
em GIBSON E SCHWARTZ (1990), os modelos podem serites como uma
combinagéo linear um do outro. Desta forma, um mambe aspecto citado no
artigo € que apesar dos fatores estocasticos siferantes entre os artigos de
GIBSON E SCHWARTZ (1990) e SCHWARTZ E SMITH (2000) primeiro
S840 0 preco a vista e o retorno de conveniéncia gegundo o desvio de curto
prazo e a tendéncia de longo prazo, os dois modétogquivalentes. No entanto,
0os autores justificam o desenvolvimento de um nwd®Em tais variaveis
estocasticas pelo fato de que o conceito de retdenconveniéncia ndo € muito
claro para muitas pessoas. Por outro lado, desvioudo-prazo e equilibrio de
longo-prazo séo idéias mais consistentes, e pdaaisso outros autores, como
ROSS (1997) e PILOPOVIC (1998), também desenvalwareodelos nos quais
os fatores também séo interpretados como de cratm @ longo-prazo

O modelo escolhido em SCHWARTZ E SMITH (2000) assuom
movimento geométrico browniano (MGB) para a evatugé preco de equilibrio,
levando em consideracdo expectativas de exaustaofetta, evolugdo da
tecnologia de producdo e de exploracdo, inflacA@uestdes politicas e
regulatorias. Os desvios de curto prazo revertera pero, seguindo um MRM
também conhecido como processo de Ornstein-Uhl&nleées representam, por
exemplo, variagBes ocasionadas por mudangas aesatortes de oferta, etc., e
sao afetados pela capacidade dos participantes efoado em ajustarem 0s
estoques as mudancas no mercado.

O fato de que o modelo desenvolvido é baseado e fhbores
estocasticos, desvios de curto prazo e tendénci@rd® prazo, que ndo sao
observaveis no mercado, favorecem a utilizacdcdeidas do Filtro de Kalman
para estimar estas variaveis de estado. O procethnue utilizacdo do Filtro,
neste artigo, sera descrito nesta mesma secao anfisnte, porém para o

algoritmo do Filtro de Kalman seréa reservado unitagpem especial.
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2.2.1.
O Modelo Proposto

Passando da parte conceitual do modelo para aosualécdo matematica
podemos escrever:

In(Se) = xe + & (6)

Onde:

S; = preco a vista deommodity

X+ = desvio de curto prazo

¢, = tendéncia de longo prazo

O modelo assume qu& tém uma distribuicdo LogNormal e, portanto,
In(S;) tém uma distribuicdo Normal, isso ocorre por calssdistribuicdo dg; e
de &, serem Normais. As variavejs e ¢, possuem distribuicdes Normais porque
as Unicas variaveis aleatérias dos processos estwsasaalz, € dz; que sao
incrementos aleatérios com distribuicdo NormalinQS,) € formado pela soma
de duas variaveis aleatdrias Normais, portanto,siposlistribuicdo Normal

também. As variaveis estocasticas seguirdo osrgegyrocessos estocasticos:

dy: = —kx.dt + o,dz, (7
dé; = pgdt + ozdzg (8)
dz,dzs = pyedt (9)
Onde:

k = taxa de reversdo a média

g, = desvio padréao do desvio de curto prazo

dz, =incremento do processo browniano padrao do delevcurto prazo

ps = tendéncia de crescimento da tendéncia de loragmp

og = desvio padrdo da tendéncia de longo prazo

dz; = incremento do processo browniano padrdao da temléle longo

prazo

pye = correlagao entre os incrementos

As equacbes acima definem as variaveis de estadteenos de suas
variacbes, mas deseja-se obter a evolugcdo desiasers em termos absolutos.

Desta forma, o vetor de valores esperados dasbdigfies Normais destas
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variaveis em funcdo do tempo, assumingoe &, como valores inicias das

variaveis, sera dado por:

E[(xe, €01 = [e ¥ x0, &0 +.U§t] (10)

A demonstracdo de como chegar ao valor esperaddRM e do MGB
sera feita no terceiro capitulo onde foram demadas algumas caracteristicas
dos processos estocasticos constantes nesta afj®eriNo entanto, € possivel
constatar que o valor esperado do desvio de cuamptende a zero quando o
tempo tende a infinito, e que a velocidade em deevai a zero depende da
constantét. O equilibrio de longo prazo apresenta uma tendgmoporcional ao
tempo e a taxa de crescimento do processo. Azvdrvariancias e covariancias
destas distribuicdes Normais também sera detalagadximo capitulo, por ora
nos limitamos a enuncia-la para podermos descrageicaracteristicas dos

processos estocasticos.

(1— e 2kt)%L (1 _ g—ktyPxe%2%

Cov[(xe ¢0)] = 2K f (11)

(1- e-kf)@ a2t
Onde o termo da primeira linha e primeira colur@esenta a variancia de
Xt 0S termos da primeira linha e segunda coluna gedanda linha e primeira
coluna representam a covariancia entyee ; e o termo da segunda linha e
segunda coluna representa a variancig de
Como In(S;) = x: + &, entdo In(S;) também apresentara distribuicdo

Normal com média e variancia dados por:
E[In(S)] = Elxe + &1 = Elx] + E[&e] = e_kt)(o + &0 + ugt

Logo,
E[In(S)] = e™xo + §o + et (12)
Sabe-se que

Var[A + B] = Var[A] + Var[B] + 2Cov[A, B]
Entdo, aplicando as variaveis do modelo chega-se a
Var[ln(S,)] = Var[yx: + é:] = Varly:] + Var[&] + 2Cov[yx;, &]

2
Var[in(S)] = (1 — e‘z"t)% + afzt +2(1 — ek _ngZXag (13)
Caso se queira obter o valor esperado e variaongmeto a vista em funcao
do tempo, deve-se utilizar a funcdo geradora de entws. Em HOEL, PORT E

STONE (1971) a funcdo geradora de momentos € eadacionforme Apéndice
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B. Aplicando a funcdo geradora de momentos pacgaritmo do precgo a vista é
possivel obter o logaritmo do valor esperado dg@éevista, e consequentemente

o valor esperado do preco a vista.
1
In (E[S;]) = E[In(S,)] + EVar[ln(St)]

Substituindo pelos valores encontrados em (123 (1

In (E[S¢]) = e xo +&o + ust +

2
%((1 —e )4 62t +2(1 - e-kf)—przx"f> (14)

2.2.2.
Processo Neutro ao Risco

Um artificio muito utilizado para valorar contratiosuros é a transformacao
de um processo estocastico real em um processoasstm neutro ao risco,
conforme DUFFIE (1992) que apresenta uma ferramegtaosa de valoracao
neutra ao risco. Em SCHWARTZ (1995), o autor uilia penalizacdo do
processo por um prémio de risco para entdo poderla 0 processo neutro ao
risco, o que é justificado pelo fato de que aséavais de estado do modelo sdo
precificadas de acordo com lmtertemporal Capital Asset Pricing Model
desenvolvido por MERTON (1973) e COX ET AL. (198&ssa mudanca de
medida é realizada devido a dificuldade encontratadeterminar a taxa de
desconto adequada ao risco. Neste sentido, o pm@Eglito neutro ao risco
quando pode ser descontado no tempo pela taxasderde livre de risco, e seus
fluxos de caixa séo equivalentes aos fluxos deaceais diminuidos por um
prémio de risco.

Os processos estocasticos do modelo de SCHWARTAMHFS (2000)

transformados em processos neutros ao risco sao:

dx: = (—kx; — 1,)dt + g,dz;, (15)
d&, = (ug — Ag)dt + ogdz; (16)
dzydz; = pyedt (17)
Onde:

A, = Prémio de risco de curto prazo.

Az = Prémio de risco de longo prazo.
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dz, = Incremento do processo browniano padrao do dekvicurto prazo
no mundo neutro ao risco.

dzg = Incremento do processo browniano padrdo da teral&® longo
prazo no mundo neutro ao risco

Podemos observar que o desvio de curto prazo naédeemais para zero e
sim para— % e que a nova tendéncia do MGB§é= pe — A¢. Os novos valores
do vetor de médias e da matriz de variancias caveidas serao:

E*[(xe €)1 = [e_kt)(o -(1- e_kt)%'fo + ﬂ;t] (18)

Cov*[(x, &)] = Cov[(xe, €0)] (19)

A maneira de se alcancar os resultados acima dlsmmea dos anteriores,
a qual sera demonstrada no proximo capitulo. Osrisgbs denotam valores
esperados e variancias referentes a medida neutiaca. O valor esperado e a
variancia ddn(S;) sob medida neutra ao risco sera:

E*[In(S)] = E*[xe + &l = E*[xe] + E7[S¢]

E*[In(S)] = e™¥xg — (1 — e ) X + & + pjt (20)

Var*[In(S;)] = Var[ln(S,)] (22)

Comparando as equacgtes (20) e (21) com as dossposceom medidas
. . N 2 .
reais, a diferenca sdo os terme@l — e"“)f e —Ast 0 que vai ao encontro da

teoria que diz que 0 processo neutro ao risco pessutendéncia penalizada em
relacédo ao processo real.

O proximo desafio é valorar o contrato futuro, j& @ valor esperado e a
variancia do preco a vista em funcdo do tempoij@ldeerminado. Considerando
Fr, como o valor do contrato futuro que expira Emo tempo zero, e sabendo
que através da ferramenta de valoracdo neutraseo o valor deste contrato €
igual ao valor esperado do preco a vista Bnmpodemos escrever o valor do
contrato futuro como:

ln(FT,O) = In(E*[S7]) (22)

Pode-se demonstrar conforme Apéndice B que:

In(Fro) = In(E*[S7]) = E*[In(Sp)] + 3 Var*[In(S,)]

Substituindo os valores encontrados anteriormesate @ valor esperado e a

variancia na medida de martingale equivalente
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In(Fro) = e xo+ & + A(T) (23)
Onde:

. kT Ax 1 - 7
AT) = T — (1 — e )L 4 (1 —e 2 ) X ¢

kT~ Py£0XO
ET+2(1 kT) ka)( f)

2.2.3.
Aplicando o Filtro de Kalman ao Modelo

Através das relacbes acima os autores seguem pastimacdo das
variaveis de estado, o desvio de curto prazo edéheia de longo prazo, e dos
parametros do modelo. Nesta fase foi utilizado krdFide Kalman sem, no
entanto, haver uma preocupacao em explicitar eixaunstnte seu funcionamento,
0 que sera feito no capitulo quatro, especialmgedicado ao Filtro de Kalman.

A equacdo de transicdo, responsavel pela atuatizded varidveis de
estado, sera dada por:

Xy = x4 + GV (24)

t=1,..,nr

Obs.: As variaveis em negrito representam vetotesdp minusculas e
matrizes quando maidsculas.

Ondex; € o vetor de variaveis de estadn.é a matriz de atualizacdo do
vetor de estado no tempm, € um vetor de erros aleatériored uma matriz de
atualizacao destes ruidos.

Aplicando ao modelo proposto, e discretizando am@ies dos processos
estocasticos referentes as variaveis de estado:

P B [ R @9

t=1,..,n
Onde:
Var[v,] = Q = Cov[(xat, éat)]

(1- e—zkt)a_)zc (1- e—kt) Px£9x9¢

COV[(XAt;SCAt)] = 2k k (26)
(1— ek @ o2t

At = tamanho da discretizacdo do tempo

ny = numero de periodos de dados
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A equacdo (25) permite observar que o equilibritodgo-prazo apresenta

uma tendéncia igual @ a cada periodo, acrescida de um distirbio al@atgyi

que possui caracteristicas dadas pela equacdo @@esvio de curto-prazo
apresenta uma tendéncia de reversdo a média dadapb

A outra equacdo do Filtro de Kalman é conhecida ccdigquacdo de
Medida. Ela explicita a relacdo entre as variaodiservaveis e as variaveis nao
observaveis. No modelo do artigo as variaveis efdseis em cada tempo sao os
contratos futuros com diferentes prazos para spgae@o. A Equacédo de Medida
sera representada por:

z, = Hx; +u, (27)

Aplicando ao modelo proposto:

In FT1 A (Tl) e —kTy 1 e Ut
S N Y [ft]+ - (28)
lnFTn A(T,) e kn 1 Unt
Onde:
Ut
u, =| ! | = vetor serialmente descorrelacionado, normalmeisteibuido
Unt

e ComE[u,] = 0 eCov[u,] = R.
Para um contrato futuro, por exemplo, aquele gypéra&xim més a frente, a

equacao (28) acima seria determinada da seguinteiraa

* _ A
InFr,=e My, + & +wT —(1—e )2+
1 _ o2 _ P00
E<(1 —e ) L4 62T +2(1—e le)%) + Uy,

Na equacédo acima o logaritmo do contrato futurel@cronado com o prazo
para expiracadd’;, com as variaveis de estado e uma constante quigéta
depende do tempo para maturacao do contrato.

A Unica variavel introduzida no Filtro de Kalmarera das determinadas
anteriormente na construcdo do modelo, € o erroatida ;).

Inicia-se o processo de estimativa através de ustdbdicdo preliminar
para as variaveis de estagg,[,], a qual se supde ter um vetor de médgjse
uma matriz de variancias e covariandbgs A cada periodo subseqtiente roda-se o
Filtro recursivamente, sempre calculando, através wveétor de variaveis

observaveis, do vetor prévio de médias das vasaleiestado e da sua matriz de
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variancias e covariancias, as distribuicbes pastsidas variaveis de estado. As
relacdes do vetor de médias e da matriz de vaadéreicovariancias utilizando
toda a informacao até o tempcserdo atualizadas atravées das equacdes a seguir.

As equacdes de correcao no tempo sao definidas:como

K,=P-H;[HP-H;+R,]™! (29)
P, = [I — K,H,]P,- (30)
X+ =X~ + K[z, — Hyx,-| (31)
As equac0des de atualizagdo no tempo do algoritnfeltfo de Kalman séo:
Pii1- = PP+’ + GQG’ (32)
X(t+1)- = Pxp+ (33)

O vetor previsto de medias das variaveis de estgdq)- e a matriz de
variancias e covariancid;.)- sdo baseados no que € conhecido até o tempo
O vetor de médias das variaveis observatigis- € a previsdo para o periotlo
baseadas nas informagdes tde 1. A matriz K;, conhecida como Ganho de
Kalman, define uma corregéo para a previsgobaseada na diferenga entre o
logaritmo dos contratos futuros e a previsao pasapot.

A estimacdo das varidveis de estado é feita rodsadwo Filtro algumas
vezes. A variancia das variaveis de estado iréeteaskintoticamente a um valor,
independentemente da sequéncia de precos obseradodistribuicdo escolhida
a priori para as variaveis de estado. Isso indicard os valores 6timos das
variaveis de estado foram encontrados pelo algoritonFiltro.

O algoritmo do Filtro de Kalman também pode calcwa valores dos
parametros do modelo se paralelamente a ele foyduido um algoritmo de
maximizagdo da verossimilhanga. O procedimento istn:a variacdo dos
parametros e re-rodagem do Filtro de Kalman, calsalentdo a verossimilhanca
do modelo com os parametros escolhidos para cadaace, assim, procuram-se
quais parametros sdo mais adequados aqueles dados.

No caso deste modelo ha sete parametros que deverstsnados por esse
processo(k, oy, e, 0¢, Py, Ay, 7). além dos termos da matriz de varidncias e

covariancias dos erros de medid®.
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