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Apéndice A — Aplicacdo do Lema de It6 ao Modelo de
Gibson Schwartz (1990)

Através da teoria dos ativos contingentes baseadargumentos de nao
arbitragem € possivel se obter uma equacéao diiefeara termos do derivativo,
gue no caso € um contrato futuro.

Definindo o derivativo como B e sabendo que é farddS § e t, onde
T =T —t. Sabendo que B € duas vezes diferenciavel em sedet®e §, pode-se

aplicar o Lema de It6, e obter-se:

B =2ds +2Zas+ L+ 122 ds)? + 122 (d6)? + 22 dsds
Como:

dS = uSdt + 0,5dz;

Entao:

(dS)? = u2S2dt? + 2uSo,Sdz,dt + 0,252%dz,*
Comodt é um periodo de tempo muito pequethi?, pode ser considerado
zero. Sabe-se, ainda, qde, dt € igual adt elevado a um namero maior do que

um e, portanto, pode-se considerar também iguara E possivel provar que

dz? é igual adt:
dz = st\/a
E[dz] = VdtE[e]
Onde,
&~N(0,1) => E[e;] =0=>E[dz] =0
Entao,
E[dz] =0
Logo,

Var[dz] = E[(dz — E[dz])?] = E[dz? — 2dzE[dz] + (E[dz])?]
Var[dz] = E[dz?]

Mas,

Eldz?] = E|(eVde) | = dtE[(e,)?]
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E por defini¢ao,

E[(e0)?] = E[(e; — E[e])?] = Var[e] =1

Portanto,

E[dz?] = dt

Até aqui provou-se que o valor esperadaddé é dt. O proximo passo é
provar que a variancia d&? é zero. Se uma variavel tem valor esperado igual a
algum valor e variancia zero pode-se afirmar q@a &ariavel é igual ao proprio
valor esperado. Aplicando a definicdo de variancia.

Var[dz?] = E[(dz? — E[dz?])?] = E[dz* — 2dz?E[dz?] + E[dz?]?]

Ou,

Var[dz?] = E[dz* — 2dz*dt + dt*] = E[dz*] — 2dtE[dz?] + dt*
Logo,

Var[dz?] = E[dz*] — 2dt? + dt* = E[dz*] — dt?

Onde,

E[dz*] = E[dz%dz?] = E[e?dte?dt] = dt?E[e*]

No entanto, como a variavelcorresponde a uma normal padréo, é possivel
determinar-se o valor esperado acima da seguinteafo

E[e*] =3

Pois,

E[e*] = E (e — E()"| = E[*]

Ou seja, corresponde exatamente a definicdo dotoquaomento da
variavel, ou ainda a curtose da distribuicdo. Ntamo, sabe-se que o quarto
momento da distribuicdo normal padrdo é igual &.t€onsequentemente,
aplicando o resultado tem-se,

E[dz*] = 3dt?

Voltando,

Var[dz?] = 3dt?>—dt?> = 0

Portanto, teremos:

(dS)? = p2S2dt? + 2uSo,Sdz,dt + 0,25%dz,* = 0,%5%dt

Elevando outro termo ao quadrado,

(d6)? = (k(a — 6)dt + 0,dz,) (k(a — 8)dt + 0,dz,)

Onde todos os termos sao de ordinmaior do que um, e por isso tendem

a zero, exceto um. Logo, o resultado é
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(d6)? = g2dt

Para outro termo do Lema de It tem-se:

dSdé = (uSdt + 0,Sdz,) (k(a — 8)dt + 0,dz,)

Neste caso todos os termos vao para zero, poasaaem delt elevado a
um ndmero maior do que um, exceto um:

dSdé = g,0,Spdt

Como:

T=T—t=>dr=—dt

Substituindo na equacao do Lema de Itd as relagiesm e considerando as
seguintes abreviacdes para as derivadas parci@msds:

dB = Bg(uSdt + 0,5Sdz,) + Bs(k(a — 8)dt + 0,dz,) + B.(—dt) +

%Bss(alezdt) + %B&;azzdt + Bgs0,0,Spdt

Onde:

0B

Bs = E

0B

Bs = %

0B

B, = E
g B
S§S — F
0°B
Bss = 357
0°B
Bgs = ﬁ

Agrupando os termos edt:
dB = [—BT +~Bss0125% + BssSpoy0+5 Bsso? + BsuS + Bsk(a —
8)] dt + 0,SBsdz, + 0,Bsdz,
Considerando a taxa de juros sem risco como detistica e condigbes de

mercado perfeito, a equacdo diferencial obtida peiétodo dos ativos

contingentes, que considera condi¢cdes de naoaygbitr, sera:
%355520'12 + %B(S&O-zz + BS(SSPO_:LO-Z + BSS(T - 5) + Bé‘[k(a - 5) -
Ao, —B;—rB =0

Sujeito a condigédo inicial de que (para um contfatioro):
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F(5,6,0)=S
Onde:
A= preco por unidade de risco da taxa de retorrmpdeeniéncia

F representa um contrato futuro.

112
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Apéndice B — Funcdo Geradora de Momentos

A funcéo geradora de momentos é dada pelo valeradp det*:
My (t) = E[e*]

Portanto,

M, () = j et f (x)dx

Para o caso em que a distribuicdo de probabilidizdeariavelX é uma
Normal, dada por:

X~N(u,0%)

Ou seja,

1 —a-w?

f(X) = moe 20%

Entdo a funcdo geradora de momentos sera

—(x-w?

My (t) =fjooo€txﬁe 202 dx

Ou,

202tx —(x?—2xp+p?)

My (t) = ﬁf_ﬁoe 202 @ 202 dx

Desenvolvendo,

—(x?-2(p+ta?)x+u?)

My(t) == [ " 2 dx

21O

Se completarmos o quadrado no expoente,
(x?2=2(u+todH)x +u?) =[x — (u+ to?)]? — 2ute? — t?c*
Substituindo,

—{[x— (p+ta? )]2 —2puta?-t? 04}

1 0o
My (8) = 7= J_e 202 dx
Ou,
P N
My(t) = =t [© o™ 2 dx

Chamando déx — (u + to?)]/o deu, entdodx = odu. Portanto
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12 2 1.5
My (t) =\/%e”t+zt a ffoooe 2 du

1 . 7
Se o termoﬁ for colocado novamente dentro da integral, obsesgsa

que a integral corresponde exatamente a toda a alveixo da funcédo de

densidade da Normal Padréo, e portanto € exatangerea um. Logo,

My (t) = eut+%t202

O r-ésimo momento em torno da origem sera dado por:

= EQXT) = 2 a7 f(0)dx

Essa definicdo permite duas observactes. A prinesiraelacdo a média,
pois sabe-se que

EX)=u

O que quer dizer que o primeiro momento, quandstgubser por um, é
exatamente a definicdo de média, que chamou-ge de

A segunda constatacdo permite que seja feita ala@dio entre a variancia
e 0 segundo momento. Substituindona definicdo acima por dois, tem-se o
segundo momento

uy = E(X?)

No entanto, uma das formas de definir-se a va@ééci

0% = E(X?) — [E(X)]?

Portanto, a variancia podera ser também definidaocama funcédo do
segundo momento

0% = py — p?

Outra definicdo bastante util diz que &e tiver funcdo geradora de

momentosV (t), entdo

I drMX(t)
" at™  lt=o

Aplicando a definicdo acima a funcdo encontrada pema variavel com
distribuicdo Normal

dMx(t) pt+t2g2 2
—_— =e" 2 + to

at =0 (w ) t=0
Logo,

dMx(t) _
dt le=o

E 0 segundo momento sera dado por
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1.2 2
ut+st<o 2
A2My(8) dlett 2 (u+to?)

dt? t=0 dt

t=0
d*m 1252 12,2
LUO| = T ok b0?)(u + t07) + N (07)
t=0 t=0

d?Mx(t)

— 2 2
=u“+o
at?  lg=o

Com os resultados obtidos acima € possivel detarraimédia e a variancia
de uma distribuicdo Normal. A média sera igual am@iro momento. Isolando a

variancia no resultado acima tem-se

0% = pp — p*

No entanto, determinou-se que a variancia se oglactom o segundo
momento da seguinte forma

uy = 0% +u’

Substituindo a equacao acima na anterior

02 =02+ u?—y?

Consequentemente, a variancia da normal é igusraw o da sua funcao

de distribuicdo de probabilidade elevado ao quadrad

11.1.
Aplicagdo da Funcdo Geradora de Momentos ao Modelo de S&S
(2000)

No caso do modelo de S&S (2000) a distribuicdo dbabilidade da
funcdo que se deseja aplicar a funcédo geradoraodeentos € Normal. Por isso,
poder-se-a utilizar a formula encontrada acimagual

My (1) = B(eX) = ehtt""

No caso aqui proposto

X=In(S)et=1

A média e a variancia da distribuicido normal saddadapory e ¢?

respectivamente. Logo,

E[e™S9] = exp (E[ln(St)] + %Var[ln(SQ])
E[S,] = exp (E[ln(St)] + %Var[ln(SJ])

In (E[S;]) = E[In(S;)] + %Var[ln(St)]
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Desta forma, encontrou-se uma relagdo que forndogaritmo do valor
esperado do preco a vista em funcdo do valor edpeeada varidncia do
logaritmo do preco a vista. Essas variaveis janfioemcontradas para o modelo e

por isso é possivel obter-se o logaritmo do vadpeeado do preco a vista.

11.2.
Aplicagdo da Funcdo Geradora de Momentos ao Modelo de S&S
(2000) Sob Processos Neutros ao Risco

A demonstracdo € bastante parecida com a antenajue as medidas de
probabilidade ndo eram as do mundo sem risco. Clr(%)) continua sendo
igual & soma das variaveis de estado, que continelado distribuicdes normais,
apenas com as médias deslocada&s;) também continua sendo Normalmente
distribuido. Desta forma, ao aplicar-se a func&adpmra de momentos, obtém-se

0 mesmo resultado

My (t) = E*(etX) = eut+%t202
Substituindo na funcdo geradora de momentos agGesaparau e o?,

sabendo qu& = In(S;) e aplicando o valor de= 1
1
E*[eGD] = exp (E*[ln(St)] + EVar*[ln(b})])
1
E*[S,] = exp (E*[ln(St)] + EVar*[zn(st)])

In (E*[S.]) = E*[In(S)] + > Var*[In(S,)]
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Apéndice C - Demonstracbes das Propriedades
Estatisticas dos Processos Estocasticos Abordados

As proximas sec¢des demonstram como obter o vaparado e a variancia
dos processos estocasticos abordados nesta diésertal seja, 0 processo de

Wiener, o movimento geométrico browniano e o movitoele reversao a meédia.

12.1.
Demonstracéo da Evolugcao da Variancia do Processo d e Wiener no
Tempo

A demonstracdo de que a variancia do processo daalNg crescente no
tempo pode ser feita da seguinte forma:

Var(a) = E[(a - E[a])?]

Portanto, para o processo de Wiener:

Var[z(T) — z(0)] = E[(z(T) — 2z(0) — E[z(T) — z(0)])?]

Onde:

z(T) = ao estado do processo no terfipo

z(0) = ao estado do processo no tempo 0

Podemos verz(T) —z(0) como um somatorio de variagcdes dentro do

intervalo entre zero e T. Desta forma, as variagédam:
z(1) — z(0) = &,VAt
2(2) — z(1) = e,V/At

2(T) — z(T — 1) = eyVAt
Onde:
N=L
At
t=012,..T
O somatorio das variacoes sera:

z(T) — z(0) = g, VAt + e,V/At + -+ + eyVAL = TN e/AL
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Logo,
E[z(T) — z(0)] = E[XIL, &VAt] = XIL, E[&]VAt = 0
Entéo,
Var[z(T) — 2(0)] = E[(2(T) — 2(0) — 0)2] = E (T, &VAT) |
Mas,
(Z 151\/7)2 = (VAL + e;VAL + -+ + ey VAL) (61 VAL + e,V AL + -+ +
+enVAt)

Desenvolvendo,
(L, si\/ﬂ) = e2At + £,8;, At + -+ + g1y AL + £,6, At + 2At+ - +
EpeNAt + -+ eyeq At + eney At + - + 5AL

Tirando o valor esperado do somatorio acima:

E [(Z?’:l si\/ﬂ)z] = E[e2At + &16, At + - + .6y AL + 6, At +
+e2At + - + g6y At + - + eyEy At + eygy At +
-+ efAt]

Rearranjando

E[(Z S\/_) ] = At(E[e? + &2+ -+ €& + 16, + -+ eyey_1])

Como o valor esperado da soma € igual a soma tlmesa@sperados

E|(SIL, eVBT) | = At(E[e] + E[e3] + -+ + E[e}] + Elee,] + -+
Elenen-1])

Todos os termos d€[¢;¢;] onde i # j serdo zero.

E|(SIL, eVAT)"| = 4t(E[e2] + E[]] + -+ + E[e}])

Onde:

Elef] = Varle] = El(e; — E[e:])?] = E[¢]

Entéo,

E[(S, eVAT) | = At(L+ 1+ +1) = AN

Portanto,

Var[z(T) — z(0)] = AtN

Como:

N = r

At

Entao,
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Var[z(T) — z(0)] = Ati =
Desta forma, conclui-se que a variacao esperada zeto e T € zero e a

variancia € T. Podemos dizer, portanto, que:
z(T) —z(0)~N(0,T)

12.2.
Demonstracéo do Valor Esperado e da Variancia do MG B

A média e a variancia do incremento do MGB serdcutadas através do
Lema de It6. O Lema de I1t6 pode ser comparado aSéna de Taylor na qual os
termos endt, de ordem maior do que um, podem ser desprezadgssmindo
quex(t) segue uma distribuicdo LogNormal, o que é extreemaencoerente para
modelagem de precos de ativos, pois ndo podem assafores negativos,
criaremos uma nova variavel tal que:

F(x) =1In(x)

Pelo Lema de It6:

O e O e+ 12 (g2 4 1O s
dF = axdx+ or dt+zax2 (dx) +6ax3 (dx)° +

Onde,
(dx)? = (a(x, ))*(dD)? + 2a(x, O)b(x, Ddtdz + (b(x, 1))’ (dz)?

Onde,

dtdz = (dt)3/?
(dz)? = dt
Logo,

(dx)? = (b(x,£)) dt
Todos os termos dgix)3 vao ser de ordenrit maior que um, portanto vao

para zero.

__OF oF 19%F 2
dF = o dx + o dt + S0 (dx)

Onde:
F _
ax
a_F
ot

1
X

=0

92F 1

dx2 x2
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dx = axdt + oxdz
(dx)? = (b(x,£))dt = o?x2dt
Entao,
dF = = (axdt + oxdz) — lizazxzdt

X 2Xx
Colocandalt em evidéncia
dF = (a - 102) dt + odz

2
Logo,
dF~N [(a - §az) dt, azdt]
Considerando um intervalo de tem@pT):
1
F(x;) — F(xy) ~N [(a — 502) T, O'ZT]
Ou,
1

F(x;)~N [F(xo) + (oc - 502) T, O'ZT]
ComoF (x;) = In(x;), entao,
In(x,) ~N [F(xo) + (a - %02) T, O'ZT] ~N[u, v?]
Considerando,
Y = In(x,) ~N[u, v? ]
Y tera uma funcao distribuicdo de probabilidadeligua

1 _z(Y;u)z

f) = e
Como,

Y =In(x,) =>x, = eV

Mais uma vez precisaremos do conceito de funcéargest de momentos:
My (k) = E[e¥'] = [*7 ek f(v)dY

Substituindo o valor def(Y) dado pela funcdo de distribuicdo de

probabilidade na funcdo geradora de momento:

0 1/Y-u)>2 . _1Y-u 2
E[eky] = f_+oo ekY [\/271_[76_5(7) ldY = f_+oo [\/2:[76’(}/ 2( v ) ldY

2v2kY - (Y-u)?

kY1 _ [tT® 1 e
E[e ]—f_oo l—me 2v2 ldY
Completando o quadrado do numerador do expoensegidermos algo do

tipoe¥e":
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202kY — (Y —u)? = 2v%kY — (Y —u)? + (v*k? —v*k?) +
(2v2ku — 2v?%ku)

2v2kY — (Y —u)? = —v*k? + 2v%kY — 2v%ku—(Y —u)? +
v k? + 2v%ku

202kY — (Y —u)? = —[v*k? = 2v%k(Y —w)+(Y —u)?] +
v k? + 2v%ku

202kY — (Y —w)? = —[v?k — (Y —w)]*+v*k? + 2v2ku

202kY — (Y —w)? = —[Y — (u + v?k)]*+v*k? + 2v2ku

Portanto,

—[Y—(u+v?k)1? v*k2+202ku

E[e"] = f+oo [\/_ 202 e 22 l dY

2mv2

v*kZ+2v% ku —[Y—(u+v?k)]?
vxTrevtku 4 1 ey or
Ble) = o L e ar
—[Y—(u+v?k)]?
+ 00 /.
E[e"] = ez +kuf «/ﬁ 202 ay

Realizando uma troca de variaveis onde:

Y—(u+v?k)
v

Entdo, derivando w em fungéo de Y

w =

D~ 1> gy = vdw
dy v
Voltando,
[W]Z 1;2k2
E[eky] = e 2 b f+oo[ —¢€ ? ]wa = 2 thu

A integral € equivalente a funcdo densidade de ghitidade de uma
Normal padrdo, com média zero e variancia um. Diestaa, a integral € igual a
um, pois corresponde a probabilidade de ocorr&ei@dos os valores possiveis,
ou seja, corresponde a cem por cento ou um.

Substituindo os valores d& v e u e considerand& igual a um por ser o

calculo do primeiro momento que corresponde a média
2
E[eln(xt)] —e 2T+F(xo)+(a—%az)T _ eJTT+ln(x0)+(a—%az)T

Ou,
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Entao,
E[x.] = xye%T

A variancia dex; pode ser definida como:
Var[x.] = E[(x; — E[x.])*] = Elx;* — 2x,E[x,] + (E[x:])?]

Ou,

Var[x.] = E[x,*]-2(E[x.])* + (E[x.])* = E[x;*] — (E[x.])?
Onde:

(E[xc])? = (x0e")? = xo%e?*"

E,

1;2 2
E[th] — E[e(ln(xt))z] — E[eﬂn(xt)] — E[eZY] — eTZ+2u — eZ(v2+u)

Substituindo,

E[th] — 32(62T+F(x0)+(a—%02)T) _ eZ(In(xo)+aT+§02T) _ xOZeZaT+02T
Entéao,
Var[xt] = xOZeZO_’T+o'2T _ xOZeZaT — xOZeZ“T(eUZT _ 1)

12.3.
Média, Variancia e Outras Caracteristicas do MRM

Seja 0 MRM dado por

dx =n(x —x)dt + odz

Onde:

n = velocidade de reversdo a meédia

X = média de longo prazo

Para calcularmos o valor esperado e a variancia, deemos utilizar um
fator de integracéde” e multiplicar todos os termos da equacéo acimaljeor

etdx = e"n(x — x)dt + e"odz

Definindo uma variavel,

g(t,x) = ex

Aplicando o Lema de 1td a(t, x):

2
dg(t,x) = Z—idx + Z—i’dt + %zTg(dx)z

Onde:

ag

—_ ont
=e
dx
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ag t
— = en X
at n

9%g

dx2

Substituindo em na equacao obtida com o Lema dasltélacdes acima:
d(e"x) = e (n(x — x)dt + odz) + e"x ndt
Abrindo o termo entre parénteses,
d(e™x) = ne"xdt —nexdt + oe"tdz + e"tx ndt
Simplificando,
d(e"x) = nexdt + oedz
Integrando os termos de zero:a

t t _ t
Jo_od(e™xg)ds = [ _ nexds + [ _ oe"dz

_ t

e xgls=g = Xe™ 5o + 0 [ _ e dz;

Nty _— = y(elt — t ns
ex, —x, = x(e D+of_,e"dz
Dividindo a equacéo pert,
xe =x0e Mt +x(1—e") 40 fstzo e"=dz
O valor esperado e a variancia do MRM seréo:

t
E[x] =xpe ™™ +x(1—e )+ af e"S=DE[dz,]
s=0

A Unica variavel aleatoria do lado direito da e@@é o incremento de
Wiener, e como ele possui valor esperado iguat@ ze

E[x:] = xpe™ ™™ +x(1 —e™ )

Ou,

E[x] =X+ e " (xy — X)

No artigo de SCHWARTZ E SMITH (2000) o processa@ersao a média
tende para zero. Para chegarmos ao valor de miéalil@ o artigo para o MRM,
basta considerarmos na equacao acimagud, assim teremos:

E[x:] = xpe ™

Quando os autores consideram o0 MRM neutro ao 0spmocesso passa a
ser dado pela equacéao:

dxe = (—kx: — A,)dt + 0,dz},
A~ . . , A
Em que a tendéncia do processo ao invés de zesa paser ?X Neste

caso o valor esperado do processo sera:
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yl
E[xe] = xoe ™ — (1 - ek
A variancia do MRM pode ser calculada da seguirdaena:
Var[x.] = E[(xoe ™ + x(1 — e ") + afstzo e"~Ddz, —
xoe M —%(1 — +e7%))?]
Simplificando,
t _ 2
Var[x,] = E [(a fszoe”(s t)dzs) ]
Elevando ao quadrado e retirando do valor esperaeono constante,
t _ 2
Var[x,] = 0%E [fszo(e”(s ) (dzs)z]
Como o incremento de Wiener ao quadrado € igdal a
Var[x,] = o2 fstzoezn(s‘t)ds

Resolvendo a integral,

e2n(s-0t

Var[x,] =0

2n ls=p

Substituindo os limites no resultado encontrado,
Var[x,] = 0—2(1 — e~
t 2

E interessante observar-se algumas caracterisitick)RM quando varia-se
o tempo e a velocidade de reversdo a média.

lim,e E[x:] = limi_ e X + €71 (xy — X)

Quandot vai para infinito,e™" vai para zero, o que acarreta com que
e M (x, — X¥) também va para zero. Portanto,

limio E[x:] = X

Quanto a variancia do processo,

2
lime,o Var[x,] = gima—(l — et

—00 27
Comoe 2" vai para zero quandotende a infinito, tem-se qua — e 27"

vai para um. Portanto,

. a?
lim,, o Var[x,] = P

Observando, agora, variacfes na velocidade des@ver média, pode-se
observar que quandp— oo, tem-se

lim, o E[x¢] = lim, o X + e (xo — X)
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. 1 _ 2 . . . e
Assim, m(xo — %) tenderd a zero, poig"* quandon vai para infinito

e 1 ~
tende a infinito, e portante;: tende a zero. Entéo,
lim, o E[x.] =X
A variancia do processo, quangle> c, se comporta da seguinte maneira:

2
lim, o Var[x,] = limy_ g_n (1 —e™2nt

2
O termo(1 — e~2"%) vai para um, e o outréz%, tende a zero. Portanto, a

variancia do processo sera:

limy e Var[x,] =0

As equacdes acima demonstram que quando a velecddeversdo a
média € suficientemente grande, o processo ndesseadde sua média de longo
prazo.

Ao tender-se a velocidade de reversdo a médiaa teen-se que o valor
esperado sera dado por:

lim, o E[x;] = lim,_o X + e ™" (xo — X)

Comoe~"* vai para um, tem-se:

limy, 0 E[x;] = xo

E a variancia do processo sera dada por:

lim,_oVar[x,] = limn_ﬂ,%(l — e72mt)

Sabe-se que:

e* = 1+x+2—?+§+---

Quandox vai para zeroct vai mais rapidamente se= 1,2, ..., e portanto
pode-se desconsiderar alguns termos, ficando dgoaklade:

e*=1+x

Substituindo o resultado obtido acima na equac&erian e considerando

quex = —2nt, tem-se:
2
lim,_oVar[x,] = lianOZ—n(l -(1- Znt))
2
lim,_oVar[x,] = lim,_, Z_n (2nt)

limVar[x,] = ot
n-0
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Comparando a variancia e o valor esperado do MRidndon — 0, com a
de um Movimento Browniano semirift constata-se que eles sdo exatamente
iguais. Outra forma de se ver essa caracteristicMBM € igualar-se na sua

equacao o valor dea zero.
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Apéndice D — Minimiza¢éo do Erro Quadratico

Para que a minimizacdo do erro quadratico sejazagia sera necessario
que sejam atendidas duas condicfes de otimizacéondicao de primeira ordem
garante que o ponto encontrado seja critico. A icBndde segunda ordem é

aguela que garante que o ponto além de criticalsefainimo.

13.1.
Condicao de 12 Ordem

O método de estimacdo por minimos quadrados ordigera realizado
através da minimizacéo do erro quadratico. Paaégsecessario que conheca-se
o0 erro quadratico, o qual sera encontrado a seguir.

e, =Y, —X;b,

A partir deste momento o indice serd suprimido por questbes de
simplificagdo. Logo, o vetor de erros transposta se

e =Y -b'X

E o quadrado dos erros

ee= Y —-b'X)(Y —Xb)

Desenvolvendo

ee=YY-YXb—-b'XY+b'XXb

Como,

Y'Xb = (Y'Xb)'

Pois trata-se de um escalar, e,

(Y'Xb) = b'X'Y

Entao,

e'e=YY-2Y'Xb+ b'X'Xb

A condicdo de 12 ordem para a minimizagéo do eraaligitico é:

de'e

5 =0
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Aplicando a condicdo anterior na equacdo acima rdo @uadratico, e

derivando cada termo:

aY’szm
ab
1 Xp1 X31 - X
Y,X=[Y1 Yz YT] 1 :XZ? :ng Xicz
1 Xon Xz - Xin
YX=[Y1+YV,+4Y, YViXp +VXp+ -+ VXon o ViKjn +

+Yo Xpo + -+ Y Xiend

Mudando a nomenclatura:

YX=[a; a, - Q]
Entao,
by
' b
Y'Xb = [al a, - ak] :
by
Y,Xb = a1b1 + azbz + -+ akbk
Logo,
raY' Xb
aY'Xb
r a
aY'Xb — o0, — :2 — (Y/X)/ — XIY
ab : :
aY'Xb A
| 9by |
Portanto,
a2Y'Xb ,
Py 2X'Y

A derivada do ultimo termo sera dada por:

ob'x'xp _
ab
Onde
1 L 1 Xy Xz - X
X1 Xo Xon 1 X X X
X'X=|X31 X2 7 X3y Jez e e
Xkl sz an 1 XZn X3n an

Ou mudando a nomenclatura
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a11 Q12 - Agg
Az1 Qg2 -+ Qg

X'X = .. . =4
Ar1 Qg2 - Qg

OndeA é uma matriz simétrica.

ai1 Qg2 - QAgg
z1 Q22 -+ Qzk
b'’A=[b;, b, .. by . :
Ar1 Qg2 -+ Qg

Multiplicando

b'A = [byay1 + byaz, + -+ bray; biay; + byaz; + -+ + bray;
biaix + byagy + -+ + b ay]

Que pode-se chamar de

b'A=][c; ¢c; - Ck]

Multiplicando pelo vetor restante

b,
b
b’Ab = [Cl Cz Ck] _2 = C1b1 + Czbz + + Ckbk
by,
A derivada sera dada por
rob’ X' Xb
dby
I'y!
ab'X'Xb ab;; Xb
ab -
ab'X'Xb
PV
Onde
ab'X'Xb _ dcy db, . dc, db, dcy dby
b,  db, byt ab, + ab, by + ¢, ab, teet ab, by + ¢ ab,

Desenvolvendo

ab'X'Xb
b ay1by + (b1aqg + baagzy + -+ brQy) + a2by + - + ag by
ab'X'xXb
— a a cee a
1
E
ab'X'Xb  dc, db, . dcy db, dcy dby
= b Ty L, o, 2y Dy o Tk
ab, ab, L " "loap, " ap, 2 “Z9p, ap, kT “kap,
Ou,
ab'X'xb

ab, = ap1b1 + azb; + (b1ag; + byagy + -+ + bragy) + - + azeby

129
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I'y!
aba); Xb = 2a21b1 + zazzbz + o0+ zazkbk
2
Como:
all a12 o alk bl a11b1 + alzbz + i + alkbk
Ab — a21 a22 o aZk bz — a21b1 + azzbz + M + azkbk
Qg1 Qg2 - Ak bk aklbl'+'ak2b2'+"‘+'akkbk
Entéo,
ab'x'xb .,
P 2X'Xb

Unindo os resultados das derivadas dos termosséem-

2<=0-2X'Y + 2X'Xb
Como a condicao de 12 ordem € que a equacao aeilgaate a zero,
2X'Xb-2X'Y =0

b=XX)"XY

13.2.
Condicao de 22 Ordem

Além de satisfazer a condi¢do de 12 ordem deversprovar a condicao de
22 ordem que garante a otimalidade, ou seja, amzac¢do do erro quadratico.
Nesse caso deve-se verificar se a derivada da zmatrcontrada para os

coeficientes da regressao € positiva definida,aramé enunciado abaixo:

de'e
abob’

=> Tem que ser positiva definida

A condicdo de 12 ordem permite escrever:

_aele_
6b1

de'e Ze_b’e
ap |2

de'e

Laby,

Por analogia pode-se afirmar que:

de'e [ae’e de'e de'e
ab’ ~ lob, ab, T aby
Logo

de'e (6e'e

22 =(£2) = (-2X'Y +2X'Xb)' = —2Y'X + 2b'X'X
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Derivando pela segunda vez em funcadde usando o artificio de derivar

um termo de cada vez tem-se:

F]
—(=2Y'X)=0
o5 ( )
E,
_abIA_
ab,
ab'A
F] rvrvn o OD'A
ab(ZbXX)—Z 35 =2 afaz
ab'A
L dby,
a1 QA1 - Qgg
ap'A _ Q21 Qz2 -+ A2k 4
ab I . N
A1 Qg2 - Qg

Portanto, somando as derivadas dos termos da eqisagsse:

de'e

abab’:O+2XX

Para provar-se qu¥'X é positiva definida utiliza-se uma técnica na eal
multiplica a matriz por um vetor e depois pelo meswetor transposto, da
seguinte forma:

v'X'Xv

Comovw possuidimensdek x 1, X'X apresenta dimens&ox k ev’ 1 X k,
assim, é possivel escrever a equacdo acima comeetores:

VX' Xv=ww

O resultado € um escalar igual a:

w'w = 3w

Desta forma, tem-se que a derivada a segunda dat&dondos residuos é
uma matriz positiva definida. Conclui-se que a égéol de 22 ordem também foi
satisfeita e, portanto, o vetor com as melhoramattvas para os coeficientes da
regressao sera dado pela equacéo encontrada nedwode primeira ordem.

O desenvolvimento acima comprova gheé um estimador parf, no
entanto, além disso, deseja-se que ele seja o mektomador linear nao
tendencioso (MELNT), ou em ingléBest Linear Unbeased Estimato(BLUE).

A demonstracéo encontra-se no a seguir.
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O primeiro passo € provar que € um estimador linear. Partindo da
equagao:

b=XX)"'Xy

Demonstrada anteriormente, e da equacéo da populaca

y=Xp+¢

Ambas as equacgfes acima sdo enunciadas suprimindae das variaveis,
0 qual indica o numero de datas nas quais se disdéalados.

Assim como nas suposi¢cdes do modelo para o errara gs variaveis, €
possivel escrever:

b=XX)"IX'(XB + &)

Aplicando a propriedade distributiva:

b=XX)"XXB+(X'X)"X'e

Como,

X'X)X'X=1

Tem-se:

b=IB+(X'X)"'X'e

Pode-se representhe 8 da seguinte maneira:

10 -~ 0
SIS
0 0 .. 1
B1
g=|"
Bic
Onde,I possui dimensbdsx k e k x 1.
Portanto,
I =B

Considerando,
XXX =w
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Portanto,

b=p+we

Onde, b tem dimensaa x 1, B tem dimenséadk X 1, w tem dimensao
k x n, € tem dimensaa X 1 e, portantowe apresenta dimensé&ox 1. Por conta
disso, observa-se qibee um estimador linear g&

O segundo passo é provar gheé um estimador ndo tendencioso. A
definicdo de um indicador ndo tendencioso é que@bepossua um viés de alta
ou de baixa. Para que isso ocorra a seguinte cethée ser atendida:

E[b] =B

Sabe-se que:

b=XX) "Xy

Ou, substituindgy na equacao acima pela equacgao da populacéo,

b=XX)"1X'(XB + ¢)

Aplicando a propriedade distributiva:

b=XX)"1XXB+(X'X)"X'e

Como,
X'X)X'X=1
Tem-se:
b=IB+(X'X)"'X'e
Ou,

b=B+XX)'X'e

Aplicando o valor esperado nos dois lados da equagi@na:

E[b] = E[B + (X'X)"1X'¢]

Ou,

E[b] = E[B] + E[(X'X)"1X'¢]

Como a Unica variavel aleatoria da equacao acimaeéde-se escrever:

E[b] = B+ (X'X)"1X'E[¢]

No entanto, a variavel aleatdria acima, que reptase erro de previsao do
modelo populacional, foi definida como sendo:

£~ N(0,02%0

O que significa que o valor esperado desta varges@ dado por:

Ele]=0
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Finalmente, substituindo esse valor esperado dp aeatdrio na equacao
do valor esperado do vetor de coeficientes do nopdblega-se a equacgdo que se
queria demonstrar:

E[b] =B

O terceiro e ultimo passo da demonstracdo debqr®ELNT dep, é a de
que ele possui a menor variancia possivel. Nestdse inicia-se pela definicdo
de variancia:

Var[b] = E[(b — E[b])(b — E[b])’]

Conforme passo anterior € possivel escrever:

b=B+XX)'X'e

E,

E[b] =B

Entao,

b—Eb]l=B+X'X)"X'e-B

Ou,

b—E[b] = (X'X)"X'e

Logo,

Var[b] = E[(X'X)"1X'e)(X'X)"1X'e)']

Ou,

Var[b] = E[((X'X) 1 X'&)e&'X(X'X)™1]

Como

(X' X))~ =&X'X)~!

Como s6 ha duas variaveis aleatorias na equagéa goode-se escrever:

Var[b] = (X'X) 1 X'E[eg']X(X'X)" !

Mas sabe-se que outra forma de se escrever oveder erro aleatorio

populacional é:

&
e =|%2

n
E, portanto,
£=e & - &)

Onde, & possui dimensdes X 1, e consequentemeng possui dimensdes

1 X n. Neste sentido, o produto dessas variaveis sei@uta:
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&% &g v g8,
2
&€& & e EHE
SE’ — ? 1 2. ) 2. n
2
€n€1 Ené €n

Ao aplicar-se o valor esperado em todos os terraomatriz sera possivel
constatar que:

Ele;?] = Var[g]

Onde a variancia dg é dada pela definicdo, e € iguat@a

E[sisj] = cov[siej]

Mas a covariancia entre os erros aleatérios € idaficomo zero pelo

modelo. Desta forma, a matriz de variancias-comaié® sera dada por:

0.2 o - 0
Elee] = % 7Y
00 - o
Ou,
1 0 0
Elee]=02(9 1 7 0
00 - 1
Escrevendo de outra maneira:
Ele€'] = 0?1

Substituindo o valor encontrado na equacao den@adalos coeficientes do
modelo amostral:

Var[b] = (X'X)"1X'c2IX(X'X)!

Desenvolvendo,

Var[b] = ¢2(X'X) "1 X'X(X'X)!

Que éigual a:

Var[b] = c?(X'X)?

Ou, alterando as variaveis de tal forma que:

XXX =w
E, portanto,
w=XxX'Xx)"1
Assim,

Var[b] = c?WW'’

Como,
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b=XX)"Xy

Ent&o:

b=Wy

Considerando a estimacdo de um novo vetor de ceis, da seguinte
maneira:

b= Gy

Substituindo a equacao da populacdo na relacad@asnhega a:

b = GXB + Ge

Da mesma forma que se demonstrou para o eéopossivel se provar que
para que:

E[b] =B

Algumas propriedades devem ser atendidas, séo elas:

E[b] = E[GXB + Ge]

Aplicando a propriedade da soma dos valores esperad

E[b] = E[GXB] + E[Ge]

Como s6 ha uma variavel aleatoria na equacéo apiogi-se operar com 0
valor esperado da seguinte forma:

E[b] = GXB + GE|¢]

Como o valor esperado do erro aleatério populatiéngual a zero chega-
se ao resultado:

E[b] = GXxB

Mas, o objetivo é qub seja um estimador n&o viesadoflee para tanto a
seguinte igualdade deve ser satisfeita:

GX =1

O préximo passo € obter a variancia do estimagor

var[b] = E (b - E[b])(b - E[b]) |

Onde,

b—E[b] =b = GXB + Ge — GXpB

Simplificando,

b—E[b|=b=1IB+Ge—IB

Ou,

b-E[b] =b = Ge
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Portanto,

Var|b] = E[(Ge)(Ge)']

Aplicando a propriedade de transposicdo da mudtphio de duas matrizes:

Var|b| = E[(Ge)£'G']

Entrando com o valor esperado,

Var|b] = GE[s€']G’

Substituindo a matriz de variancias-covarianciasetoos populacionais,

Var|b| = Go?IG’

Ou,

Var|[b] = 62GG’

Agora o objetivo passa a ser provar que a variahciastimadob é menor
do que a do estimadér Essa prova pode ser feita demonstrando que:

G=W+D

Pois, as matrizes de varianciashde deb s&o dadas por:

Var[b] = c?WW'’

E,

Var|b] = 62GG’

Respectivamente. A seguir escreve-se a matriz riineias deb em funcéo
deW eD.

Var|b] = c(W + D) (W + D)’

Var[b] = o2 (W + D)W’ + D’

Aplicando a propriedade distributiva,

Var[b] = o2 (WW' + WD’ + DW' + DD')

Como,

GX =1

Entéo,

W+D)X=1I

Abrindo,

WX+DX=1

Definiu-se que,

w=XX)"1Xx

Substituindd# na equacéao anterior,
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X'X)"'X'X+DX=1
Portanto,

I+DX=1

Logo,

DX=1-1
Consequentemente,

DX =0

Da mesma forma,

(DX)' =0

Entao,

X'D'=0

Substituindd#/ emWD’,
WD' = (X'X)"'X'D’

E substituindd/’ emDW’,
DW' =DX(X'X)1!

Mas, como encontrado anteriormente, taX¥ith’ quantoDX, séo iguais a

zero, e, portanto:

WD' =0
E,

DW' =0
Assim,

Var|b] = o2 (WW' + DD’)

Explicitando a matrii#/,

Wii Wiz - wyq,

W21 Wz - w
W=\ : an

W1 Wiz o Wip
Logo,

Wi1 W21 -+ Wiy
W = Wiz Wiz oo Wy

Win Wan -+ Wgkp

O produto das duas matrizes sera dado por:
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[ Tisgwy® Xiigwywy o Xy W1iWii |
WW' = | Yic1 WaiWii  Xieq Wy Die1 WaiWy; |
TieaWiiWy Xieq WgiWai o Xieq Wi

Se for incluidos? na equacgdo acima, a matriz passa a ser a de aiagan

covariancias e pode ser escrita como:

Var[b,] Cov|[by,b,] -« Cov[by, by]
aiww' = COV:[bz: b,] Var:[bz] Cov[l?z, by]
Cov[by,b;] Cov|by,b,] -+  Var[by]

As variancias dé serdo dadas por:

Var[li] = (Z?:l W1i2 + i1 dliz)az

Var[b,] = (X, wai? + X1y dZiZ)UZ

Até,

Var[be] = (Zity wii® + Ziey di” )0

Comparando as variancias acima com as do weégpossivel constatar que:

Var[b,| = Var[b,] + 62 ¥, dy;”

Var[b;] = Var[b,] + 0% ¥, dy°

Até,

Var[bg] = Var[b,] + 02 XL, dyi”

Como a todas as variancias dos coeficientes estenahh é somado um
termo elevado ao quadrado, que sempre sera maigual a zero, é possivel
concluir que as variancias dos coeficiente$ derdo sempre maiores ou iguais as
deb. Como a

Var|b| > Var[b]

Conclui-se qué € MELNT dep.
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Apéndice F — Demonstracao do Algoritmo Recursivo de

MQO

Abaixo € apresentada uma maneira de se encontretoo de coeficientes

da regresséo emd 1 em fungéo do vetor de

15.1.

Demonstracéo de b, q

Deseja-se provar a equacao de atualizacdo do detaroeficientes da

regressao, tal que
biy1 = by + Kep1(Yeoq — Xpi1by)

A equacdo acima pode ser obtida através das seguetacoes:

b, = (Xt’Xt)_lxt’Yt

Entao,

bri1 = (X1 Xe01) ' XY i1

bt = KeeaXee) X el *,
Onde:

[ 1]
[ X2¢41 |

Xer1 = [X3e41

Xkt+1

_'Xt]

X1
1 Xy
1 Xy

_1 X2t+1

Y,
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E o indicet corresponde am das condi¢cfes de primeira e segunda ordens.
Consequentemente,
ber1 = (Xir1Xer1) XY e 4 X1V 4]
bei1 = Xpr1 X)) XY + (X1 X 1) " Xes1Y e
Ou,
bi,1=F+G
Pode-se escrever, ainda:
X,
X1 Xer1 = [Xi x444] [x' ]
t+1

X1 Xer1 = XiXo + Xpp1X041

Para prosseguir com o raciocinio é preciso utiiehema de Inverséo:

(A+BCO)1=Aa1-A"1BU+cA'B)lca?

Esse Lema pode ser facilmente demonstrado, e andéagdo esta no
Apéndice H.

Deseja-se obter a inversa da equacao encontrada,ami seja,

(X1 Xer1) ™ = (XX + xpp12041) 7"

Aplicando o Lema de Inversédo de matrizes se obtém:

(XX + Xer1Xp) = (X X))+

(Xt Xe) 'xe (I + x;f+1(X;th)_1xt+1)_1x;f+1(X;th)_l

Onde:

XiX, =4

X¢+1 =B

X =C

Como,

F = (X£+1Xt+1)_1X;EYt

Entao,

F = ((XiX) ™ = (XX 2pa (1 + X4y (XiX) ™ X)Xt (XiX) ™) Xi

A dimensdo do term@l + x;,,(X;X,) 1x,.1)"1 €1 x 1, pois comaX, é
t X k e, consequentement®; €k X t, e o produto entre eleskéx k. Da mesma
forma, como x;,, representa apenas uma nova observacdo das variavei
independentes, e, portanto, possui dimens&ok, o produtox;,,(X;X,)™ !

também apresenta dimensdbXx k. x,,; possui dimensdok x 1, logo
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X3 1(XiX,) " 1x,,, terd dimensda x 1, conforme afirmado acima. Considerando

esse termo como um escalar, € possivel escrever:

-1 -1
(XtXe)  xpp1xp01(XiXe)
=1
I+xp, g (XtXe)  Xesn

F=((xp - )xiv,
(XX reaxp (X0 XY,

-1
I+xp,q (XiXe) “Xesn

F = (X:X)7'XiY,

-1
_(XiXe) xeraxiiqbe

-1
I+x4 (X Xe)  Xe

F=b

Considerando:

-1
(XiXe) xe41
=

T+x,q (XeXe) X

Kipq =

Obtém-se:
F =b; — K 1X¢11be
O outro termo da equacao de atualizac&o foi defioa@mo:
G = (X;:+1Xt+1)_1Xt+1Yt+1
Aplicando o resultado encontrado com o Lema derfée
G = ((X;EXt)_l -
XeX ) T e n (T4 X1 (XX ) 71 x000) 121 (XX ) ™) X441V 41

(X:th)_lxt+1x;f+1(X;th)_1
I+ 23,1 (XpXe) 1xp4q

G = <(X;Xt)_1 - >xt+lyt+1

(X;th)_lxt+1x;f+1(X;th)_1xt+1yt+1

— U -1
G = (XtXt) xt+lyt+1 - I+ x;+1(X£Xt)_1xt+1

1
G = ! ! _
I+ x4 (XeXe) 1x04q

(X;th)_lxt+1x;f+1(X;th)_lxt+1Yt+1)

((X;.“Xt)_lxt+1yt+1(1 + x;f+1(X;th)_1xt+1) -

1 ! ! -—
G = 5((X;.“Xt)_1xt+1yt+1(l + X1 (XEX ) T 1xe4q) +

(X;th)_lxt+1x;f+1(X;th)_lxt+1Yt+1)
Onde:
D =1+ x;1(XeX) X041

Entao,
1 ! ! —_
G = B((X:‘Xt)_lxt+lyt+1 + (XiXe) %11 Y1 X1 (X0 X ) " 1ppq +

—(X;Xt)‘1xt+1x£+1(X;Xt)‘1xt+1Yt+1)
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Comox;,{(X;X,;) 1x,,1 possui dimensdb x 1 pode-se escrever:
1 ! ! -

G = 5((X£Xt)_1xt+lyt+1 + (XX ) 1 X0 (XEX ) 7141 Y egn +
— (XX ) I 1 X001 (XEX ) T X041V e41)

Portanto, como os dois ultimos termos sdo exatamguadis,
1 o N1

G = B((tht) Xe41Y e41)

_ (X;th)_lxt+1Yt+1
I+ x4 (XeXe) 1x04q

Como,

(X;.‘Xt)_lxt+1
I+ x4 (Xi X)) 1xp g

K=

Obtém-se:

G =K1Y

Definiu-se:

bi,1=F+G

Entdo, substituind& e ¢ da equacdo acima pelas relacbes encontradas nas
equacdes anteriores obtém-se:

ber1 = by — KeyaXpiqbe + KeyaViiq

Ou,

biy1=b; + Ky 1(Yeyq — Xp1by)

Desta forma, ficou demonstrada a equacdo, quezaitih vetor de
coeficientesb, no tempot para obter uma nova estimativa para vetor de
coeficientes ent + 1. A estimativa atualizada é obtida tanto atravésamtiga
quanto do erro de previsao associado a um fatootecaak ;.

No caso da estimacdo por minimos quadrados ordmyaomo foi citado

acima,
1o n—1
K _ (XtXe) xe41
L B e |
I+xt+1(XtXt) Xt+1
E,

!
biy1 =by+ Kip1(Yegr — Xpi1by)
As duas equacdes acima formam um algoritmo recurpawa atualizar

estimativas.
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15.2.
Demonstracédo de P;,q

Agora deseja-se simplificar o algoritmo criado agilNesse sentido opta-se
por alterar a nomenclatura utilizada da seguint@do

P, = (X;X)™"

Entao,

Pixeyq
!/
I+xt+1Ptxt+1

K1 =

A mudanca realizada apresenta como vantagem oditodo ser mais
preciso inverter matrizes de grandes dimensdes,ocpode ser o caso de
(X:X,)™1, que apresenta dimensdles< k, que podem ser td0 maiores quanto
mais complexo for o modelo adotado, ou seja, quam@r for 0 niumero de
variaveis explicativas ou independentes. O antifta eliminacdo da necessidade

de se inverter a matriz é alcancado através ddizac@ deP;, que é feita

seguindo a relacéo:

!
Xe+1X
Piy=P—Py———— — P,
I+xt+1Ptxt+1

A atualizacdo da equacdo pode ser facilmente deradasutilizando o
Lema de Inversédo de matrizes:

(A+BCO)1=A4"1-A"1B(I+cA'B) 1cA!

Como,

P, = (X;Xp)™!

Entéo,

Pyiq = (X:‘.+1Xt+1)_1

Py = (XX + X1 X040) 7

Aplicando o Lema de Inversédo de matrizes na equaciaca:

P = (X X)) 1+

(XeX ) 1 (T + X0 (XX ) 7 e ) 7T (XX )1

Onde:

XX, =A
X¢+1 =B
X =C

Como o termd + x},,(X;X,) 1x,,, apresenta dimensoésx 1 € possivel

escrever:
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P = (X1 X)) - (XiX)™t 1T XXt

T+, 1 (XX0) " xe41
Ou, substituindo a equacéo Bgna deP,, 1,

!
Xe+1Xe+1
!
I+ x; Pexeyq

Piy1=P,—P; P,

Assim, chega-se a equacao de atualizacd® de

15.3.
Relac&o Entre a Variancia de b; e P,

A matriz de covariancias da regressao dos coefasaeb, € dada por:
Var(b,) = o*P,

A equacéo acima pode ser obtida partindo da equdagiooeficientes,
b, = (X' X)X, 'Y,

Como,

Y =XiB: + &

Entao,

b, = (X,/X) "X, (X:B: + &)

by = X/ X)X/ X B + X/ X)X, &,

b, =B+ X/ X)X, g,

SubtraindgB, dos dois lados da equacao:

b — B¢ =B+ X X)X &, — By

Do Apéndice E sabe-se que:

E[b,] = B:

Substituindo,

b, — E[b,] = B + (X, X)X, &, — B;

b, — E[b,] = (X' X) "X, &,

Uma das definicbes para variancia é:

Var(b,) = E[(b, — E[b,])?]

Portanto,

Var(b,) = E[((X;' X)) "X, e) (X X)) "' X, &,)']
Var(b) = E[((Xt’Xt)_1Xt’£t)£’tXt(X'tXt)_1]
Como a unica variavel aleatérizg

Var(b,) = (Xt’Xt)_1Xt’E[£t£,t]Xt(X,tXt)_1
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A variavelg, foi definida como:

g ~N(0,02I)

Mas,

Var(e) = E[(e, — El&.])?]

Var(e,) = E[(&; — El&.]) (&, — E[&])']
Como,

Elg] =0

Entao,

Var(e,) = Elg€';]

Mas pela definicéo,

Var(g,) = 0?1

Portanto,

Var(b,) = (X' X)) 7' X, 0*1X,(X;'X,)™"
Ou,

Var(b,) = o”(X,'X;) 7" X, Xo(X;' X)) ™!
Consequentemente,

Var(b,) = CTZ(Xt,Xt)_1

Ou,

Var(b,) = o%P,

Logo,

Var(b.,1) = 0°Pyq

15.4.

Resumo das Equacgdes do Algoritmo Recursivo do MQO
As equacgoes,
biy1 = by + Kep1(Yeeq — Xpi1by)

-1
(XiXe) “xex1

K..,=
t+1 —1
I+xp,.1(X1Xe)  Xe41
— U -1
Pt - (XtXt)
_ PeXey1
Kt+1 T I+x .. P
Xt 1PeXer1

!
Xe+1Xe41
Pyyy =Py — P —F—"*—P
t+1 t t I+x;+1Ptxt+1

Formam um algoritmo recursivo para o computo dampatrob,.
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Apéndice G — Demonstragdes do Filtro de Kalman

A seguir sao apresentadas as demonstragdes refeeenalgoritmo do FK.

16.1.
Transformacdo das Equacbes do FK Para Equacdes com
Constantes

Algumas vezes as equacg0Oes do Filtro de Kalman egrareom constantes.
Cabe ressaltar que as equacdes apresentadas esfsteincorporam essas
constantes de forma implicita. A equacao de meuhda ser escrita como

z, = Hx; +u,;

Ou abrindo,

1
z=d Fi,|+u

Multiplicando os termos das matrizes acima

Zt:dt‘l'FtWt‘l'ut

Onde:
d,
d, | . .
d, =|".7|; comdimensaa x 1.
d,,
-F12 F13 LN Flk
F, = Ffz F?3 Ff" ; com dimenséa x k — 1.
-Fnl Fnz Fnk
X2
X3 . ~
w,=|:|;comdimensaé —1x1
Xk

1 representa um escalar.

O mesmo pode ser feito para a equacao de trangigtambém incorpora
constantes implicitamente.

Xy = Pxiq1 + GV

Que pode ser escrito como
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x, = [c; B] [th_l + Gy,
Ou,
X¢ = ¢+ Bw;_1 + GV,
Onde:
Bi; Biz; .. Bk
B= B:ZZ Bf3 B:Z"" ; com dimens&é X k — 1.
Bxa Brz .. Bk
X2t-1
Wi = x3§_1‘ ; com dimensaéa — 1 x 1.
Xkt-1

€1
c . ~

= :2 ; com dimensaé& x 1.
Ck

10 .. 0
G = 0 1 . 0 ; com dimenséaé X k.
0 0 .. 1

1 representa um escalar.
Assim, ficou demonstrado que as equacgOes do FKnpa#r escritas de
duas formas, explicitando as constantes ou néie €lgs sdo exatamente iguais.

16.2.
Demonstracéo do Algoritmo do FK

Através das estimativas iniciag- e P4- inicia-se um processo iterativo. A
simbologia adotada no texto permite escrever

E(xt|Zt—1) = Xt

E

E(ztlzt—l) = Z-

Mas utilizando a equacao de medida é possivel obter

E(ztlxt) = H.x,

Entao,

2 = HLE(x¢|Z,_1) = Hox,-

Calculando o erro de estimativa para a variavetoidsel

zy—z- = Hexy +up — Hex- = Hy(x — x-) + 1,
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Logo, a matriz de varidncias-covariancias da esinagpara a variavel
observavel sera

E[(z; — z¢-)(2; — 2¢-)'] = E[(He(x¢ — x¢-) + u) (He (X — x-) +u,)’]

E[(z; — z,-)(z, — 2¢-)'] = E[(H(x¢ — x¢-) + u)((x, — x-)'H,' + u,)]

E[(z; — z,-)(z, — 2z-)'] = E[H(x; — x,-) (X — x¢-)'H, + Ho(x, —

X u' + ug(x, — x-)'H, +ugu,']

No entanto, como o erro aleatorio € descorreladio®m as variaveis de
estado, o valor esperado dos termos em que etlies@stos vai para zero.

E[(z; — z,-)(z; — 2z-)'] = H,E[(x; — x-) (% — x¢-)'|H, + E[u,u,']

Ao longo do texto definiu-se que a matRzera a matriz de variancias-
covariancias do erro de estimativa para as vasawdio observaveis. Neste
sentido, pode-se escrever que

Py = E[(Xe41 — Xp11-) (K41 — Xe41-)']

Portanto,

Pi- = E[(x; — x¢-) (X — x4-)']

Entao,

E[(z; — z,-)(z; — 2z-)'] = H,P-H,' + E[u,u,’]

O segundo termo do lado direito da equacéo aciprasenta exatamente a
matriz de variancias-covariancias do erro da equagimedida. Desta forma,
pode-se escrever

E[(z, — z,-)(z; — z-)'] = H,P-H,' + R,

Assim, obteve-se as relacdes que representamnaaéigti para a variavel
observavel e sua variancia na datmiando conhece-se a observacao del.

O proximo passo € obter relagbes para a correcii@stanativas para as
variaveis de estado e suas variancias. Atravegfitagiio adotada

E(x|Z,) = x,+

Usando a relacdo de atualizacdo de uma previséarliencontrada em
Apéndice 16.3.2 é possivel escrever que

X+ = xp- +{E[(xy — x¢-) (2, — 2,-)'1} X {E[(2¢ — 2¢-) (2, — 2,-)' ]} 71

(z¢ — z,-)

Onde

E[(x; — x¢-)(2; — 2,-)'] = E[(x; — - ) (H (2 — x¢-) + up)']

E[(x; — x;-)(z; — 2-)'] = E[(x; — x¢-) ((x¢ — x-)'H{' +u,')]
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E[(x; — x¢-)(z¢ — 2-)'] = E[(xy — x¢-) (% — x,-)'H,'] +
E[(x; — x¢-)u,']

Como o erro da equagdo de medida é descorrelacor@ad o erro de
estimativa para as variaveis de estado

E[(x¢ — x4-)(z¢ — 24-)'] = E[(x — x-) (x¢ — x¢-)'|H,

Aplicando a definicdo dB,- acima

E[(x; — x¢-)(2; — 2-)'] = P-H{'

Voltando a equacgéo dg+ chega-se a

X+ = Xp- + P-H, X {E[(2; — 2¢-) (2, — 2,-)'1}7! X (2, — 2,-)

Substituindo a relacdo encontrada para a matrizadéncias-covariancias
do erro de estimativa para a variavel observavelquacao acima

X+ =X~ + Pe-H, X {H,P-H, + R} X (2, — 2,-)

E, por ultimo, substituinde,-

Xp+ =X~ + Pe-H, X {H,P-H, + R} x (2, — Hyx- )

Na equacgéo acima o Ganho de Kalman é definido como

K, = Pt_Ht’(HtPt_Ht, + Rt)_l

Logo,

Xp+ = X~ + K¢ (2 — Hyxy- )

Agora, para determinar-se a matriz de varianciaa paerro de estimativa
necessita-se da definicdo

Py = E[(x; — x+) (2 — x4+)']

Utilizando a relagdo encontrada no Apéndice 16fafa determinar a
matriz de variancias associada com a previsacaajagiode-se escrever

Py = E[(x¢ — x-) (% — x¢-)'] — E[(x; — x¢-) (2, — 2,-)'] X

{E[(z; — 2,-) (2, — Zt‘)’]}_1 X{E[(z; — z¢-) (X — x¢-)']}

Logo,

P+ =P, —P-H,/(H,P-H, + R,) 'H,P,-

Ou,

P, = P,- — K,H,P,

P+ =(I—-K,H)P,

A segquir, deseja-se obter uma previsao para adweaside estado, tal que

E(x4411Z,) = x441-

Aplicando a equacao de estado
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Xt+1- = ¢E(xtlzt) + E(thlzt)

Xep1- = Px+ + 0

Substituindo o resultado encontrado pgrana equagao acima

Xer1- = @[x- + P-H,' x (HP-H,' + R)™" X (2, — Hxp- )]

Xer1- = Oxp- + P-H,' x (HP-H,' + R) ™' X (2, — Hyx,- )

Logo, substituindd(, na equacao acima

Xy~ = Px- + K (2, — Hexy- )

Ou

Xer1- = Plxe- + Ke(z, — Hexe- )]

Abrindo a expressao d¢;

Xer1- = Q[xp- + P-H/(HP-H, + R) ™" (z, — Hx,- )]

Substituindo a expresséo pqk

Xer1- = PXet

A matriz de covariancias sera dada por

Py = E[(x¢+1 — Xp11-) (Xpr1 — Xp11-)']

Py~ = E[(Px; + Gviyq — Pxp+) (Pxp + GV — Pxy+)']

Pi1)- = E[(Ppx; + GUoyq — Ppxp+) (X' P+ V1'G" — x4+ ' P')]

Py~ = El¢pxx,'d" + pxv,1'G" — pxpxp+' @' + GV x P’ +
GV11Ve41' G — GV Xt @ — Px X' @' — Ppx V11’ G' +
Pxprxp+' P’

Como o erro aleatério da equacéo de estado €r ndo € correlacionado

com as variaveis de estado egno valor esperado desses termos vai para zero.

Piiy- = QE[(x; — xp+) (x; — X+)']@" + GE[vy41V41']G’

Utilizando definicdes anteriores

P(t+1)‘ = ¢Pt+¢’ + GQG’

Substituindo na equacao acima a expressao encarmaaaP ,+

Puiny- = [P — Pt_Ht,(HtPt_Ht, + Rt)_lHtPt‘]d” +GQG

Desta forma, demonstraram-se todas as equacOésatieag;ao.

16.3.
Atualizacéo do Vetor de Estado Apds a Observacao

Dado
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Y =(Y,Y,,..,Y,)

Q=E(YY')

OndeQ representa a matriz de covariancia¥de

Seja,

Y=A4"1

Entao,

EYY)=EAlYY'[A ™) = A 1E(YY)[A']1 = A~ 1Q[A'] !
No entanto, no Apéndice 16.3.1 prova-se que

Q = ADA’'

Logo,

E(YY) =A"1ADA'[A' ™' =D
Onde

D) =0 heraiz)

Pré-multiplicando a equac¥o= A~1Y por4
AY =Y

Também do Apéndice 16.3.1 vem a definicAo da mdtria que permite

escrever
s, 0 ollm| [n]
123001, haghy, ™ 1 0|[3j ly3‘
D1y ™" Rpghyy ™t KnskssT 1J Yo

Da equacédo matricial acima é possivel escrever
171 =N

E também

-(221!211_1}_’1 + 172 =Y,

Substituindo a equacéo dena equacdo acima
010, 7Y+, =Y,

Yz =Y, - -(221-(211_1Y1

Como,

E(Y,Y}) =0

Entao

E[(Y, —aY)Y;] =0
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Onde

a= -021-011_1

A variavel a representa o coeficiente linear da projecad,dsobreY;. De
modo geral o valor da linhiada colunal ded, Q;,Q,, ", representa o coeficiente
da projecéao linear d& sobreY;. ComoY, é o residuo da projecdo deemY;,
d,, dara o erro meédio quadratico da projecao.

E (}—,22) =dyy =y — -(221-(211_1!212

A relacdo encontrada pada, vem do Apéndice 16.3.1.

Voltando a equacéo matricid¥ = Y, pode-se escrever

0310417V + hgyhy, o+ =Yy

Substituindo as relagdes encontradas anteriornpaméd; e Y, na equacao
acima chega-se a

03104, + h32h22_1(Y2 — 050, ')+ = Vs

Y3 =Y; — -(231-(211_1Y1 - h32h22_1(Y2 - -(221-(211_1Y1)

A covariancia entr&; eY; eY, sera dada por

E [(Y3 - ~Q31~Q11_1Y1 - h32h22_1(Y2 - 321911_11/1)) Y]] =0

Paraj = 1,2

Pois a matriD € diagonal.

ComoY; é o residuo da projecao lineardeem funcio dé, eY;, entdo é
possivel escrever a previsdo pgy&@omo

P(Ys]Y2, Y1) = 02310417V + haghyy ™ (Y; = 00100117 Y1)

E o erro médio quadratico da previsio sera dadovyagiancia dé’;

~ 2 e
E [(Y3 — P(Y5]Y3, Y1)) ] = dz3 = h33 — h3yhy; 1hzs
Onded;; € obtido no Apéndice 16.3.1.
Se apenas a informac&pfor conhecida a previsao pafasera
P(Y3|Y1) = 5231-(211_11/1
Da mesma forma a previséo p&aconsiderando conhecido apeffasera
p(Y2|Y1) = 5221-(211_11/1
Desta forma, € possivel reescrever a previsaolpdraseada e, eY;, tal

que

P(Y5|Y,,Yy) = P(Ya|Yy) + h32h22_1 (Yz - P(Y2|Y1))
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A equacdao acima explicita que a previsao fygydaseada e}, eY;, parte
de uma estimativa inicial pakg baseada elt}, e acrescenta um componente nao
previsto multiplicado por um coeficiente. Para coegmder a natureza deste
coeficiente define-se
Y(1) = E,Y
OndeY (1) possui dimenséa x 1 e E; sera descrita mais adiante quando
for feita a fatoracdo triangular de uma matriz $iro@ positiva definida. A matriz
de covariancias dé(1) pode ser definida por
E(Y(D[Y(1)]'} = E{E,YY'E, '} = E{QE, '
Mas do Apéndice 16.3.1 vem
H=EQE,’
Além disso, multiplicandd, porY, Y (1) sera dado por
Y; ]
|Yo = 05000, 7'1; |
Y(D) =y, — 05,0, |
Vo= 2101170
Cada linha do vetor acima representa o residusajegdo de/; em funcao
deY;. Desta forma, com# foi definida como a matriz de covarianciasydd), e
Y(1) representa um vetor de residudk,sera a matriz de covariancias dos

residuos da projecéo de cada uma das varigveis funcao d&;. Neste sentido,

hy, = E [(Yz - 13(Y2|Y1))2]

E

hs, = E{[Ys - P(Y3|Y1)][Yz - P(Y2|Y1)]}

Utilizando as definicbes acima pode-se escreveedgiio d&; em funcao
deY, eY; como

P(Y3|Yy, Y1) = P(Y31Yy) + E{[Ys — P(V,|YD][Y2 — P(Y21Y))]} %

271
{(Yz - 13(Y2|Y1)) } X (Yz - p(Y2|Y1))

Em geral, para > 2 o coeficiente d&, em uma projecdo dé emY, eY; &
dado pelo i-ésimo elemento da segunda coluna dé@&mafara qualquer> j 0s
coeficientes de&; em uma projecdo d§ emY;, Y,_;, ..., Y;, séo dados pelo
elemento da linha colunaj da matrizA. O elementad;; sera o erro médio

quadratico para a projecao fyeemyY;, Y;_4, ..., Y;.
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16.3.1.
Fatoracdo Triangular de Uma Matriz Simétrica Positi  va Definida

As equaclbes utilizadas no processo de atualizagdorith acima sao
definidas por um procedimento conhecido como fg#@watriangular de uma
matriz simétrica positiva definida. A seguir defse tal procedimento para que

seja conhecida a forma de gerar as matrizes degsode atualizacao.

Seja,
Q = ADA’
Onde:
1 0 0 O]
aq 1 0 0
A=laz; a3z 1 ol
a;ll Apz  Qpz 1J
di1 O 0 . 0 1
0 dy, O .. 0 |
D=0 o d3s - 0
0 O 0 dnnJ
Ny Q1 (3 -Qm]
0y Ny O3 o |
N=103 23 33 . -anJl
—-in an QnB an

A matriz D apresenta os elementos da diagonal principal taesig > 0.
No caso da matria2, ela se caracteriza por uma matriz positiva dadinie
portanto, x'2x > 0, onde x apresenta dimenséao x 1. Por ser uma matriz
simétricaf;; = £;.

Com o objetivo de determinar as matrizdse D, a matriz 2 sera
multiplicada de tal forma a se tornar uma matriagdnal. Nesse sentido,
primeiramente com o objetivo de zerar a primeirlurtd abaixo da diagonal
principal a matriz2 sera multiplicada paE, tal que

[ 1 0 0 .. 0]
| =210 1 0 0f
E,= —-(231911_1 1 -0

v O

_inﬂll_l 0 0 e 1
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Com o objetivo de tornar a primeira linha igual exaz apos a diagonal

principal multiplica-se &, por E;'. Assim obtém-se

E.QE, = H
Tal que,

Ma 00 . 0]

0  hyy has han
H=|o h.sz h;s h3n

0 huz hwy = hum
H =
(1 0 0 0 1
| 0 022020007 Dy 03=00100 013 o D= 000y Wi |
| O 932—931911_1912 933—931911_1913 - 037, —0231041 " 24 |
lO Dy =01 Q1" 01y Q3= 01 Q1" i3 7 Q12 nl-Qll_l-anJ

O mesmo procedimento deve ser efetuado para zesmganda coluna

abaixo da diagonal principal e a segunda linha apdmgonal principal. Assim

chega-se a
EzHEzlzK
Onde
1 0 0 0
[ 1 0 0]|
E, = lo —hszhzz_1 1 0
0 —hphy, ™t 0 1
hi1 O 0 0
0 hy 0 0 l
K=1|o0 0 hss — h32h22_1h23 - h3n_h32h22_1h2n
0 0 Moz — hn2h22_1h23 " Ran = hnghay Thay

Utilizando a mesma técnica para zerar as outramasle linhas abaixo e
apos a diagonal principal respectivamente chegassguinte matriz diagonal, a
qual sera igual a matri2, por construcédo. Pode-se escrever

E, 1..E;E.QE,'E; ..E,_{'=D

Onde
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oo G : 1
I 0 Q=001 "0 0 .. 0 I
b= l 0 0 h3z — h32h22_1h23 J
0 0 O Cnn —_ Cn,n—lcn—l,n—l_lcn—l,n

ComoE; € uma matriz com uns na diagonal, valores difesedéezero na
colunaj abaixo da diagonal principal e zeros nas outraﬁ;@ean‘l existe.
Nomeando,

A= (E,_1..E;E)) Y =E, 'E,” ' . E, ;7

Logo, a matriz4 sera

1 0 0 .. 0
[—021911‘1 1 0 0]
A=[-05017" —hazhy, ! 1 - 0]
—-0711911_1 —hnzhzz_1 _kn3k33_1 1J

Portanto, voltando a uma equacéao anterior e prépiicndo-a pod e pos
multiplicando-a po#A’

A(E,_;..E;E{)Q(E{'E, ...E,_{)A" = ADA’

(Ep_q .. E2E))"YW(E,_1 ..E;E)Q(E{'E;' ...E,_{)(E{E;' ..E,_{)" 1=
ADA’

Logo,

2 = ADA’

Desta forma, é possivel conhecer as matdzed que foram utilizadas na

obtencéo da equacao de atualizagdo da previsa@o.line

16.3.2.
Fatoracao Triangular em Bloco

Para o caso deste estudo, em que ha mais de umde®&ariaveis, a matriz

de covariancias € dada, por exemplo, para o cadoateséries pela relacado

_ [E(Y1¥1) E(Ylyzl)]:[ﬂu Q12]
E(Y,Y,) E(Y,Y,) Q21 Q32

As dimensdes dos termos da matriz acimargé® n; paraQqq, n, X n,

0

paraQy,, n; X n, paraQq, en, X n,; paraQy,q.

A matriz que ird igualar a zero o terfdg,; quando pré multiplica® sera
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Elz

I, 0 l
—01Q417 " I,

E quando p6s multiplicar pd_?l' o resultado sera

E.0F, = I, 0 [911 9-12] n1 9-21911
S 05104170 I, | T 1921 Q22

I Y 0

E{QE, = _
. [ 0 Qg — 00y lnlz]

E possivel chamar a relacdo acima Bleque é uma matriz em bloco

diagonal. Logo,

E = E'I.QEII
Definindo
1 0
- _ = -1 nq
A=E, = _
[921911 ! Inzl

Se a relaca&, 2E, for pré multiplicada poA e pés multiplicada pod’

AE,QE,/A' =0

Ou,

0 = ADA’

Esse procedimento € semelhante ao aplicado ambembe na fatoracéo
triangular, a Unica diferenca € que ao invéDdser uma matriz diagonal, ela é
uma matriz em bloco diagonal.

A matriz D serd a matriz de covariancias He o que implica que a
covariancia entre qualquer elementoYgee Y, € igual a zero, e ondé é dado

por

_ Y 1 0
S PR
Y, —Q21Q14 I, |lY2
Assim,
?1 == Y1
Y2 =Y, — Q194,774
Pode-se escrever portanto que
P(Y,|Y1) = 210,17 'Y,
O erro médio quadratico, em inglddean Squared Error (MSE)da

projecéo linear sera dado por

E{[Yz —P(Y,|Y][Y, - T’(Y2|Y1)]’} = E(szzl) = Dy,
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Logo,
E{[Yz — P(Y,|YD][Y2 — P(Y,]Y,)] } = Q2 — Q310477 Q2
Para o caso em que séo consideradas trés Bg¢riEs e Y3, cada uma com

dimensbesn; X 1, n, X 1 e ny X 1 respectivamente, a fatoracdo triangular sera

dada por

Q11 Q2 Qg3 In, 0 0

Q1 Qa2 Qo3| = (05104571 I, 0 |x

Q31 Q3 Q33 Q30,71 HaHy ! I,
Q, O 0 Ly Q417'Q5 Q417'Q43
0 Hyp 0 0 I, Hp, 10,3

-1

0 0 Hzz —HjHy; "Hpsl| 0 0 I,

Onde

Hzz = Q32 — Q21911_1912

H3zz = Q33 — Q31911_1913

Haz = Hzp' = Qp3 — 05,0417 '03

O caso em que ha trés séries de variaveis € osqudiliza na atualizacao
da variavel de estado no caso do FK.

Neste caso, a equacgdo de projecao linedf;dem funcdo d&y e Y, seré
dada por

P(Y3|Y3, Y1) = 2310241 'Yy + HypHyp ' (Yo — 05104, 7'Y)

P(Y3|Y5, Y1) = P(Y3|Yq) + H3pHyp ™! (Yz - T’(YzIYl))

Onde

Hj; = E{[Yz —P(Y,|Y ][y, - T’(Y2|Y1)]’}

Hj3; = E{[Y3 — P(Y5|Yy)][Y2 — P(Y,|Y,)] }
A matriz do MSE representa a matriz de covariadoi@rro de projecabs

que é dada por
E{[Ys — P(Y5|Y,,Yp)|[Y3 — P(¥5]Y,, Y1)]’} = D33
E{[Ys — P(Y3|Y,, Y1][V3 — P(Y5]Y,, Y1)]’} = H33 — H3Hy, "Hys
Onde

Has = E{[¥s — P(¥3|¥)][¥s - P(¥s| V)] '}
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As equacdes encontradas acima para a atualizacdestoaativa seréo
utilizadas no algoritmo do FK utilizando a seguiatgiivaléncia de variaveis.

x;=Y;
Z; = YZ
Zy 1 =Yy

OndeZ,_, significa que toda a série dgatét — 1 € conhecida.

Desta forma, a equagao de proje¢cao que pode sga&stno

P(Y3lY2, Y1) = P(Ysl¥y) + E{[Ys — P(¥sYD)][Y, — P(V2IYy)] }

«(E([ra PO la ~ Pal¥] )

X (Yz — T’(YzIYl))
Podera ser reescrita como

P(xtlzt' Zi )= ﬁ(xtlzt—l) + E{[xt - ﬁ(xtlzt—l)][zt - P(Ztlzt—l)]’}

x (E{[Zt = P(2,|Z,-1)][2. - ﬁ(ztlzt—l)]’})_l

X (Zt - ﬁ(ztlzt—l))
No entanto, escrevendo com a nomenclatura adotesta wlissertacédo a
equacao acima seria
Xe+r = X~ + {E[(x; — x-) (2, — 2,-)']} X {E[(2¢ — 2,-) (2, — 2-) ]} 7!
X (z¢ — 24-)
Pois,
P(x,|z,,Z,_,) representa a projecao linear pagaapos a observacio dg
0 que se chamou dg+.
P(x,|Z,_,) é a projecdo de, quando é conhecida a série de variaveis
observaveis até a data- 1.
P(z,|Z,_,) é a projecdo para a variavel observavel para atdgando sé
séo conhecidos os valores da sérig atd.
Um raciocinio semelhante deve ser feito para chega& equacdo de

atualizacdo do MSE.
E{[Ys — P53V, Y)][Y5 = P(Ys]¥,, ¥)] '} =
E{[Ys - PO IY)][¥s — P(¥s| Y] } -

E{[¥s ~ PsI¥)][¥; ~ P(raI¥)] )
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= - -1
x (E{[Ys = P(12IY ][V, — P(2IY)]}) " Hyy
Mas na equacao acini®,; pode ser substituido pél;,’, ondeHs,  sera

igual a
H32, = H23 = (E{[Y3 - T)(Y3|Y1)] [YZ - j:\’(YZIYI)]’})’

H,; = E{[Y2 — P(Y,|Y][Ys - T’(Y3IY1)]'}

Logo, o MSE as relacdes entre as variaveis sugeaidaa sera
E{[xt — P(xlzy, Z,_1)][x: — P(x42,, Zt_l)]'} =
E{[x. - P(xZe_)][xc = P(xe Z,-1)] '} -
E{[xt —P(xZ, ][z, - ﬁ(ztIZt_l)]'} X
(E{[zt — P(2,|Z;_1)]|z: - A?’(z,_;IZ,_;_l)]’})_1 X

E{[z. - P(z)Z._p][x. — P(x.1Zc-)] }
Alterando as variaveis para aquelas adotas nedtedeega-se a
Py = E[(x; — x-)(x¢ — x¢-)'] — E[(xp — x4-)(2¢ — 2,-)']
X{E[(z; — 2,-) (2, — 2,-)' 1} X {E[(2; — 2-) (e — x-)' ]}
Atraves destas duas equacdes de atualizagdo tesmimalemonstracdo das

equacdes do algoritmo do FK.

16.4.
Maximizacdo da Funcdo de Verossimilhanca Quando as
Observagoes se Distribuem Normalmente

Como a f.d.p. conjunta é, conforme descricdo fditeante o texto, dada
por:

H{=1f(Yti u,0?)

Entdo o logaritmo desta funcéo seréa dado pelo

Y1 fe wo?)

Pois, o logaritmo do produto de duas variaveis @aliga soma dos
logaritmos das variaveis. Assim deseja-se maximizérgaritmo da fungéo de
verossimilhanca dado por:

In[L(ye; po?)] = {=1ln[f(Yti u,02)]

Mas, substituindo a f.d.p. pela equacéo (96):
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mL(ye; 1,0 =TTy In | == exp (— s (e — 2]
Aplicando a propriedade de que o logaritmo do pimduigual a soma dos

logaritmos:
mL(ye; 1,03)] =TTy In | =] + In [exp (- =5 & — )?)|

O somatorio acima pode ser dividido em dois sonwptal que:

mL(ye; 1,0 = Ty In | =] + 2Ly in[exp (— o5 e — 1))

O primeiro somatorio € o somatoério de uma constantmnsequentemente
sera igual & vezes a constante. No segundo somatorio ha atlmganeperiano
de uma exponencial, o qual por definicdo é igualeamo ao qual a exponencial
esta elevada.

. 2y] — 1 T _
ln[L(yt; u,o )] =Tin [W] + Zt:l

Ao primeiro termo é possivel aplicar a definicdo giee o logaritmo da

= (y, — 1)?

202

raz&o é igual a subtracdo dos logaritmos. No segtercho ha uma constante que
pode ser retirada do somatorio.

(L 102)] = T[In(1) — In(V2mo?)] — s X1, (v, — w)?
Ou,

In[L(yes 0% = ~Tin|2no?)2] - 5 Eha (v - w2
Desenvolvendo,

InlL(ye; p,0%)] = =3 In2no”] -
Consequentemente,

nlL(ys; b, 0™)] = =3 In[21] = S Info?]

A equacdo acima representa o logaritmo da funcaeedessimilhanca.

1
202 Z=1(3’t - .U)z

1(}’t 1)?

20 2

Portanto, é a relacdo a qual se deseja maximizaseduir apresentam-se as

derivadas da funcdo acima em relacdo aos parantatmistribuicao.

dln(L) 1 0
. = (ﬁ?lt_ Ztlytﬂ-l' Ztl#)

au 202

Desenvolvendo

ain(L)
= = (23 v + 251 )
Multiplicando

aln(L) 1

_ 15T 1
on o2 t=1Yt O,ZTH
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Como se deseja maximizar

aln(L) 1 1
“on o2 =1V ——Tu =0
aln(L) T 1 1
20z = 297 T s 2i=1 (e —w)* =0

Resolvendo a primeira equacgéo acima para
1
o2

Isolando o termo com

1
’11.:=1Yt —ETH =0

1
o2

Simplificando:

1
?:1 Ve = ;Tﬂ

ZZ=1 ye=Tu
Entdo

- ZZ:lyf
T

Resolvendo a equacéao, referente a derivacdo dasimithanca em funcéo

deo?, paras?:

T 1 1
_Eﬁ"'m =1 (e —w?=0
Logo,

1 T 1
o1 W =5

Simplificando

Yo e-w?
t 10-2t — T

Isolandoo?:

o Zf=1(JT/r—u)2
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Apéndice H — Demonstracdo do Lema de Inversao de
Matrizes (Algebra)

Esse Lema pode ser facilmente demonstrado. O méitildado aqui para
encontrar-se a validade da equacéo sera o de galdie chagar a uma igualdade
trivial. O Lema de Inversédo de matrizes diz que:

(A+BC)1=A41-A"1B(I+cA1B) 1cA?

Logo, € possivel multiplicar todos os termos daaefa pela matriz
original, aquela que se deseja inverter, lembraja® quando trabalha-se com
matrizes a ordem dos fatores altera o produto,reaqo, a matriz pela qual a
equacao esta sendo multiplicada sera inserida semptes dos termos da
equacgao.

(A+BC)(A+BC)'=(A+B0C)A™ 1 -

(A+ BCO)A™1B(I++CA™1B) 1cA™!

O lado esquerdo da equacao torna-se igual a ideletighois sabe-se que

AAT =1

Além disso, os dois termos do lado direito sdotaber, desta forma,

I=I+BCA Y- IB(I+CA'B)"1cA™! -

BCA™'B(I1+cA™1B) 1ca™!

Passando a matriz identidade do lado direito pagaquerdo, fica-se com
uma matriz de zeros daquele lado, e também sabegse
Al = A, e, portanto, a relacao se torna

0=BCA'—-B(I+CA 'B)"1CA™' - BCA'B(I + CA™'B) 1cA™!

Como a matrizB esta em todos os termos podemos sumir com ela
multiplicando todos os termos pBrl. Posteriormente, basta executar o mesmo
procedimento para a matri€dA~!, ou seja, multiplicar todos os termos por
(€A~H)~1. Assim, chega-se a

0=I-(+CA'B)"'-—CA'B(I+CA™'B)!

Procedimento semelhante pode ser aplicado parari rifa+ CA~1B) ™1,

multiplicando todos os termos pdr+ CA1B)
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0=(I+CAB)-I1-CcA™'B
Trabalhando a equacédo acima chega-se a

I=1
Ou,
0=0

Portanto, pode-se constatar que a equacgao enuricragdae uma igualdade
correta, pois como demonstrado acima, a simpl#icaga mesma remete a

igualdade trivial que obviamente € verdadeira.
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Apéndice | — Graficos Para Analise do Ajuste do Mod elo
aos Dados Reais

Neste apéndice sdo apresentados os graficos quéom@o inseridos no
texto. Desta forma, sdo apresentados os resuljz@tasos contratos F9, F13 e
F17. Primeiramente pode-se ver os graficos dassséeais e filtradas, e

posteriormente sao apresentados os residuos ddanode

18.1. Gréficos de Ajuste dos Contratos Futuros Obse rvados vs
Filtrados

O gréfico abaixo apresenta o comportamento dassséhiservada e filtrada

do contrato F9.

F9

e Prego Filtrado

Preco Observado

140 ‘1
120

—
=

Preco do Contrato (US$/bbl)
-

80
,Af{ |
40

20

a 100 200 300 400 500 600 700 8OO 300
Tempo Corrente (semanas)

Figura 20 - Preco Observado vs Filtrado Para o Conato F9

A analise do grafico acima, da mesma forma do qimsacontratos F1 e F5,
permite a conclusdo de que a aderéncia é bastignificativa também para o
contrato F9. O Unico ponto que parece apresentardiserepancia maior entre o
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valor filtrado e o observado é exatamente o primdiissa diferenca ocorre por
conta da auséncia de dados para que o filtro faxgaastimativa mais correta. No
entanto, pode-se constatar que rapidamente a d&rgados filtrados converge
para a observada, demonstrando que o ajuste éaaftequando se detém uma
observacéo pelo menos.

O proximo grafico apresenta as séries filtraddogervada para o contrato
F13.

F13

Precos Filtrados

Precos Observados

120
¥

-
=1
=)

Preco do Contrato (USS/bbl)
o
3

Tempo Corrente (semanas)

Figura 21 - Preco Observado vs Filtrado Para o Comato F13

O contrato F13 apresentou excelente ajuste com daelmastimado pelo
Filtro de Kalman, quando a analise é feita atrakégrafico acima. O Unico ponto
em que houve discrepancia notavel pghot” acima foi o primeiro, sendo a
justificativa idéntica a dada anteriormente pacawmtrato F9.

A seguir apresenta-se o ultimo grafico para ané@ajuste visual entre o

contrato futuro observado no mercado e o valoafil.
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160

F17

PrecoFiltrado

Preco Observado

140 1

120
'

100

80

60 Aﬂ |
40

Pregodo Contrato (USS/bbl)

0 100 200 300 400 500 600 700 80O 900

Tempo Corrente (semanas)

Figura 22 - Preco Observado vs Filtrado Para o Conato F17

Por ultimo, a andlise das curvas do preco obsereado preco filtrado
acima permite a constatacao da aparente sobrepakicséries.

18.2. Gréficos de Residuos

Abaixo os residuos dos contratos F9.

15 T T T T T T T T T T

10 s

Ao

-10 -

&9
o}
T

-i5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1990 1982 19584 1996 1995 2000 2002 2004 2006 2005

Figura 23 - Erros de Estimativa Para o Contrato F9
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O gréfico acima também apresenta aumento da vdété dos residuos a
partir de 2004, periodo em que os pregcos apresemtdorte tendéncia de
crescimento.

O contrato F13 apresentou residuos conforme grabeoxo.

15 T T T T T T T T T T

10 B

el3
o

|

-5

.15 1 I I 1 I 1 I I 1 I
1990 1992 1994 1996 1995 2000 2002 2004 2006 20085

Figura 24 - Erros de Estimativa Para o Contrato F13

Os erros de previsdo para o contrato F13 foram textuzidos para até
2004, e conforme o comportamento dos outros residwmnentaram a partir
daquela data.

A seguir € apresentado o grafico dos residuoserties ao contrato F17.
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15 T T T T T T T T T T

10~

el

-5

15 L1 I 1 1 I 1 1 I I
1990 1982 1994 1996 1995 z20oo 200z 2004 z0og 20035

Figura 25 - Erros de Estimativa Para o Contrato F17

18.3.
Andlise qualitativa da Normalidade dos Residuos

Os residuos entre a série observada e a filtragamloato F9 encontram-se

no gréafico abaixo.
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0.e

T T T T T
Estatistica de teste para normalidade: ed

Qui-quadrado(2) = 1565,390 p-valor = @:B0000 MND,11823 1,5304)

a5 - —

0.3+ —

/ |

Densidade

-10 -5 ] 5 10
ed

Figura 26 - Distribuicdo dos Residuos do Contrato &

Para o contrato F9 os residuos se distribuiranelb@amemente aos dos
contratos F1 e F5.
A seguir apresentam-se o0s residuos do contrato F13.
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0.7

0.6

0.s

0.4

Densidade

0.3

0.z

0.1

Finalmente, para o contrato F17 as diferencas entsérie observada e

172

T T
Estatistica de teste para normalidade;

Qui-quadradolz) = 1744,716 p-valor = 0,00000

T
eld

M(0,11328 1,4447)

-10 -5

el3

10

Figura 27 - Distribuicdo dos Residuos do Contrato B3

filtrada se distribuiram conforme o gréafico de fiéqcias a baixo.
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Densidade
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173

T T
Estatistica de teste para normalidade:

Qui-quadrado{?) = 2022,951 p-valor =

pooo

T
el?

M(0,095061 1,397&)

-10 -5

el?

in

Figura 28 - Distribuicdo dos Residuos do Contrato &/
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