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10             
Apêndice A – Aplicação do Lema de Itô ao Modelo de 
Gibson Schwartz (1990) 

Através da teoria dos ativos contingentes baseada em argumentos de não 

arbitragem é possível se obter uma equação diferencial em termos do derivativo, 

que no caso é um contrato futuro.   

Definindo o derivativo como B e sabendo que é função de S,  � e �, onde � = � − �. Sabendo que B é duas vezes diferenciável em termos de S e �, pode-se 

aplicar o Lema de Itô, e obter-se: 

�	 = 
�
� �
 + 
�
� �� + 
�
� �� + �� 
��
�� ��
�� + �� 
��
�� ����� + 
��
�
� �
��     

Como: �
 = �
�� + ��
��� 
Então: ��
�� =  ��
���� + 2�
��
����� + ���
����� 

Como �� é um período de tempo muito pequeno, ��� pode ser considerado 

zero. Sabe-se, ainda, que ����� é igual à �� elevado a um número maior do que 

um e, portanto, pode-se considerar também igual a zero. É possível provar que ��� é igual a ��: �� = ��√�� ����� = √������� 
Onde, ��~!�0,1� => ����� = 0 => ����� = 0 

Então, ����� = 0 
Logo, &'(���� = ����� − �������� = ����� − 2������� + ��������� &'(���� = ������ 
Mas, 

������ = � )*��√��+�, = ���������� 
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E por definição, �������� = ����� − �������� = &'(���� = 1 

Portanto, ������ = �� 

Até aqui provou-se que o valor esperado de ��� é ��. O próximo passo é 

provar que a variância de ��� é zero. Se uma variável tem valor esperado igual a 

algum valor e variância zero pode-se afirmar que essa variável é igual ao próprio 

valor esperado. Aplicando a definição de variância. &'(����� = ������ − ��������� = ����- − 2��������� + �������� 
Ou, &'(����� =  ����- − 2����� + ���� = ����-� − 2�������� + ��� 

Logo, &'(����� = ����-� − 2��� + ��� = ����-� − ��� 

Onde, ����-� = ��������� = ����������� = ������-� 
No entanto, como a variável � corresponde a uma normal padrão, é possível 

determinar-se o valor esperado acima da seguinte forma, ���-� = 3 

Pois, ���-� = � )*� − ����+-, = ���-�  
Ou seja, corresponde exatamente à definição do quarto momento da 

variável, ou ainda à curtose da distribuição. No entanto, sabe-se que o quarto 

momento da distribuição normal padrão é igual a três. Consequentemente, 

aplicando o resultado tem-se, ����-� = 3��� 
Voltando, &'(����� = 3���−��� = 0 

Portanto, teremos: ��
�� =  ��
���� + 2�
��
����� + ���
����� = ���
���                     

Elevando outro termo ao quadrado, ����� = �/�0 − ���� + �������/�0 − ���� + ������  

Onde todos os termos são de ordem �� maior do que um, e por isso tendem 

a zero, exceto um. Logo, o resultado é 
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����� = �����  

Para outro termo do Lema de Itô tem-se: �
�� = ��
�� + ��
�����/�0 − ���� + ������                                       

Neste caso todos os termos vão para zero, pois são da ordem de �� elevado a 

um número maior do que um, exceto um: �
�� = ����
1�� 
Como: � = � − � => �� = −��                                                                              

Substituindo na equação do Lema de Itô as relações acima e considerando as 

seguintes abreviações para as derivadas parciais teremos: �	 = 	���
�� + ��
���� + 	��k�α − δ�dt + σ�dz�� + B:�−dt� +�� B;;����
���� + �� 	������� + 	����σ�
1��                                             

Onde: 

	� = <	<
  
	� = <	<�  
	� = <	<�  
	�� = <�	<
�  
	�� = <�	<��  
	�� = <�	<
�  
Agrupando os termos em ��: �	 = )−B: + �� B;;���
� + 	��
ρ��σ�+ �� 	����� + 	��
 + 	�k�α −

δ�, �� + ��
	���� + σ�B>dz�                                                                     

Considerando a taxa de juros sem risco como determinística e condições de 

mercado perfeito, a equação diferencial obtida pelo método dos ativos 

contingentes, que considera condições de não arbitragem, será: �� 	��
���� + �� 	����� + 	��
1���� + 	�
�( − �� + 	��/�0 − �� −?��� − 	� − (	 = 0                                                                                    

Sujeito à condição inicial de que (para um contrato futuro): 
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@�
, �, 0� = 
 
Onde: ?= preço por unidade de risco da taxa de retorno de conveniência @ representa um contrato futuro. 
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11             
Apêndice B – Função Geradora de Momentos 

A função geradora de momentos é dada pelo valor esperado de A�B: CD��� = ��A�D� 
Portanto, 

CD��� = E A�BF�G��GH
IH  

Para o caso em que a distribuição de probabilidade da variável J é uma 

Normal, dada por:  

 J~!��, ��� 

Ou seja, 

F�J� = �√�KL AM�NMO���P�   

Então a função geradora de momentos será 

CD��� = Q A�B �√�KL AM�NMO���P�  �GHIH   

Ou, 

CD��� = �√�KL Q A�P�RN�P� AM*N�M�NOSO�+�P�  �GHIH   

Desenvolvendo, 

CD��� = �√�KL Q AM*N�M�*OSRP�+NSO�+�P�  �GHIH   

Se completarmos o quadrado no expoente, �G� − 2�� + ����G + ��� = �G − �� + ������ − 2���� − ���-  

Substituindo, 

CD��� = �√�KL Q AMTUNM*OSRP�+V�M�ORP�MR�PWX�P�  �GHIH   

Ou, 

CD��� = �√�KL AY�Z[���L� Q AMTUNM*OSRP�+V�X�P�  �GHIH   

  

Chamando de �G − �� + ����� �⁄  de ], então �G = ��]. Portanto 
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CD��� = �√�K AY�Z[���L� Q AI[�^�  �]HIH   

Se o termo 
�√�K for colocado novamente dentro da integral, observar-se-á 

que a integral corresponde exatamente à toda a área abaixo da função de 

densidade da Normal Padrão, e portanto é exatamente igual a um. Logo, 

 CD��� = AY�Z[���L�
 

O r-ésimo momento em torno da origem será dado por: �_̀ = ��J_� = Q G_F�G��GHIH   

Essa definição permite duas observações. A primeira em relação à média, 

pois sabe-se que ��J� = �  

O que quer dizer que o primeiro momento, quando substitui-se ( por um, é 

exatamente a definição de média, que chamou-se de �. 

 A segunda constatação permite que seja feita uma relação entre a variância 

e o segundo momento. Substituindo ( na definição acima por dois, tem-se o 

segundo momento ��̀ = ��J��  

No entanto, uma das formas de definir-se a variância é �� = ��J�� − ���J���  

Portanto, a variância poderá ser também definida como uma função do 

segundo momento �� = ��̀ − ��   

Outra definição bastante útil diz que se J tiver função geradora de 

momentos CD���, então �_̀ = abcde���b�c f�gh  

Aplicando a definição acima à função encontrada para uma variável com 

distribuição Normal abde���b� f�gh = aAY�Z[���L��� + ����f�gh 

Logo, abde���b� f�gh =  �  

E o segundo momento será dado por 
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ab�de���b�� f�gh = abijORS[�R�P�*YZ�L�+k
b� l

�gh
  

ab�de���b�� f�gh = aAY�Z[���L��� + ������ + ���� + AY�Z[���L�����f�gh  

ab�de���b�� f�gh = �� + ��  

Com os resultados obtidos acima é possível determinar a média e a variância 

de uma distribuição Normal. A média será igual ao primeiro momento. Isolando a 

variância no resultado acima tem-se �� = ��̀ − ��  

No entanto, determinou-se que a variância se relaciona com o segundo 

momento da seguinte forma ��̀ = �� + ��  

Substituindo a equação acima na anterior �� = �� + �� − ��  

Consequentemente, a variância da normal é igual ao termo � da sua função 

de distribuição de probabilidade elevado ao quadrado. 

 

11.1.               
Aplicação da Função Geradora de Momentos ao Modelo de S&S 
(2000) 

No caso do modelo de S&S (2000) a distribuição de probabilidade da 

função que se deseja aplicar a função geradora de momentos é Normal. Por isso, 

poder-se-á utilizar a fórmula encontrada acima, tal que 

CD��� = ��A�D� = AY�Z[���L�
  

No caso aqui proposto J = mn�
�� e � = 1 

A média e a variância da distribuição normal são dadas por � e �� 

respectivamente. Logo, 

�UAop��R�V = AGq r��mn�
��� + 12 &'(�mn�
���s 

��
�� = AGq r��mn�
��� + 12 &'(�mn�
���s 

mn ���
��� = ��mn�
��� + 12 &'(�mn�
��� 
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Desta forma, encontrou-se uma relação que fornece o logaritmo do valor 

esperado do preço à vista em função do valor esperado e da variância do 

logaritmo do preço à vista. Essas variáveis já foram encontradas para o modelo e 

por isso é possível obter-se o logaritmo do valor esperado do preço à vista. 

 

11.2.               
Aplicação da Função Geradora de Momentos ao Modelo de S&S 
(2000) Sob Processos Neutros ao Risco 

A demonstração é bastante parecida com a anterior em que as medidas de 

probabilidade não eram as do mundo sem risco. Como mn�
�� continua sendo 

igual à soma das variáveis de estado, que continuam tendo distribuições normais, 

apenas com as médias deslocadas, mn�
�� também continua sendo Normalmente 

distribuído. Desta forma, ao aplicar-se a função geradora de momentos, obtêm-se 

o mesmo resultado 

CD��� = �∗�A�D� = AY�Z[���L�
  

Substituindo na função geradora de momentos as relações para � e ��, 

sabendo que J = mn�
�� e aplicando o valor de � = 1 

�∗UAop��R�V = AGq r�∗�mn�
��� + 12 &'(∗�mn�
���s 

�∗�
�� = AGq r�∗�mn�
��� + 12 &'(∗�mn�
���s 

mn ��∗�
��� = �∗�mn�
��� + �� &'(∗�mn�
���  
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Apêndice C – Demonstrações das Propriedades 
Estatísticas dos Processos Estocásticos Abordados 

As próximas seções demonstram como obter o valor esperado e a variância 

dos processos estocásticos abordados nesta dissertação, ou seja, o processo de 

Wiener, o movimento geométrico browniano e o movimento de reversão à média. 

 

12.1.                                                                                     
Demonstração da Evolução da Variância do Processo d e Wiener no 
Tempo 

A demonstração de que a variância do processo de Wiener é crescente no 

tempo pode ser feita da seguinte forma: &'(�'� = ���' − ��'���� 
Portanto, para o processo de Wiener: &'(����� − ��0�� = ������� − ��0� − ������ − ��0�����                     
Onde: ���� = ao estado do processo no tempo � ��0� = ao estado do processo no tempo 0 

Podemos ver ���� − ��0� como um somatório de variações dentro do 

intervalo entre zero e T. Desta forma, as variações seriam: ��1� − ��0� = ��√Δ� ��2� − ��1� = ��√Δ� ⋮ ���� − ��� − 1� = �w√Δ� 

Onde: 

! = �Δ� 

� = 0, 1, 2, … , � 

O somatório das variações será: ���� − ��0� = ��√Δ� + ��√Δ� + ⋯ + �w√Δ� = ∑ �{√Δ�w{g�                    
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Logo, ������ − ��0�� = �U∑ �{√|�w{g� V = ∑ ���{�√|�w{g� = 0  
Então, &'(����� − ��0�� =  ������� − ��0� − 0��� = � )*∑ �{√|�w{g� +�,  
Mas, *∑ �{√|�w{g� +� = ���√|� + ��√|� + ⋯ + �w√|�����√|� + ��√|� + ⋯ ++�w√|��  
Desenvolvendo, *∑ �{√|�w{g� +� = ���|� + ���� |� + ⋯ + ���w|� + ����|� + ���|�+ ⋯ +���w|� + ⋯ + �w�� |� + �w�� |� + ⋯ + �w� |�  
Tirando o valor esperado do somatório acima: � )*∑ �{√Δ�w{g� +�, = �����Δ� + ���� Δ� + ⋯ + ���wΔ� + ����Δ� ++���Δ� + ⋯ + ���wΔ� + ⋯ + �w�� Δ� + �w�� Δ� +⋯ + �w� Δ��  
Rearranjando � )*∑ �{√Δ�w{g� +�, =  Δ������� + ��� + ⋯ + �w� + ���� + ⋯ + �w�wI���  

Como o valor esperado da soma é igual à soma dos valores esperados  � )*∑ �{√Δ�w{g� +�, = Δ�������� + ������ + ⋯ + ���w� � + ������� + ⋯ +���w�wI���  

Todos os termos de �U�{�}V ~n�A � ≠ � serão zero. 

� )*∑ �{√|�w{g� +�, = |�������� + ������ + ⋯ + ���w� ��  
Onde: ���{�� = &'(��{� = ����{ − ���{���� = ���{�� 
Então, � )*∑ �{√|�w{g� +�, =  |��1 + 1 + ⋯ + 1� = |�!  
Portanto, &'(����� − ��0�� = |�!  
Como: ! = ���  
Então, 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0712522/CA



Apêndice C – Demonstrações das Propriedades Estatísticas dos Processos Estocásticos 
Abordados                                                                                                                       119 
 &'(����� − ��0�� = |� ��� = �  

Desta forma, conclui-se que a variação esperada entre zero e T é zero e a 

variância é T. Podemos dizer, portanto, que: ���� − ��0�~!�0, ��  

 

12.2.                 
Demonstração do Valor Esperado e da Variância do MG B  

A média e a variância do incremento do MGB serão calculadas através do 

Lema de Itô. O Lema de Itô pode ser comparado a uma Série de Taylor na qual os 

termos em ��, de ordem maior do que um, podem ser desprezados. Assumindo 

que G��� segue uma distribuição LogNormal, o que é extremamente coerente para 

modelagem de preços de ativos, pois não podem assumir valores negativos, 

criaremos uma nova variável tal que: @�G� = mn �G�                                                                                             

Pelo Lema de Itô: 

�@ = 
�
B �G + 
�
� �� + �� 
��
B� ��G�� + �� 
��
B� ��G�� + ⋯  
Onde, ��G�� = *'�G, ��+������ + 2'�G, ����G, ������ + *��G, ��+������  
Onde, ���� = ����� �⁄   ����� = ��  
Logo, ��G�� = *��G, ��+���  
Todos os termos de ��G�� vão ser de ordem �� maior que um, portanto vão 

para zero. 

�@ = 
�
B �G + 
�
� �� + �� 
��
B� ��G��                                                              

Onde: 
�
B = �B  

�
� = 0  

��
B� = − �B�  
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 �G = 0G�� + �G��  ��G�� = *��G, ��+��� = ��G���  

Então, �@ = �B �0G�� + �G��� − �� �B� ��G���  
Colocando �� em evidência �@ = �0 − �� ��� �� +  ���  
Logo, �@~! )�0 − �� ��� ��, ����,   
Considerando um intervalo de tempo �0, ��: @�G�� − @�Gh� ~! )�0 − �� ��� �, ���,  
Ou, @�G��~! )@�Gh� + �0 − �� ��� �, ���,  
Como @�G�� = mn�G��, então, mn�G�� ~! )@�Gh� + �0 − �� ��� �, ���, ~!�], �� �  
Considerando, � = mn�G�� ~!�], �� �  � terá uma função distribuição de probabilidade igual a: 

F��� = �√�K�� AI[���M�� ��  
Como, � = mn�G�� => G� = A�  
Mais uma vez precisaremos do conceito de função geradora de momentos: 

 C��/� = ��A��� = Q A��F�����ZHIH   

Substituindo o valor de F��� dado pela função de distribuição de 

probabilidade na função geradora de momento: 

��A��� = Q A�� i �√�K�� AI[���M�� ��k ��ZHIH = Q i �√�K�� A��I[���M�� ��k ��ZHIH   
��A��� = Q i �√�K�� A�����M��M������ k ��ZHIH   
Completando o quadrado do numerador do expoente para obtermos algo do 

tipo A�A�: 
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 2��/� − �� − ]�� = 2��/� − �� − ]�� + ��-/� − �-/�� +  �2��/] − 2��/]�  2��/� − �� − ]�� = −�-/� + 2��/� − 2��/]−�� − ]�� +  �-/� + 2��/]  

 2��/� − �� − ]�� = −��-/� − 2��/�� − ]�+�� − ]��� +  �-/� + 2��/]  2��/� − �� − ]�� = −���/ − �� − ]���+�-/� + 2��/]  2��/� − �� − ]�� = −�� − �] + ��/���+�-/� + 2��/]  
Portanto, 

��A��� = Q i �√�K�� AM��M*�S���+����� A�W��S�������� k ��ZHIH   
��A��� = A�W��S�������� Q i �√�K�� AM��M*�S���+����� k ��ZHIH   
��A��� = A����� Z�^ Q i �√�K�� AM��M*�S���+����� k ��ZHIH   
Realizando uma troca de variáveis onde: 

� = �I*^Z���+�   
Então, derivando w em função de Y b�b� = �� => �� = ���  
Voltando, 

��A��� = A����� Z�^ Q � �√�K�� AM����� � ���ZHIH = A����� Z�^  
A integral é equivalente à função densidade de probabilidade de uma 

Normal padrão, com média zero e variância um. Desta forma, a integral é igual a 

um, pois corresponde à probabilidade de ocorrência de todos os valores possíveis, 

ou seja, corresponde a cem por cento ou um. 

Substituindo os valores de �, � e ] e considerando / igual a um por ser o 

cálculo do primeiro momento que corresponde à média: 

�UAop�BR�V = AL��� Z��B��Z��I��L��� = AL��� Zop�B��Z��I��L��� 
Ou, 
�UAop�BR�V = GhAL��� Z��I��L��� 
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Então, ��G�� = Ghe��                                                                                             

A variância de G� pode ser definida como: &'(�G�� = ���G� − ��G����� = ��G�� − 2G���G�� + ���G�����  
Ou, &'(�G�� = ��G���−2���G���� + ���G���� = ��G��� − ���G����  
Onde: ���G���� = �GhA���� = Gh�A���  
E, 

��G��� = �UA�op�BR���V = �UA�op�BR�V = ��A��� = A����� Z�^ = A�*��Z^+    
Substituindo, 

��G��� = A��L��Z��B��Z��I[�L��� � = A��op�B��Z��Z[�L�� � = Gh�A���ZL��  
Então, &'(�G�� = Gh�e���ZL�� − Gh�e��� = Gh�e���*eL�� − 1+                        

 

12.3.                     
Média, Variância e Outras Características do MRM 

Seja o MRM dado por �G = ��G� − G��� + ���                                                                             

Onde: 

 � = velocidade de reversão à média G� = média de longo prazo 

Para calcularmos o valor esperado e a variância de G� iremos utilizar um 

fator de integração A��e multiplicar todos os termos da equação acima por ele: A���G = A����G� − G��� + A�����                                                             

Definindo uma variável,  ��, G� = A��G 

Aplicando o Lema de Itô a  ��, G�: 

� ��, G� = 
¡
B �G + 
¡
� �� + �� 
�¡
B� ��G��                                                     

Onde: 
¡
B = A��                                                                                                      
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¡
� = A��G �                                                                                                 


�¡
B� = 0                                                                                                        

Substituindo em na equação obtida com o Lema de Itô as relações acima: ��A��G� = A�����G� − G��� + ���� + A��G ��� 

Abrindo o termo entre parênteses, ��A��G� = �A��G��� − �A��G�� + �A���� + A��G ��� 

Simplificando, ��A��G� = �A��G��� + �A���� 

Integrando os termos de zero a �: Q ��A�¢G¢��£�¢gh = Q �A�¢G��£�¢gh + Q �A�¢��¢�¢gh   aA�¢G¢|¢gh� = aG�A�¢|¢gh� + � Q A�¢��¢�¢gh   

A��G� − Gh = G��A�� − 1� + � Q A�¢��¢�¢gh   

Dividindo a equação por A��, G� = GhAI�� + G��1 − AI��� + � Q A��¢I����¢�¢gh                                        

O valor esperado e a variância do MRM serão: 

��G�� = GhAI�� + G��1 − AI��� + � E A��¢I������¢��
¢gh  

A única variável aleatória do lado direito da equação é o incremento de 

Wiener, e como ele possui valor esperado igual a zero: ��G�� = GhAI�� + G��1 − AI���                                                                  

Ou, ��G�� = G� + AI���Gh − G�� 
No artigo de SCHWARTZ E SMITH (2000) o processo de reversão à média 

tende para zero. Para chegarmos ao valor de média citado no artigo para o MRM, 

basta considerarmos na equação acima que G� = 0, assim teremos: ��G�� = GhAI��                                                                                           

Quando os autores consideram o MRM neutro ao risco o processo passa a 

ser dado pela equação: �¥� = *−/¥� − ?¦+�� + �¦��¦∗                                                                 

Em que a tendência do processo ao invés de zero passa a ser − §�̈ . Neste 

caso o valor esperado do processo será: 
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��G�� = GhAI�� − §�̈ �1 − AI���                                                                

A variância do MRM pode ser calculada da seguinte maneira: &'(�G�� = ���GhAI�� + G��1 − AI��� + � Q A��¢I����¢�¢gh −  GhAI��−G��1 − +AI������  
Simplificando, 

&'(�G�� = � ��� Q A��¢I����¢�¢gh ���  
Elevando ao quadrado e retirando do valor esperado o termo constante, &'(�G�� = ��� )Q *A��¢I��+����¢���¢gh ,  
Como o incremento de Wiener ao quadrado é igual a ��,  &'(�G�� = �� Q A���¢I���£�¢gh   
Resolvendo a integral, 

&'(�G�� = �� aj�©�ªMR��� f¢gh
�   

Substituindo os limites no resultado encontrado, 

&'(�G�� = L��� �1 − AI����                                                                           

É interessante observar-se algumas características do MRM quando varia-se 

o tempo e a velocidade de reversão à média. 

 m�«�→H ��G�� = m�«�→H G� + AI���Gh − G�� 

Quando � vai para infinito, AI�� vai para zero, o que acarreta com que AI���Gh − G�� também vá para zero. Portanto, m�«�→H ��G�� = G�                                                                                       

Quanto à variância do processo, 

m�«�→H &'(�G�� = m�«�→H L��� �1 − AI����  

Como AI��� vai para zero quando � tende a infinito, tem-se que �1 − AI���� 

vai para um. Portanto,    

m�«�→H &'(�G�� = L���                                                                                  

Observando, agora, variações na velocidade de reversão à média, pode-se 

observar que quando � → ∞, tem-se 

  m�«�→H ��G�� = m�«�→H G� + AI���Gh − G�� 
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Assim, 
�j©R �Gh − G�� tenderá a zero, pois, A�� quando � vai para infinito 

tende a infinito, e portanto, 
�j©R tende a zero. Então, 

   lim�→H ��G�� = G�                                                                                    

A variância do processo, quando � → ∞, se comporta da seguinte maneira: 

m�«±→H &'(�G�� = m�«±→H ²��± �1 − eI�±³�  

O termo �1 − AI���� vai para um, e o outro, 
L���, tende a zero. Portanto, a 

variância do processo será: m�«±→H &'(�G�� = 0                                                                                   

As equações acima demonstram que quando a velocidade de reversão à 

média é suficientemente grande, o processo não se desvia de sua média de longo 

prazo. 

Ao tender-se a velocidade de reversão à média a zero, tem-se que o valor 

esperado será dado por: m�«�→h ��G�� = m�«�→h G� + AI���Gh − G��  

Como AI�� vai para um, tem-se: m�«�→h ��G�� = Gh                                                                                      

E a variância do processo será dada por: 

m�«�→h&'(�G�� = m�«�→h L��� �1 − AI����                                                  

Sabe-se que: 

AB = 1 + G + B��! + B��! + ⋯  

Quando G vai para zero G{ vai mais rapidamente se � = 1, 2, …, e portanto 

pode-se desconsiderar alguns termos, ficando com a igualdade: AB = 1 + G                                                                                                  

Substituindo o resultado obtido acima na equação anterior, e considerando 

que G = −2��, tem-se: 

m�«�→h&'(�G�� = m�«�→h L��� *1 − �1 − 2���+  
m�«�→h&'(�G�� = m�«�→h L��� �2���  
m�«�→h&'(�G�� = ���                                                                                                 
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Comparando a variância e o valor esperado do MRM, quando � → 0, com a 

de um Movimento Browniano sem drift constata-se que eles são exatamente 

iguais. Outra forma de se ver essa característica do MRM é igualar-se na sua 

equação o valor de � a zero. 
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13                   
Apêndice D – Minimização do Erro Quadrático 

Para que a minimização do erro quadrático seja realizada será necessário 

que sejam atendidas duas condições de otimização. A condição de primeira ordem 

garante que o ponto encontrado seja crítico. A condição de segunda ordem é 

aquela que garante que o ponto além de crítico seja de mínimo. 

 

13.1.                
Condição de 1ª Ordem 

O método de estimação por mínimos quadrados ordinários será realizado 

através da minimização do erro quadrático. Para isso é necessário que conheça-se 

o erro quadrático, o qual será encontrado a seguir.   µ¶ = ·¶ − ¸¶¹¶  
A partir deste momento o índice t será suprimido por questões de 

simplificação. Logo, o vetor de erros transposto será µ` = ·` − ¹`¸`  
E o quadrado dos erros µ`µ = �·` − ¹`¸`��· − ¸¹�  

Desenvolvendo µ`µ = ·`· − ·`¸¹ − ¹`¸`· + ¹`¸`¸¹  

Como, ·`¸¹ = �·`¸¹�`  
Pois trata-se de um escalar, e, �·`¸¹�` = ¹`¸`·  

Então, µ`µ = ·`· − º·`¸¹ + ¹`¸`¸¹                                                                  

A condição de 1ª ordem para a minimização do erro quadrático é: 

»µ¼µ»¹ = ½                                                                                                       
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Aplicando a condição anterior na equação acima do erro quadrático, e 

derivando cada termo: 

»·¼·»¹ = ½                                                                                                       

»·¼¸¹»¹ = ⋯  

·`¸ = ��� �� … ��� ¾11 J��J�� J��J�� ⋯… J��J��⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮1 J�p J�p ⋯ J�p
À  

·`¸ = ��� + �� + ⋯ + �p ��J�� + ��J�� + ⋯ + �pJ�p … ��J�� +  +��J�� + ⋯ + �pJ�p� 
Mudando a nomenclatura: ·`¸ = �'� '� … '��    
Então, 

·`¸¹ = �'� '� … '�� ¾����⋮��
À        

·`¸¹ = '��� + '��� + ⋯ + '���     
Logo, 

»·¼¸¹»¹ =
ÁÂ
ÂÂ
ÂÃ»·¼¸¹
Ä[»·¼¸¹
Ä�⋮»·¼¸¹
Ä� ÅÆ

ÆÆ
ÆÇ = ¾'�'�⋮'�

À = �·`¸�` = ¸`·        
Portanto, 

»º·¼¸¹»¹ = 2¸`·                                                                                             

A derivada do último termo será dada por: 

»¹¼¸¼¸¹»¹ = ⋯  

Onde 

¸`¸ =
ÁÂÂ
ÂÃ 1J��J��

1J��J��
⋯… 1J�pJ�p⋮ ⋮ ⋱ ⋮J�� J�� ⋯ J�pÅÆÆ

ÆÇ ¾11 J��J�� J��J�� ⋯… J��J��⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮1 J�p J�p ⋯ J�p
À  

Ou mudando a nomenclatura 
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¸`¸ = ¾'�� '��'�� '�� ⋯⋯ '��'��⋮ ⋮ ⋱ ⋮'�� '�� ⋯ '��
À = È  

Onde È é uma matriz simétrica. 

¹`È = ��� �� … ��� ¾'�� '��'�� '�� ⋯⋯ '��'��⋮ ⋮ ⋱ ⋮'�� '�� ⋯ '��
À  

Multiplicando  ¹`È = ���'�� + ��'�� + ⋯ + ��'�� ��'�� + ��'�� + ⋯ + ��'�� ⋯ ��'�� + ��'�� + ⋯ + ��'��� 
Que pode-se chamar de ¹`È = �É� É� … É��    
Multiplicando pelo vetor restante 

¹`È¹ = �É� É� … É�� ¾����⋮��
À = É��� + É��� + ⋯ + É���         

A derivada será dada por 

»¹¼¸¼¸¹»¹ =
ÁÂ
ÂÂ
ÂÃ»¹¼¸¼¸¹
Ä[»¹¼¸¼¸¹
Ä�⋮»¹¼¸¼¸¹
Ä� ÅÆ

ÆÆ
ÆÇ        

Onde 

»¹¼¸¼¸¹
Ä[ = 
Ê[
Ä[ �� + É� 
Ä[
Ä[ + 
Ê�
Ä[ �� + É� 
Ä�
Ä[ + ⋯ + 
Ê�
Ä[ �� + É� 
Ä�
Ä[         
Desenvolvendo    
»¹¼¸¼¸¹
Ä[ = '���� + ���'�� + ��'�� + ⋯ + ��'��� + '���� + ⋯ + '����         
»¹¼¸¼¸¹
Ä[ = 2��'�� + 2��'�� + ⋯ + 2��'��     
E 

»¹¼¸¼¸¹
Ä� = 
Ê[
Ä� �� + É� 
Ä[
Ä� + 
Ê�
Ä� �� + É� 
Ä�
Ä� + ⋯ + 
Ê�
Ä� �� + É� 
Ä�
Ä�         
Ou, 

»¹¼¸¼¸¹
Ä� = '���� + '���� + ���'�� + ��'�� + ⋯ + ��'��� + ⋯ + '����         
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»¹¼¸¼¸¹
Ä� = 2'���� + 2'���� + ⋯ + 2'����         
Como: 

È¹ = ¾'�� '��'�� '�� ⋯⋯ '��'��⋮ ⋮ ⋱ ⋮'�� '�� ⋯ '��
À ¾����⋮��

À = ¾'���� + '���� + ⋯ + '����'���� + '���� + ⋯ + '����⋮'���� + '���� + ⋯ + '����
À  

Então, 

»¹¼¸¼¸¹»¹ = 2¸`¸¹                                                                                         

Unindo os resultados das derivadas dos termos, tem-se: 

»µ¼µ»¹ = ½ − 2¸`· + 2¸`¸¹   

Como a condição de 1ª ordem é que a equação acima se iguale a zero, º¸`¸¹ − º¸`· = ½    ¹ = �¸`¸�IË¸`·                                                                                         

 

13.2.                
Condição de 2ª Ordem 

Além de satisfazer à condição de 1ª ordem deve-se comprovar a condição de 

2ª ordem que garante a otimalidade, ou seja, a minimização do erro quadrático. 

Nesse caso deve-se verificar se a derivada da matriz encontrada para os 

coeficientes da regressão é positiva definida, conforme enunciado abaixo: 

»µ¼µ»¹»¹¼ => �A« Ì]A £A( q~£����' �AF�n��'  

A condição de 1ª ordem permite escrever: 

»µ¼µ»¹ =
ÁÂ
ÂÂ
ÂÃ»µ¼µ
Ä[»µ¼µ
Ä�⋮»µ¼µ
Ä� ÅÆ

ÆÆ
ÆÇ        

Por analogia pode-se afirmar que:  

»µ¼µ»¹¼ = )»µ¼µ
Ä[ »µ¼µ
Ä� … »µ¼µ
Ä� ,        
Logo 

»µ¼µ»¹¼ = �»µ¼µ»¹ �` = �−2¸`· + 2¸`¸¹�` = −2·`¸ + 2¹`¸`¸                       
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Derivando pela segunda vez em função de ¹, e usando o artifício de derivar 

um termo de cada vez tem-se: »»¹ �−º·`¸� = ½        
E, 

»»¹ �º¹`¸`¸� = º »¹¼È»¹ = º
ÁÂ
ÂÂ
ÂÃ»¹¼È
Ä[»¹¼È
Ä�⋮»¹¼È
Ä� ÅÆ

ÆÆ
ÆÇ        

»¹¼È»¹ = ¾'�� '��'�� '�� ⋯⋯ '��'��⋮ ⋮ ⋱ ⋮'�� '�� ⋯ '��
À = È        

Portanto, somando as derivadas dos termos da equação tem-se: 

»µ¼µ»¹»¹¼ = ½ + º¸`¸        
Para provar-se que ¸`¸ é positiva definida utiliza-se uma técnica na qual se 

multiplica a matriz por um vetor e depois pelo mesmo vetor transposto, da 

seguinte forma: 

 Í`¸`¸Í                                                                                                       

Como Í possuí dimensões / × 1, ̧ `¸ apresenta dimensão / × / e Í` 1 × /, 

assim, é possível escrever a equação acima como dois vetores: Í`¸`¸Í = Ï`Ï 

O resultado é um escalar igual a: Ï`Ï =  ∑ ÏÐºÑÐgË         
Desta forma, tem-se que a derivada a segunda do somatório dos resíduos é 

uma matriz positiva definida. Conclui-se que a condição de 2ª ordem também foi 

satisfeita e, portanto, o vetor com as melhores estimativas para os coeficientes da 

regressão será dado pela equação encontrada na condição de primeira ordem. 

O desenvolvimento acima comprova que ¹ é um estimador para Ò, no 

entanto, além disso, deseja-se que ele seja o melhor estimador linear não 

tendencioso (MELNT), ou em inglês “Best Linear Unbeased Estimator” (BLUE). 

A demonstração encontra-se no a seguir. 
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Apêndice E – Demonstração de que ¹ é o MELNT de Ò  

O primeiro passo é provar que ¹ é um estimador linear. Partindo da 

equação: ¹ = �¸`¸�I�¸`Ó                                                                                         

Demonstrada anteriormente, e da equação da população: Ó = ¸Ò + Ô       

Ambas as equações acima são enunciadas suprimindo o índice das variáveis, 

o qual indica o número de datas nas quais se dispõem de dados.                                                                          

Assim como nas suposições do modelo para o erro e para as variáveis, é 

possível escrever: ¹ = �¸`¸�I�¸`�¸Ò + Ô�  

Aplicando a propriedade distributiva: ¹ = �¸`¸�I�¸`¸Ò + �¸`¸�I�¸`Ô  

Como, �¸`¸�I�¸`¸ = Õ  

Tem-se: ¹ = ÕÒ + �¸`¸�I�¸`Ô  

Pode-se representar Õ e Ò da seguinte maneira: 

Õ = Ö1 0 ⋯ 00⋮ 1⋮ … 0⋱ ⋮0 0 … 1×  
Ò = ¾Ø�Ø�⋮Ø�

À  

Onde, Õ possui dimensões / × / e Ò / × 1. 

Portanto, ÕÒ = Ò  

Considerando, �¸`¸�I�¸` = Ï  
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Portanto, ¹ = Ò + ÏÔ  

Onde, ¹ tem dimensão / × 1, Ò tem dimensão / × 1, Ï tem dimensão / × n, Ô tem dimensão n × 1 e, portanto, ÏÔ apresenta dimensão / × 1. Por conta 

disso, observa-se que ¹ é um estimador linear de Ò. 

O segundo passo é provar que ¹ é um estimador não tendencioso. A 

definição de um indicador não tendencioso é que ele não possua um viés de alta 

ou de baixa. Para que isso ocorra a seguinte relação deve ser atendida: Ù�¹� = Ò  

Sabe-se que: ¹ = �¸`¸�I�¸`Ó  

Ou, substituindo Ó na equação acima pela equação da população, 

 ¹ = �¸`¸�I�¸`�¸Ò + Ô� 

Aplicando a propriedade distributiva: ¹ = �¸`¸�I�¸`¸Ò + �¸`¸�I�¸`Ô  

Como, �¸`¸�I�¸`¸ = Õ  

Tem-se: ¹ = ÕÒ + �¸`¸�I�¸`Ô  

Ou, ¹ = Ò + �¸`¸�I�¸`Ô  

Aplicando o valor esperado nos dois lados da equação acima: Ù�¹� = Ù�Ò + �¸`¸�IË¸`Ô�  
Ou, Ù�¹� = Ù�Ò� + Ù��¸`¸�IË¸`Ô�  
Como a única variável aleatória da equação acima é Ô, pode-se escrever: Ù�¹� = Ò + �¸`¸�IË¸`Ù�Ô�  
No entanto, a variável aleatória acima, que representa o erro de previsão do 

modelo populacional, foi definida como sendo: Ô ~ !�½, ��Õ�  

O que significa que o valor esperado desta variável será dado por: Ù�Ô� = ½  
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Finalmente, substituindo esse valor esperado do erro aleatório na equação 

do valor esperado do vetor de coeficientes do modelo, chega-se à equação que se 

queria demonstrar: Ù�¹� = Ò  

O terceiro e último passo da demonstração de que ¹ é MELNT de Ò, é a de 

que ele possui a menor variância possível. Neste sentido, inicia-se pela definição 

de variância: ÚÛÜ�¹� = Ù��¹ − Ù�¹���¹ − Ù�¹��`�  
Conforme passo anterior é possível escrever: ¹ = Ò + �¸`¸�I�¸`Ô  

E, Ù�¹� = Ò  

Então, ¹ − Ù�¹� = Ò + �¸`¸�I�¸`Ô − Ò  

Ou, ¹ − Ù�¹� = �¸`¸�I�¸`Ô  

Logo,  ÚÛÜ�¹� = Ù���¸`¸�I�¸`Ô���¸`¸�I�¸`Ô�`�  
Ou,  ÚÛÜ�¹� = Ù���¸`¸�I�¸`Ô�Ô`¸�¸`¸�I��  
Como ��¸`¸�I��` = �¸`¸�I�  

Como só há duas variáveis aleatórias na equação acima, pode-se escrever: ÚÛÜ�¹� = �¸`¸�I�¸`Ù�ÔÔ`�¸�¸`¸�I�  

Mas sabe-se que outra forma de se escrever os vetores de erro aleatório 

populacional é: 

Ô = Ö����⋮�p
×  

E, portanto,  Ô` = ��� �� … �p�  
Onde, Ô possui dimensões n × 1, e consequentemente Ô` possui dimensões 1 × n. Neste sentido, o produto dessas variáveis será dado por:    
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ÔÔ` = ÁÂÂ
Ã ��� ���� ⋯ ���p���� ��� ⋯ ���p⋮�p�� ⋮�p�� ⋱⋯ ⋮�p� ÅÆÆ

Ç
  

Ao aplicar-se o valor esperado em todos os termos da matriz será possível 

constatar que: ���{�� = &'(��{�  
Onde a variância de �{ é dada pela definição, e é igual a ��. �U�{�}V = É~�U�{�}V  
Mas a covariância entre os erros aleatórios é definida como zero pelo 

modelo. Desta forma, a matriz de variâncias-covariâncias será dada por: 

Ù�ÔÔ`� = ¾�� 0 ⋯ 00 �� ⋯ 0⋮0 ⋮0 ⋱⋯ ⋮��À  

Ou, 

Ù�ÔÔ`� = �� Ö1 0 ⋯ 00 1 ⋯ 0⋮0 ⋮0 ⋱⋯ ⋮1×  

Escrevendo de outra maneira: Ù�ÔÔ`� = ��Õ  

Substituindo o valor encontrado na equação de variância dos coeficientes do 

modelo amostral:  ÚÛÜ�¹� = �¸`¸�I�¸`��Õ¸�¸`¸�I�  

Desenvolvendo, ÚÛÜ�¹� = ���¸`¸�I�¸`¸�¸`¸�I�  

Que é igual a: ÚÛÜ�¹� = ���¸`¸�I�  

Ou, alterando as variáveis de tal forma que: �¸`¸�I�¸` = Ý  

E, portanto, Ý` = ¸�¸`¸�I�  

Assim, ÚÛÜ�¹� = ��ÝÝ`  
Como, 
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¹ = �¸`¸�I�¸`Ó  

Então: ¹ = ÝÓ  

Considerando a estimação de um novo vetor de coeficientes, da seguinte 

maneira: ¹Þ = ßÓ  

Substituindo a equação da população na relação acima se chega a: ¹Þ = ß¸Ò + ßÔ  

Da mesma forma que se demonstrou para o vetor ¹ é possível se provar que 

para que: ÙU¹ÞV = Ò  

Algumas propriedades devem ser atendidas, são elas: ÙU¹ÞV = Ù�ß¸Ò + ßÔ�  
Aplicando a propriedade da soma dos valores esperados:  ÙU¹ÞV = Ù�ß¸Ò� + Ù�ßÔ�  
Como só há uma variável aleatória na equação acima, pode-se operar com o 

valor esperado da seguinte forma: 

 ÙU¹ÞV = ß¸Ò + ßÙ�Ô�  
Como o valor esperado do erro aleatório populacional é igual a zero chega-

se ao resultado:  ÙU¹ÞV = ß¸Ò  

Mas, o objetivo é que ¹Þ seja um estimador não viesado de Ò, e para tanto a 

seguinte igualdade deve ser satisfeita: ß¸ = Õ  

O próximo passo é obter a variância do estimador ¹Þ, ÚÛÜU¹ÞV = Ù )*¹Þ − ÙU¹ÞV+*¹Þ − ÙU¹ÞV+`,  
Onde, ¹Þ − ÙU¹ÞV = ¹Þ = ß¸Ò + ßÔ − ß¸Ò  

Simplificando, ¹Þ − ÙU¹ÞV = ¹Þ = ÕÒ + ßÔ − ÕÒ   

Ou, ¹Þ − ÙU¹ÞV = ¹Þ = ßÔ  
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Portanto,   ÚÛÜU¹ÞV = Ù��ßÔ��ßÔ�`�  
Aplicando a propriedade de transposição da multiplicação de duas matrizes: ÚÛÜU¹ÞV = Ù��ßÔ�Ô`ß`�  
Entrando com o valor esperado, ÚÛÜU¹ÞV = ßÙ�ÔÔ`�ß`  
Substituindo a matriz de variâncias-covariâncias dos erros populacionais, ÚÛÜU¹ÞV = ß��Õß`  
Ou, ÚÛÜU¹ÞV = ��ßß`  
Agora o objetivo passa a ser provar que a variância do estimador ¹ é menor 

do que a do estimador ¹Þ. Essa prova pode ser feita demonstrando que: 

 ß = Ý + à  

Pois, as matrizes de variâncias de ¹ e de ¹Þ são dadas por: ÚÛÜ�¹� = ��ÝÝ`  
E, ÚÛÜU¹ÞV = ��ßß`  
Respectivamente. A seguir escreve-se a matriz de variâncias de ¹Þ em função 

de Ý e à. ÚÛÜU¹ÞV = ���Ý + à� �Ý + à�`  ÚÛÜU¹ÞV = ���Ý + à� Ý` + à`  
Aplicando a propriedade distributiva, ÚÛÜU¹ÞV = ���ÝÝ` + Ýà` + àÝ` + àà`�  

Como, ß¸ = Õ  

Então, �Ý + à�¸ = Õ  

Abrindo, Ý¸ + à¸ = Õ  

Definiu-se que, Ý = �¸`¸�I�¸`  
Substituindo Ý na equação anterior, 
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�¸`¸�I�¸`¸ + à¸ = Õ  

Portanto, Õ + à¸ = Õ  

Logo, à¸ = Õ − Õ  

Consequentemente, à¸ = ½  

Da mesma forma, �à¸�` = ½`  
Então, ¸`à` = ½  

Substituindo Ý em Ýà`, Ýà` = �¸`¸�I�¸`à`  
E substituindo Ý` em àÝ`, àÝ` = à¸�¸`¸�I�  

Mas, como encontrado anteriormente, tanto ¸`à` quanto à¸, são iguais a 

zero, e, portanto: Ýà` = ½  

E, àÝ` = ½  

Assim, ÚÛÜU¹ÞV = ���ÝÝ` + àà`�  

Explicitando a matriz Ý, 

Ý = ¾��� ��� ⋯ ��p��� ��� ⋯ ��p⋮��� ⋮��� ⋱⋯ ⋮��p
À   

Logo, 

Ý` = ¾��� ��� ⋯ ������ ��� ⋯ ���⋮��p ⋮��p ⋱⋯ ⋮��p
À   

O produto das duas matrizes será dado por: 
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ÝÝ` = ÁÂÂ
Ã ∑ ��{�p{g� ∑ ��{��{p{g� ⋯ ∑ ��{��{p{g�∑ ��{��{p{g� ∑ ��{�p{g� ⋯ ∑ ��{��{p{g�⋮∑ ��{��{p{g� ⋮∑ ��{��{p{g� ⋱⋯ ⋮∑ ��{�p{g� ÅÆÆ

Ç
  

Se for incluído �� na equação acima, a matriz passa a ser a de variâncias-

covariâncias e pode ser escrita como: 

��ÏÏ` = ¾ &'(���� á~����, ��� ⋯ á~����, ���á~����, ��� &'(���� ⋯ á~����, ���⋮á~����, ��� ⋮á~����, ��� ⋱⋯ ⋮&'(���� À  

As variâncias de ¹Þ serão dadas por: &'(U��Þ V = *∑ ��{�p{g� + ∑ ��{�p{g� +��  &'(U��âV = *∑ ��{�p{g� + ∑ ��{�p{g� +��  

Até, &'(U��âV = *∑ ��{�p{g� + ∑ ��{�p{g� +��  

Comparando as variâncias acima com as do vetor ¹ é possível constatar que: &'(U��Þ V = &'(���� + �� ∑ ��{�p{g�   &'(U��âV = &'(���� + �� ∑ ��{�p{g�   

Até, &'(U��âV = &'(���� + �� ∑ ��{�p{g�   

Como a todas as variâncias dos coeficientes estimados em ¹Þ é somado um 

termo elevado ao quadrado, que sempre será maior ou igual a zero, é possível 

concluir que as variâncias dos coeficientes de ¹Þ serão sempre maiores ou iguais as 

de ¹. Como a 

 ÚÛÜU¹ÞV ≥ ÚÛÜ�¹� 
Conclui-se que ¹ é MELNT de Ò. 
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15                
Apêndice F – Demonstração do Algoritmo Recursivo de  
MQO 

Abaixo é apresentada uma maneira de se encontrar o vetor de coeficientes 

da regressão em � + 1 em função do vetor de �.  

 

15.1.                 
Demonstração de ¹¶ZË 

Deseja-se provar a equação de atualização do vetor de coeficientes da 

regressão, tal que ¹¶ZË = ¹¶ + ä¶ZË�·¶ZË − å¶ZË` ¹¶�                                                            

A equação acima pode ser obtida através das seguintes relações: ¹¶ = �¸¶`¸¶�I�¸¶`·¶                                                                                  

Então,  ¹¶ZË = �¸¶ZË` ¸¶ZË�I�¸¶ZË` ·¶ZË  

¹¶ZË = �¸¶ZË` ¸¶ZË�IË�¸¶̀ å¶ZË� � ·¶·¶ZË�  
Onde: 

å¶ZË =
ÁÂÂ
ÂÃ 1J��Z�J��Z�⋮J��Z�ÅÆÆ

ÆÇ        
¸¶ZË = � ¸¶å¶ZË` �        
¸¶ZË = ¾ 11 J��J�� J��J�� ⋯… J��J��⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮1 J��Z� J��Z� ⋯ J��Z�

À        

¸¶ZË` =
ÁÂÂ
ÂÃ 1J��J��

1J��J��
⋯… 1J��Z�J��Z�⋮ ⋮ ⋱ ⋮J�� J�� ⋯ J��Z�ÅÆÆ

ÆÇ        
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E o índice � corresponde ao n das condições de primeira e segunda ordens. 

Consequentemente, ¹¶ZË = �¸¶ZË` ¸¶ZË�IË�¸¶̀·¶ + å¶ZË·¶ZË�    ¹¶ZË = �¸¶ZË` ¸¶ZË�IË¸¶̀·¶ + �¸¶ZË` ¸¶ZË�IËå¶ZË·¶ZË    
Ou, ¹¶ZË = æ + ß                                                                                              

Pode-se escrever, ainda: 

¸¶ZË` ¸¶ZË = �¸¶̀ å¶ZË� � ¸¶å¶ZË` �        
¸¶ZË` ¸¶ZË = ¸¶̀¸¶ + å¶ZËå¶ZË`                                                                     

Para prosseguir com o raciocínio é preciso utilizar o Lema de Inversão: �È + çè�IË = ÈIË − ÈIËç�Õ + èÈIËç�IËèÈIË                                    

Esse Lema pode ser facilmente demonstrado, e a demonstração está no 

Apêndice H. 

Deseja-se obter a inversa da equação encontrada acima, ou seja, �¸¶ZË` ¸¶ZË�IË = �¸¶̀¸¶ + å¶ZËå¶ZË` �IË   

Aplicando o Lema de Inversão de matrizes se obtém: �¸¶̀¸¶ + å¶ZËå¶ZË` �IË = �¸¶̀¸¶�IË + �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË�Õ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË�IËå¶ZË` �¸¶̀¸¶�IË 

Onde: ¸¶̀¸¶ = È    å¶ZË = ç    å¶ZË` = è    
Como, æ = �¸¶ZË` ¸¶ZË�IË¸¶̀·¶    
Então, 

æ = ��¸¶̀¸¶�IË − �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË*Õ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË+IËå¶ZË` �¸¶̀¸¶�IË� ¸¶̀·¶ 
A dimensão do termo �Õ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË�IË é 1 × 1, pois como ̧ ¶ é � × / e, consequentemente, ¸¶̀ é / × �, e o produto entre eles é / × /. Da mesma 

forma, como å¶ZË`  representa apenas uma nova observação das variáveis 

independentes, e, portanto, possui dimensão 1 × /, o produto å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IË 

também apresenta dimensão 1 × /. å¶ZË possui dimensão / × 1, logo 
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å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË terá dimensão 1 × 1, conforme afirmado acima. Considerando 

esse termo como um escalar, é possível escrever:     

æ = r�¸¶̀¸¶�IË − *¸¶¼¸¶+MËå¶SËå¶SË¼ *¸¶¼¸¶+MË
ÕZå¶SË¼ *¸¶¼¸¶+MËå¶SË s ¸¶̀·¶  

æ = �¸¶̀¸¶�IË¸¶̀·¶ − *¸¶¼¸¶+MËå¶SËå¶SË¼ *¸¶¼¸¶+MË¸¶¼·¶ÕZå¶SË¼ *¸¶¼¸¶+MËå¶SË   

æ = ¹¶ − *¸¶¼¸¶+MËå¶SËå¶SË¼ ¹¶ÕZå¶SË¼ *¸¶¼¸¶+MËå¶SË  

Considerando: 

 

ä¶ZË = *¸¶¼¸¶+MËå¶SËÕZå¶SË¼ *¸¶¼¸¶+MËå¶SË                                                                            

Obtêm-se: æ = ¹¶ − ä¶ZËå¶ZË` ¹¶                                                                                 

O outro termo da equação de atualização foi definido como: ß = �¸¶ZË` ¸¶ZË�IË¸¶ZË·¶ZË    
Aplicando o resultado encontrado com o Lema de Inversão, ß = ��¸¶̀¸¶�IË −    �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË�Õ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË�IËå¶ZË` �¸¶̀¸¶�IË� å¶ZË·¶ZË    
ß = é�¸¶̀¸¶�IË − �¸¶̀¸¶�IËå¶ZËå¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËÕ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË ê å¶ZË·¶ZË    
ß = �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZË − �¸¶̀¸¶�IËå¶ZËå¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZËÕ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË     
ß = 1Õ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË ��¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZË�Õ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË� −    

�¸¶̀¸¶�IËå¶ZËå¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZË�    
ß = Ëà ��¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZË�Õ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË� + 

�¸¶̀¸¶�IËå¶ZËå¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZË� 

Onde: à = Õ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË    
Então, 

ß = 1à ��¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZË + �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZËå¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË +    
−�¸¶̀¸¶�IËå¶ZËå¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZË�    
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Como å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË possui dimensão 1 × 1 pode-se escrever: 

ß = Ëà ��¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZË + �¸¶̀¸¶�IËå¶ZËå¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZË +    
−�¸¶̀¸¶�IËå¶ZËå¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZË�    

Portanto, como os dois últimos termos são exatamente iguais, 

ß = Ëà ��¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZË�    
ß = �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË·¶ZËÕ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË    
Como, 

ä¶ZË = �¸¶̀¸¶�IËå¶ZËÕ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË    
Obtêm-se: ß = ä¶ZË·¶ZË                                                                                             

Definiu-se: ¹¶ZË = æ + ß                                                                                              

Então, substituindo æ e ß da equação acima pelas relações encontradas nas 

equações anteriores obtêm-se: ¹¶ZË = ¹¶ − ä¶ZËå¶ZË` ¹¶ + ä¶ZË·¶ZË    
Ou, 

 ¹¶ZË = ¹¶ + ä¶ZË�·¶ZË − å¶ZË` ¹¶�                                                           

Desta forma, ficou demonstrada a equação, que utiliza o vetor de 

coeficientes ¹¶ no tempo � para obter uma nova estimativa para vetor de 

coeficientes em � + 1. A estimativa atualizada é obtida tanto através da antiga 

quanto do erro de previsão associado a um fator de correção ä¶. 
No caso da estimação por mínimos quadrados ordinários, como foi citado 

acima,  

ä¶ZË = *¸¶¼¸¶+MËå¶SËÕZå¶SË¼ *¸¶¼¸¶+MËå¶SË                                                                            

E, ¹¶ZË = ¹¶ + ä¶ZË�·¶ZË − å¶ZË` ¹¶�                                                            

As duas equações acima formam um algoritmo recursivo para atualizar 

estimativas.  
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15.2.                 
Demonstração de ë¶ZË 

Agora deseja-se simplificar o algoritmo criado acima. Nesse sentido opta-se 

por alterar a nomenclatura utilizada da seguinte forma: ë¶ = �¸¶̀¸¶�IË                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        
Então, ä¶ZË = ë¶å¶SËÕZå¶SË¼ ë¶å¶SË                                                                                     

A mudança realizada apresenta como vantagem o fato de não ser mais 

preciso inverter matrizes de grandes dimensões, como pode ser o caso de �¸¶̀¸¶�IË, que apresenta dimensões / × /, que podem ser tão maiores quanto 

mais complexo for o modelo adotado, ou seja, quanto maior for o número de 

variáveis explicativas ou independentes. O artifício da eliminação da necessidade 

de se inverter a matriz é alcançado através da atualização de ë¶, que é feita 

seguindo a relação: 

   ë¶ZË = ë¶ − ë¶ å¶SËå¶SË¼ÕZå¶SË¼ ë¶å¶SË ë¶                                                                

A atualização da equação pode ser facilmente demonstrada utilizando o 

Lema de Inversão de matrizes: �È + çè�IË = ÈIË − ÈIËç�Õ + èÈIËç�IËèÈIË                                    

Como,  ë¶ = �¸¶̀¸¶�IË                                                                                            

Então, ë¶ZË = �¸¶ZË` ¸¶ZË�IË ë¶ZË = �¸¶̀¸¶ + å¶ZËå¶ZË` �IË                                                                     

Aplicando o Lema de Inversão de matrizes na equação acima: ë¶ZË = �¸¶̀¸¶�IË + �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË�Õ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË�IËå¶ZË` �¸¶̀¸¶�IË  

Onde: ¸¶̀¸¶ = È    å¶ZË = ç    å¶ZË` = è    
Como o termo Õ + å¶ZË` �¸¶̀¸¶�IËå¶ZË apresenta dimensões 1 × 1 é possível 

escrever: 
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ë¶ZË = �¸¶̀¸¶�IË − �¸¶̀¸¶�IË å¶SËå¶SË¼
ÕZå¶SË¼ *¸¶¼¸¶+MËå¶SË �¸¶̀¸¶�IË                        

Ou, substituindo a equação de ë¶ na de ë¶ZË, 

ë¶ZË = ë¶ − ë¶ å¶ZËå¶ZË`Õ + å¶ZË` ë¶å¶ZË ë¶    
Assim, chega-se a equação de atualização de ë¶. 
 

15.3.                   
Relação Entre a Variância de ¹¶ e ë¶  

A matriz de covariâncias da regressão dos coeficientes de ¹¶ é dada por: ÚÛÜ�¹¶� = ��ë¶                                                                                         

A equação acima pode ser obtida partindo da equação dos coeficientes, ¹¶ = �¸¶`¸¶�I�¸¶`·¶                                                                                  

Como, ·¶ = ¸¶Ò¶ + Ô¶                                                                                           

Então, ¹¶ = �¸¶`¸¶�I�¸¶`�¸¶Ò¶ + Ô¶ � ¹¶ = �¸¶`¸¶�I�¸¶`¸¶Ò¶ + �¸¶`¸¶�I�¸¶`Ô¶ ¹¶ = Ò¶ + �¸¶`¸¶�I�¸¶`Ô¶ 
Subtraindo Ò¶ dos dois lados da equação: ¹¶ − Ò¶ = Ò¶ + �¸¶`¸¶�I�¸¶`Ô¶ − Ò¶    
Do Apêndice E sabe-se que: Ù�¹¶� = Ò¶                                                                                                   

Substituindo, ¹¶ − Ù�¹¶� = Ò¶ + �¸¶`¸¶�I�¸¶`Ô¶ − Ò¶    ¹¶ − Ù�¹¶� = �¸¶`¸¶�I�¸¶`Ô¶    
Uma das definições para variância é: ÚÛÜ�¹¶� = Ù��¹¶ − Ù�¹¶��º�    
Portanto, ÚÛÜ�¹¶� = ����¸¶`¸¶�I�¸¶`Ô¶���¸¶`¸¶�I�¸¶`Ô¶�`� ÚÛÜ�¹� = Ù���¸¶`¸¶�I�¸¶`Ô¶�Ô`¶¸¶�¸`¶¸¶�IË�    
Como a única variável aleatória é Ô¶, ÚÛÜ�¹¶� = �¸¶`¸¶�I�¸¶`Ù�Ô¶Ô`¶�¸¶�¸`¶¸¶�IË    
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A variável Ô¶ foi definida como: Ô¶ ~ ì�½, ��Õ�    
Mas, ÚÛÜ�Ô¶� =  Ù��Ô¶ − Ù�Ô¶��º�    ÚÛÜ�Ô¶� =  Ù��Ô¶ − Ù�Ô¶���Ô¶ − Ù�Ô¶��`�    
Como, Ù�Ô¶� = ½    
Então, ÚÛÜ�Ô¶� =  Ù�Ô¶Ô`¶� 
Mas pela definição, ÚÛÜ�Ô¶� =  ��Õ    
Portanto, ÚÛÜ�¹¶� = �¸¶`¸¶�I�¸¶`��Õ¸¶�¸¶`¸¶�IË    
Ou, ÚÛÜ�¹¶� = ���¸¶`¸¶�I�¸¶`¸¶�¸¶`¸¶�IË    
Consequentemente, ÚÛÜ�¹¶� = ���¸¶`¸¶�IË    
Ou, ÚÛÜ�¹¶� = ��ë¶                                                                                         

Logo, ÚÛÜ�¹¶ZË� = ��ë¶ZË  

 
15.4.                  
Resumo das Equações do Algoritmo Recursivo do MQO 

As equações,  ¹¶ZË = ¹¶ + ä¶ZË�·¶ZË − å¶ZË` ¹¶�                                                            

ä¶ZË = *¸¶¼¸¶+MËå¶SËÕZå¶SË¼ *¸¶¼¸¶+MËå¶SË                                                                            

ë¶ = �¸¶̀¸¶�IË                                                                                            ä¶ZË = ë¶å¶SËÕZå¶SË¼ ë¶å¶SË                                                                                     

ë¶ZË = ë¶ − ë¶ å¶SËå¶SË¼ÕZå¶SË¼ ë¶å¶SË ë¶                                                                      

Formam um algoritmo recursivo para o computo do parâmetro ¹¶. 
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16              
Apêndice G – Demonstrações do Filtro de Kalman 

A seguir são apresentadas as demonstrações referentes ao algoritmo do FK. 

 

16.1.                
Transformação das Equações do FK Para Equações com 
Constantes  

Algumas vezes as equações do Filtro de Kalman aparecem com constantes. 

Cabe ressaltar que as equações apresentadas neste texto incorporam essas 

constantes de forma implícita. A equação de medida pode ser escrita como í¶ = î¶å¶ + ï¶                                                                                           

Ou abrindo, 

í¶ = �ð¶ æ¶� � 1Ï¶� + ï¶  
Multiplicando os termos das matrizes acima í¶ = ð¶ + æ¶Ï¶ + ï¶  
Onde: 

ð¶ = ¾����⋮�p
À ; com dimensão n × 1. 

æ¶ = ¾@�� @�� … @��@�� @�� … @��⋮@p� ⋮@p� ⋱… ⋮@p�
À ; com dimensão n × / − 1. 

Ï¶ = ¾G�G�⋮G�
À ; com dimensão / − 1 × 1 

1 representa um escalar. 

O mesmo pode ser feito para a equação de transição que também incorpora 

constantes implicitamente.     å¶ = ñå¶IË + ßÍ¶                                                                                      

Que pode ser escrito como 
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å¶ = �ò¶ ç� � 1Ï¶IË� + ßÍ¶  
Ou, å¶ = ò¶ + çÏ¶IË + ßÍ¶  
Onde: 

ç = ¾	�� 	�� … 	��	�� 	�� … 	��⋮	�� ⋮	�� ⋱… ⋮	��
À ; com dimensão / × / − 1. 

Ï¶IË = ¾G��I�G��I�⋮G��I�
À ; com dimensão / − 1 × 1. 

ò¶ = ¾É�É�⋮É�
À ; com dimensão / × 1. 

ß = Ö1 0 … 00 1 … 0⋮0 ⋮0 ⋱… ⋮1× ; com dimensão / × /. 

1 representa um escalar. 

Assim, ficou demonstrado que as equações do FK podem ser escritas de 

duas formas, explicitando as constantes ou não, e que elas são exatamente iguais. 

 

16.2.                  
Demonstração do Algoritmo do FK  

Através das estimativas inicias åËM e ëËM inicia-se um processo iterativo. A 

simbologia adotada no texto permite escrever ÙÞ�aå¶|ó¶IË� = å¶M  

E ÙÞ�aí¶|ó¶IË� = í¶M  

Mas utilizando a equação de medida é possível obter ÙÞ�aí¶|å¶� = î¶å¶  
Então, í¶M = î¶ÙÞ�aå¶|ó¶IË� = î¶å¶M  

Calculando o erro de estimativa para a variável observável í¶ − í¶M = î¶å¶ + ï¶ − î¶å¶M = î¶�å¶ − å¶M� + ï¶  
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Logo, a matriz de variâncias-covariâncias da estimativa para a variável 

observável será Ù��í¶ − í¶M��í¶ − í¶M�`� = Ù��î¶�å¶ − å¶M� + ï¶��î¶�å¶ − å¶M� + ï¶�`�  Ù��í¶ − í¶M��í¶ − í¶M�`� = Ù��î¶�å¶ − å¶M� + ï¶���å¶ − å¶M�`î¶` + ï¶`��  Ù��í¶ − í¶M��í¶ − í¶M�`� = Ù�î¶�å¶ − å¶M��å¶ − å¶M�`î¶` + î¶�å¶ −å¶M�ï¶` + ï¶�å¶ − å¶M�`î¶` + ï¶ï¶`�  
No entanto, como o erro aleatório é descorrelacionado com as variáveis de 

estado, o valor esperado dos termos em que estes estão juntos vai para zero. Ù��í¶ − í¶M��í¶ − í¶M�`� = î¶Ù��å¶ − å¶M��å¶ − å¶M�`�î¶` + Ù�ï¶ï¶`�  
Ao longo do texto definiu-se que a matriz ë era a matriz de variâncias-

covariâncias do erro de estimativa para as variáveis não observáveis. Neste 

sentido, pode-se escrever que ë�¶ZË�M = Ù��å¶ZË − å¶ZËM��å¶ZË − å¶ZËM�`�  
Portanto, ë¶M = Ù��å¶ − å¶M��å¶ − å¶M�`�  
Então, Ù��í¶ − í¶M��í¶ − í¶M�`� = î¶ë¶Mî¶` + Ù�ï¶ï¶`�  
O segundo termo do lado direito da equação acima representa exatamente a 

matriz de variâncias-covariâncias do erro da equação de medida. Desta forma, 

pode-se escrever Ù��í¶ − í¶M��í¶ − í¶M�`� = î¶ë¶Mî¶` + ô¶  
Assim, obteve-se as relações que representam a estimativa para a variável 

observável e sua variância na data � quando conhece-se a observação de � − 1. 

O próximo passo é obter relações para a correção das estimativas para as 

variáveis de estado e suas variâncias. Através da definição adotada ÙÞ�aå¶|ó¶� = å¶S  

Usando a relação de atualização de uma previsão linear encontrada em 

Apêndice 16.3.2 é possível escrever que å¶S = å¶M + õÙ��å¶ − å¶M��í¶ − í¶M�`�ö × õÙ��í¶ − í¶M��í¶ − í¶M�`�öIË ×�í¶ − í¶M�  

Onde Ù��å¶ − å¶M��í¶ − í¶M�`� = Ù��å¶ − å¶M��î¶�å¶ − å¶M� + ï¶�`�  Ù��å¶ − å¶M��í¶ − í¶M�`� = Ù��å¶ − å¶M���å¶ − å¶M�`î¶` + ï¶`��  
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Ù��å¶ − å¶M��í¶ − í¶M�`� = Ù��å¶ − å¶M��å¶ − å¶M�`î¶`� +  Ù��å¶ − å¶M�ï¶`�  
Como o erro da equação de medida é descorrelacionado com o erro de 

estimativa para as variáveis de estado 

 Ù��å¶ − å¶M��í¶ − í¶M�`� = Ù��å¶ − å¶M��å¶ − å¶M�`�î¶` 
Aplicando a definição de ë¶M acima Ù��å¶ − å¶M��í¶ − í¶M�`� = ë¶Mî¶`  
Voltando à equação de å¶S chega-se a  å¶S = å¶M + ë¶Mî¶` × õÙ��í¶ − í¶M��í¶ − í¶M�`�öIË × �í¶ − í¶M�  

Substituindo a relação encontrada para a matriz de variâncias-covariâncias 

do erro de estimativa para a variável observável na equação acima å¶S = å¶M + ë¶Mî¶` × õî¶ë¶Mî¶` + ô¶öIË × �í¶ − í¶M�  

E, por último, substituindo í¶M  å¶S = å¶M + ë¶Mî¶` × õî¶ë¶Mî¶` + ô¶öIË × �í¶ − î¶å¶M  �  

Na equação acima o Ganho de Kalman é definido como ä¶ = ë¶Mî¶`�î¶ë¶Mî¶` + ô¶�IË  

Logo, å¶S = å¶M + ä¶�í¶ − î¶å¶M  �  
Agora, para determinar-se a matriz de variâncias para o erro de estimativa 

necessita-se da definição ë¶S = Ù��å¶ − å¶S��å¶ − å¶S�`�  
Utilizando a relação encontrada no Apêndice 16.3.2 para determinar a 

matriz de variâncias associada com a previsão ajustada pode-se escrever ë¶S = Ù��å¶ − å¶M��å¶ − å¶M�`� − Ù��å¶ − å¶M��í¶ − í¶M�`� ×õÙ��í¶ − í¶M��í¶ − í¶M�`�öIË × õÙ��í¶ − í¶M��å¶ − å¶M�`�ö  
Logo, ë¶S = ë¶M − ë¶Mî¶`�î¶ë¶Mî¶` + ô¶�IËî¶ë¶M  

Ou, ë¶S = ë¶M − ä¶î¶ë¶M  ë¶S = �Õ − ä¶î¶�ë¶M  

A seguir, deseja-se obter uma previsão para as variáveis de estado, tal que ÙÞ�aå¶ZË|ó¶� = å¶ZËM  

Aplicando à equação de estado 
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å¶ZËM = ñÙÞ�aå¶|ó¶� + ÙÞ�aßÍ¶|ó¶�  å¶ZËM = ñå¶S + ½  

Substituindo o resultado encontrado para å¶S na equação acima å¶ZËM = ñ�å¶M + ë¶Mî¶` × �î¶ë¶Mî¶` + ô¶�IË × �í¶ − î¶å¶M  ��  å¶ZËM = ñå¶M + ñë¶Mî¶` × �î¶ë¶Mî¶` + ô¶�IË × �í¶ − î¶å¶M  �  

Logo, substituindo ä¶ na equação acima å¶ZËM = ñå¶M + ñä¶�í¶ − î¶å¶M  �  

Ou å¶ZËM = ñ�å¶M + ä¶�í¶ − î¶å¶M  ��  
Abrindo a expressão de ä¶ å¶ZËM = ñ�å¶M + ë¶Mî¶`�î¶ë¶Mî¶` + ô¶�IË �í¶ − î¶å¶M  ��  
Substituindo a expressão por å¶S å¶ZËM = ñå¶S  

A matriz de covariâncias será dada por  ë�¶ZË�M = Ù��å¶ZË − å¶ZËM��å¶ZË − å¶ZËM�`�  ë�¶ZË�M = Ù��ñå¶ + ßÍ¶ZË − ñå¶S��ñå¶ + ßÍ¶ZË − ñå¶S�`�  ë�¶ZË�M = Ù��ñå¶ + ßÍ¶ZË − ñå¶S��å¶`ñ` + Í¶ZË`ß` − å¶S`ñ`��  ë�¶ZË�M = Ù�ñå¶å¶`ñ` + ñå¶Í¶ZË`ß` − ñå¶å¶S`ñ` + ßÍ¶ZËå¶`ñ` +ßÍ¶ZËÍ¶ZË`ß` − ßÍ¶ZËå¶S`ñ` − ñå¶Så¶`ñ` − ñå¶SÍ¶ZË`ß` +ñå¶Så¶S`ñ`�  
Como o erro aleatório da equação de estado em � + 1 não é correlacionado 

com as variáveis de estado em �, o valor esperado desses termos vai para zero. ë�¶ZË�M = ñÙ��å¶ − å¶S��å¶ − å¶S�`�ñ` + ßÙ�Í¶ZËÍ¶ZË`�ß`  
Utilizando definições anteriores 

 ë�¶ZË�M = ñë¶Sñ` + ß÷ß`  
Substituindo na equação acima a expressão encontrada para ë¶S ë�¶ZË�M = ñ�ë¶M − ë¶Mî¶`�î¶ë¶Mî¶` + ô¶�IËî¶ë¶M�ñ` + ß÷ß`  
Desta forma, demonstraram-se todas as equações de atualização. 

 

16.3.            
Atualização do Vetor de Estado Após a Observação 

Dado 
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· = ���, ��, … , �p�`  ø = Ù�··`�  

Onde ø representa a matriz de covariâncias de ·. 

Seja, ·ù = ÈIË·  

Então, Ù�·ù·ù`� = Ù�ÈIË··`�È`�IË� = ÈIËÙ�··`��È`�IË = ÈIËø�È`�IË  

No entanto, no Apêndice 16.3.1 prova-se que  ø = ÈàÈ`  
Logo, Ù�·ù·ù`� = ÈIËÈàÈ`�È`�IË = à  

Onde 

�*�ú{�ú}+ = T�{{        q'(' � = �0          q'(' � ≠ �a  
Pré-multiplicando a equação ·ù = ÈIË· por È È·ù = ·  

Também do Apêndice 16.3.1 vem a definição da matriz È, o que permite 

escrever  

ÁÂ
ÂÂ
Ã 1 0                0 … 0û��û��I� 1                0 … 0û��û��I�⋮ûp�û��I�

ℎ��ℎ��I�⋮ℎp�ℎ��I�
1⋮/p�/��I�

…⋱… 0⋮1ÅÆ
ÆÆ
Ç

ÁÂ
ÂÂ
Ã�ú��ú��ú�⋮�úpÅÆ

ÆÆ
Ç =

ÁÂÂ
ÂÃ������⋮�pÅÆÆ

ÆÇ
  

Da equação matricial acima é possível escrever �ú� = ��  

E também û��û��I��ú� + �ú� = ��  

Substituindo a equação de �ú� na equação acima û��û��I��� + �ú� = ��  �ú� = �� − û��û��I���  

Como, ���ú��ú�� = 0  

Então ����� − 0������ = 0  
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Onde 0 = û��û��I�  

A variável 0 representa o coeficiente linear da projeção de �� sobre ��. De 

modo geral o valor da linha � da coluna 1 de È, Ω{�Ω��I�, representa o coeficiente 

da projeção linear de �{ sobre ��. Como �ú� é o resíduo da projeção de �� em ��, ��� dará o erro médio quadrático da projeção. � ��ú��� = ��� = û�� − û��û��I�û��  

A relação encontrada para ��� vem do Apêndice 16.3.1. 

Voltando à equação matricial È·ù = ·, pode-se escrever û��û��I��ú� + ℎ��ℎ��I��ú� + �ú� = ��  

Substituindo as relações encontradas anteriormente para �ú� e �ú� na equação 

acima chega-se a û��û��I��� + ℎ��ℎ��I�*�� − û��û��I���+ + �ú� = ��  �ú� = �� − û��û��I��� − ℎ��ℎ��I�*�� − û��û��I���+   

A covariância entre �ú� e �ú� e �ú� será dada por  � )��� − û��û��I��� − ℎ��ℎ��I�*�� − û��û��I���+� �ú}, = 0  

Para � = 1, 2 

Pois a matriz à é diagonal. 

Como �ú� é o resíduo da projeção linear de �� em função de �� e ��, então é 

possível escrever a previsão para �� como þ����|��, ��� = û��û��I��� + ℎ��ℎ��I�*�� − û��û��I���+  

E o erro médio quadrático da previsão será dado pela variância de �ú�   

� ���� − þ����|��, ������ = ��� = ℎ�� − ℎ��ℎ��I�ℎ��  

Onde ��� é obtido no Apêndice 16.3.1.  

Se apenas a informação �� for conhecida a previsão para �� será þ����|��� = û��û��I���  

Da mesma forma a previsão para �� considerando conhecido apenas �� será þ����|��� = û��û��I���  

Desta forma, é possível reescrever a previsão para �� baseada em �� e ��, tal 

que þ����|��, ��� = þ����|��� + ℎ��ℎ��I� ��� − þ����|����  
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A equação acima explicita que a previsão para ��, baseada em �� e ��, parte 

de uma estimativa inicial para �� baseada em ��, e acrescenta um componente não 

previsto multiplicado por um coeficiente. Para compreender a natureza deste 

coeficiente define-se ·ù�Ë� = ÙË·  

Onde ·ù�Ë� possui dimensão n × 1 e ÙË será descrita mais adiante quando 

for feita a fatoração triangular de uma matriz simétrica positiva definida. A matriz 

de covariâncias de ·ù�Ë� pode ser definida por Ùõ·ù�Ë��·ù�Ë��`ö = ÙõÙË· ·`ÙË `ö = ÙË�ÙË `    
Mas do Apêndice 16.3.1 vem î = ÙË�ÙË `  
Além disso, multiplicando ÙË por ·, ·ù�Ë� será dado por  

 ·ù�Ë� =
ÁÂ
ÂÂ
Ã ���� − û��û��I����� − û��û��I���⋮�p − ûp�û��I���ÅÆ

ÆÆ
Ç
  

Cada linha do vetor acima representa o resíduo da projeção de �{ em função 

de ��. Desta forma, como î foi definida como a matriz de covariâncias de ·ù�Ë�, e ·ù�Ë� representa um vetor de resíduos, î será a matriz de covariâncias dos 

resíduos da projeção de cada uma das variáveis �{ em função de ��. Neste sentido, 

ℎ�� = � ���� − þ����|������  
E ℎ�� = ��U�� − þ����|���VU�� − þ����|���V�  
Utilizando as definições acima pode-se escrever a previsão de �� em função 

de �� e �� como þ����|��, ��� = þ����|��� + ��U�� − þ����|���VU�� − þ����|���V�×
T��� − þ����|�����XI� × ��� − þ����|����  

Em geral, para � > 2 o coeficiente de �� em uma projeção de �{ em �� e �� é 

dado pelo i-ésimo elemento da segunda coluna da matriz A. Para qualquer � > � os 

coeficientes de �} em uma projeção de �{ em �}, �}I�, ..., ��, são dados pelo 

elemento da linha � coluna � da matriz �.  O elemento �{{ será o erro médio 

quadrático para a projeção de �{ em �{, �{I�, ..., ��.  
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16.3.1.              
Fatoração Triangular de Uma Matriz Simétrica Positi va Definida 

As equações utilizadas no processo de atualização descrito acima são 

definidas por um procedimento conhecido como fatoração triangular de uma 

matriz simétrica positiva definida. A seguir define-se tal procedimento para que 

seja conhecida a forma de gerar as matrizes do processo de atualização. 

Seja, ø = ÈàÈ`  
Onde: 

È = ÁÂÂ
ÂÃ 1 0     0 … 0'�� 1     0 … 0'��⋮'p�

'��⋮'p�
1⋮'p�

…⋱… 0⋮1ÅÆÆ
ÆÇ  

à =
ÁÂÂ
ÂÃ��� 0    0 … 00 ��� 0 … 00⋮0

0⋮0
   ���⋮0

…⋱… 0⋮�ppÅÆÆ
ÆÇ
  

� =
ÁÂÂ
ÂÃû�� û�� û�� … û�pû�� û�� û�� … û�pû��⋮ûp�

û��⋮ûp�
û��⋮ûp�

…⋱… û�p⋮ûppÅÆÆ
ÆÇ
  

A matriz à apresenta os elementos da diagonal principal tais que �{{ > 0. 

No caso da matriz �, ela se caracteriza por uma matriz positiva definida, e 

portanto, å`�å > ½, onde å apresenta dimensão n × 1. Por ser uma matriz 

simétrica û{} = û}{. 
Com o objetivo de determinar as matrizes È e à, a matriz � será 

multiplicada de tal forma a se tornar uma matriz diagonal. Nesse sentido, 

primeiramente com o objetivo de zerar a primeira coluna abaixo da diagonal 

principal a matriz � será multiplicada por ÙË, tal que 

ÙË =
ÁÂ
ÂÂ
Ã 1 0 0 … 0−û��Ω��I� 1 0 … 0−û��Ω��I�⋮−ûp�Ω��I�

0⋮0
1⋮0

…⋱… 0⋮1ÅÆ
ÆÆ
Ç
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Com o objetivo de tornar a primeira linha igual a zero após a diagonal 

principal multiplica-se a ÙË� por ÙË`. Assim obtém-se ÙË�ÙË` = î  

Tal que, 

î =
ÁÂÂ
ÂÃℎ�� 0 0 … 00 ℎ�� ℎ�� … ℎ�p0⋮0

ℎ��⋮ℎp�
ℎ��⋮ℎp�

…⋱… ℎ�p⋮ℎppÅÆÆ
ÆÇ
  

î =

ÁÂÂ
ÂÂÃ
û�� 0                                  0 …                 0                 0 û��−û��Ω��I�û�� û��−û��Ω��I�û�� … û�p−û��Ω��I�û�p0⋮0

û��−û��Ω��I�û��⋮ûp�−ûp�Ω��I�û��
û��−û��Ω��I�û��⋮ûp�−ûp�Ω��I�û��

…⋱… û�p−û��Ω��I�û�p⋮ûpp−ûp�Ω��I�û�pÅÆÆ
ÆÆÇ  

O mesmo procedimento deve ser efetuado para zerar a segunda coluna 

abaixo da diagonal principal e a segunda linha após a diagonal principal. Assim 

chega-se a ÙºîÙº` = ä  

Onde 

Ùº =
ÁÂÂ
ÂÃ1          0         0 … 00          1         0 … 00⋮0

−ℎ��ℎ��I�⋮−ℎp�ℎ��I�
1⋮0

…⋱… 0⋮1ÅÆÆ
ÆÇ
  

ä =
ÁÂ
ÂÂ
Ãℎ�� 0                    0               …                  0                 0 ℎ��                0               …                  0                 0⋮0

0⋮0
ℎ�� − ℎ��ℎ��I�ℎ��⋮ℎp� − ℎp�ℎ��I�ℎ��

…⋱… ℎ�p − ℎ��ℎ��I�ℎ�p⋮ℎpp − ℎp�ℎ��I�ℎ�pÅÆ
ÆÆ
Ç
  

Utilizando a mesma técnica para zerar as outras colunas e linhas abaixo e 

após a diagonal principal respectivamente chega-se a seguinte matriz diagonal, a 

qual será igual à matriz à, por construção. Pode-se escrever Ù�IË … ÙºÙË�ÙË`Ùº` … Ù�IË` = à  

Onde 
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à =
ÁÂÂ
ÂÃû�� 0                0                 …                          0                          0 û��−û��Ω��I�û�� 0 …                          0                          0⋮0

0⋮0 ℎ�� − ℎ��ℎ��I�ℎ��⋮0
…⋱… 0⋮Épp − Ép,pI�ÉpI�,pI�I�ÉpI�,pÅÆÆ

ÆÇ
  

Como Ù� é uma matriz com uns na diagonal, valores diferentes de zero na 

coluna � abaixo da diagonal principal e zeros nas outras posições, Ù�IË existe. 

Nomeando, È = �Ù�IË … ÙºÙË�IË = ÙËIËÙºIË … Ù�IËIË  

Logo, a matriz È será 

È =
ÁÂ
ÂÂ
Ã 1 0                  0 … 0−û��Ω��I� 1                  0 … 0−û��Ω��I�⋮−ûp�Ω��I�

−ℎ��ℎ��I�⋮−ℎp�ℎ��I�
1⋮−/p�/��I�

…⋱… 0⋮1ÅÆ
ÆÆ
Ç
 

Portanto, voltando a uma equação anterior e pré multiplicando-a por È e pós 

multiplicando-a por È`    È�Ù�IË … ÙºÙË���ÙË`Ùº` … Ù�IË`�È` = ÈàÈ`  �Ù�IË … ÙºÙË�IË�Ù�IË … ÙºÙË���ÙË`Ùº` … Ù�IË`��ÙË`Ùº` … Ù�IË`�IË =ÈàÈ`  
Logo, 

� = ÈàÈ`  
Desta forma, é possível conhecer as matrizes È e à que foram utilizadas na 

obtenção da equação de atualização da previsão linear. 

 

16.3.2.                 
Fatoração Triangular em Bloco  

Para o caso deste estudo, em que há mais de uma série de variáveis, a matriz 

de covariâncias é dada, por exemplo, para o caso de duas séries pela relação 

� = �Ù�·Ë·Ë`� Ù�·Ë·º`�Ù�·º·Ë`� Ù�·º·º`�� = �øËË øËºøºË øºº�  
As dimensões dos termos da matriz acima são n� × n� para øËË, n� × n� 

para øºº, n� × n� para øËº e n� × n� para øºË.  

A matriz que irá igualar a zero o termo øºË quando pré multiplicar � será 
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ÙùË = i Õ�Ë ½−øºËøËËIË Õ�ºk  
E quando pós multiplicar por ÙùË`

 o resultado será 

ÙùË�ÙùË` = i Õ�Ë ½−øºËøËËIË Õ�ºk × �øËË øËºøºË øºº� × iÕ�Ë −øºËøËËIË½ Õ�º k  
ÙùË�ÙùË` = �øËË ½½ øºº − øºËøËËIËøËº�  
É possível chamar a relação acima de àù , que é uma matriz em bloco 

diagonal. Logo, àù = ÙùË�ÙùË`
  

Definindo 

Èù ≡ ÙùËIË = i Õ�Ë ½øºËøËËIË Õ�ºk  
Se a relação ÙùË�ÙùË`

 for pré multiplicada por Èù e pós multiplicada por Èù` ÈùÙùË�ÙùË`Èù` = �  

Ou, 

� = ÈùàùÈù`  
Esse procedimento é semelhante ao aplicado anteriormente na fatoração 

triangular, a única diferença é que ao invés de àù  ser uma matriz diagonal, ela é 

uma matriz em bloco diagonal. 

A matriz àù  será a matriz de covariâncias de ·ù, o que implica que a 

covariância entre qualquer elemento de ·ùº e ·ùË é igual a zero, e onde ·ù é dado 

por 

·ù = ÈùIË· = �·ùË·ùº� = i Õ�Ë ½−øºËøËËIË Õ�ºk �·Ë·º�  
Assim,  ·ùË = ·Ë   ·ùº = ·º − øºËøËËIË·Ë  

Pode-se escrever portanto que   ëÞ�·º|·Ë� = �ºË�ËËIË·Ë     

O erro médio quadrático, em inglês Mean Squared Error (MSE), da 

projeção linear será dado por Ù 
U·º − ëÞ�·º|·Ë�VU·º − ëÞ�·º|·Ë�V`� = Ù*·ùº·ùº`+ = àùºº  

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0712522/CA



Apêndice G – Demonstrações do Filtro de Kalman                                                        159 
 

Logo, Ù 
U·º − ëÞ�·º|·Ë�VU·º − ëÞ�·º|·Ë�V`� = øºº − øºËøËËIËøËº  

Para o caso em que são consideradas três séries ·Ë, ·º e ·�, cada uma com 

dimensões n� × 1, n� × 1 e n� × 1 respectivamente, a fatoração triangular será 

dada por 


øËË øËº øË�øºË øºº øº�ø�Ë ø�º ø��
� = Ö Õ�Ë   ½            ½øºËøËËIËø�ËøËËIË   Õ�º          ½

��º�ººIË Õ��× ×   

ÖøËË ½ ½½ �ºº ½½ ½ ��� − ��º�ººIË�º�× ¾Õ�Ë øËËIËøËº øËËIËøË�½ Õ�º �ººIËøº�½ ½ Õ�� À  

Onde  

�ºº = øºº − øºËøËËIËøËº  

��� = ø�� − ø�ËøËËIËøË�  
�º� = ��º` = øº� − øºËøËËIËøË�  
O caso em que há três séries de variáveis é o qual se utiliza na atualização 

da variável de estado no caso do FK. 

Neste caso, a equação de projeção linear de ·� em função de ·Ë e ·º será 

dada por  ëÞ�·�|·º, ·Ë� = ��Ë�ËËIË·Ë + î�ºîººIË*·º − �ºË�ËËIË·Ë+  

ëÞ�·�|·º, ·Ë� = ëÞ�·�|·Ë� + î�ºîººIË �·º − ëÞ�·º|·Ë��  

Onde îºº = Ù 
U·º − ëÞ�·º|·Ë�VU·º − ëÞ�·º|·Ë�V`�  
î�º = Ù 
U·� − ëÞ�·�|·Ë�VU·º − ëÞ�·º|·Ë�V`�  
A matriz do MSE representa a matriz de covariância do erro de projeção ·ù� 

que é dada por Ù 
U·� − ëÞ�·�|·º, ·Ë�VU·� − ëÞ�·�|·º, ·Ë�V`� = àù��   
Ù 
U·� − ëÞ�·�|·º, ·Ë�VU·� − ëÞ�·�|·º, ·Ë�V`� = ��� − ��º�ººIË�º�  

Onde 

��� = Ù 
U·� − ëÞ�·�|·Ë�VU·� − ëÞ�·�| ·Ë�V`�  
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As equações encontradas acima para a atualização da estimativa serão 

utilizadas no algoritmo do FK utilizando a seguinte equivalência de variáveis. å¶ ≡ ·�  í¶ ≡ ·º  ó¶IË ≡ ·Ë  

Onde ó¶IË significa que toda a série de í¶ até � − 1 é conhecida. 

Desta forma, a equação de projeção que pode ser escrita como ëÞ�·�|·º, ·Ë� = ëÞ�·�|·Ë� + Ù 
U·� − ëÞ�·�|·Ë�VU·º − ëÞ�·º|·Ë�V`�
× �Ù 
U·º − ëÞ�·º|·Ë�VU·º − ëÞ�·º|·Ë�V`��IË
× �·º − ëÞ�·º|·Ë�� 

Poderá ser reescrita como ëÞ�å¶|í¶, ó¶IË� = ëÞ�å¶|ó¶IË� + Ù 
Uå¶ − ëÞ�å¶|ó¶IË�VUí¶ − ëÞ�í¶|ó¶IË�V`�
× �Ù 
Uí¶ − ëÞ�í¶|ó¶IË�VUí¶ − ëÞ�í¶|ó¶IË�V`��IË
× �í¶ − ëÞ�í¶|ó¶IË�� 

No entanto, escrevendo com a nomenclatura adotada nesta dissertação a 

equação acima seria å¶S = å¶M + õÙ��å¶ − å¶M��í¶ − í¶M�`�ö × õÙ��í¶ − í¶M��í¶ − í¶M�`�öIË
× �í¶ − í¶M� 

Pois, ëÞ�å¶|í¶, ó¶IË� representa a projeção linear para å¶ após a observação de í¶, 
o que se chamou de å¶S. ëÞ�å¶|ó¶IË� é a projeção de å¶ quando é conhecida a série de variáveis 

observáveis até a data � − 1. ëÞ�í¶|ó¶IË� é a projeção para a variável observável para a data � quando só 

são conhecidos os valores da série até � − 1. 

Um raciocínio semelhante deve ser feito para chegar-se à equação de 

atualização do MSE.  Ù 
U·� − ëÞ�·�|·º, ·Ë�VU·� − ëÞ�·�|·º, ·Ë�V`� =  

Ù 
U·� − ëÞ�·�|·Ë�VU·� − ëÞ�·�| ·Ë�V`�−  

Ù 
U·� − ëÞ�·�|·Ë�VU·º − ëÞ�·º|·Ë�V`�  

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0712522/CA



Apêndice G – Demonstrações do Filtro de Kalman                                                        161 
 

× �Ù 
U·º − ëÞ�·º|·Ë�VU·º − ëÞ�·º|·Ë�V`��IË �º�  
Mas na equação acima H�� pode ser substituído por H��`, onde ��º` será 

igual a  

��º` = �º� = �Ù 
U·� − ëÞ�·�|·Ë�VU·º − ëÞ�·º|·Ë�V`��`
   

�º� = Ù 
U·º − ëÞ�·º|·Ë�VU·� − ëÞ�·�|·Ë�V`�  
Logo, o MSE as relações entre as variáveis sugeridas acima será Ù 
Uå¶ − ëÞ�å¶|í¶, ó¶IË�VUå¶ − ëÞ�å¶|í¶, ó¶IË�V`� =  

Ù 
Uå¶ − ëÞ�å¶|ó¶IË�VUå¶ − ëÞ�å¶| ó¶IË�V`� −  

Ù 
Uå¶ − ëÞ�å¶|ó¶IË�VUí¶ − ëÞ�í¶|ó¶IË�V`� ×  

�Ù 
Uí¶ − ëÞ�í¶|ó¶IË�VUí¶ − ëÞ�í¶|ó¶IË�V`��IË ×  

Ù 
Uí¶ − ëÞ�í¶|ó¶IË�VUå¶ − ëÞ�å¶|ó¶IË�V`�  
Alterando as variáveis para aquelas adotas neste texto chega-se a ë¶S = Ù��å¶ − å¶M��å¶ − å¶M�`� − Ù��å¶ − å¶M��í¶ − í¶M�`�  × õÙ��í¶ − í¶M��í¶ − í¶M�`�öIË × õÙ��í¶ − í¶M��å¶ − å¶M�`�ö  
Através destas duas equações de atualização termina-se a demonstração das 

equações do algoritmo do FK. 

 

16.4.                    
Maximização da Função de Verossimilhança Quando as 
Observações se Distribuem Normalmente 

Como a f.d.p. conjunta é, conforme descrição feita durante o texto, dada 

por: 

∏ F���;  �, �����g�   

Então o logaritmo desta função será dado pelo ∑ F���;  �, �����g�   

Pois, o logaritmo do produto de duas variáveis é igual a soma dos 

logaritmos das variáveis. Assim deseja-se maximizar o logaritmo da função de 

verossimilhança dado por: mn�����;  �, ���� = ∑ mn�F���;  �, ������g�   

Mas, substituindo a f.d.p. pela equação (96): 
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mn�����;  �, ���� = ∑ mn ) �√�KL� AGq �− ��L� ��� − ����,��g�   

Aplicando a propriedade de que o logaritmo do produto é igual a soma dos 

logaritmos: mn�����;  �, ���� = ∑ mn ) �√�KL�, + mn )AGq �− ��L� ��� − ����,��g�   

O somatório acima pode ser dividido em dois somatórios, tal que: mn�����;  �, ���� = ∑ mn ) �√�KL�, +��g� ∑ mn )AGq �− ��L� ��� − ����,��g�   

O primeiro somatório é o somatório de uma constante, e consequentemente 

será igual a n vezes a constante. No segundo somatório há o logaritmo neperiano 

de uma exponencial, o qual por definição é igual ao termo ao qual a exponencial 

está elevada. mn�����;  �, ���� = �mn ) �√�KL�, + ∑ − ��L� ��� − �����g�   

Ao primeiro termo é possível aplicar a definição de que o logaritmo da 

razão é igual à subtração dos logaritmos. No segundo termo há uma constante que 

pode ser retirada do somatório. mn�����;  �, ���� = �Umn�1� − mn*√2���+V − ��L� ∑ ��� − �����g�   

Ou, 

mn�����;  �, ���� = −�mn )�2����[�, − ��L� ∑ ��� − �����g�   

Desenvolvendo, mn�����;  �, ���� = − �� mn�2���� − ��L� ∑ ��� − �����g�   

Consequentemente, mn�����;  �, ���� = − �� mn�2�� − �� mn���� − ��L� ∑ ��� − �����g�                 

A equação acima representa o logaritmo da função de verossimilhança. 

Portanto, é a relação a qual se deseja maximizar. A seguir apresentam-se as 

derivadas da função acima em relação aos parâmetros da distribuição. 
op���
Y = − ��L� � 

Y ∑ �����g� − 

Y ∑ 2��� +��g� 

Y ∑ ����g� �  

Desenvolvendo 
op���
Y = − ��L� �−2 ∑ �� +��g� 2 ∑ ���g� �  

Multiplicando 
op���
Y = �L� ∑ ����g� − �L� ��  
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Como se deseja maximizar 
op���
Y = �L� ∑ ����g� − �L� �� = 0                                                                   


op���
L� = − �� �L� + ���L��� ∑ ��� − �����g� = 0                                                 

Resolvendo a primeira equação acima para �: �L� ∑ ����g� − �L� �� = 0  

Isolando o termo com �  �L� ∑ ����g� = �L� ��   
Simplificando: ∑ ����g� = ��   
Então 

�̂ = ∑ �R�R�[�   

Resolvendo a equação, referente a derivação da verossimilhança em função 

de ��,  para ��: − �� �L� + ���L��� ∑ ��� − �����g� = 0  

Logo, ���L��� ∑ ��� − �����g� = �� �L�  

Simplificando 

∑ ��RIY���R�[ L� = �  

Isolando ��: 

��â = ∑ ��RIY���R�[ �   
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17            
Apêndice H – Demonstração do Lema de Inversão de 
Matrizes (Álgebra) 

Esse Lema pode ser facilmente demonstrado. O método utilizado aqui para 

encontrar-se a validade da equação será o de partir dela e chagar a uma igualdade 

trivial. O Lema de Inversão de matrizes diz que:  �È + çè�IË = ÈIË − ÈIËç�Õ + èÈIËç�IËèÈIË                                                                                                                                                                 
Logo, é possível multiplicar todos os termos da equação pela matriz 

original, aquela que se deseja inverter, lembrando que quando trabalha-se com 

matrizes a ordem dos fatores altera o produto, e portanto, a matriz pela qual a 

equação está sendo multiplicada será inserida sempre antes dos termos da 

equação.   �È + çè��È + çè�IË = �È + çè�ÈIË −        �È + çè�ÈIËç�Õ + +èÈIËç�IËèÈIË    
O lado esquerdo da equação torna-se igual à identidade, pois sabe-se que ÈÈIË = Õ 

Além disso, os dois termos do lado direito são abertos e, desta forma, Õ = Õ + çèÈIË − Õç�Õ + èÈIËç�IËèÈIË −        çèÈIËç�Õ + èÈIËç�IËèÈIË            
Passando a matriz identidade do lado direito para o esquerdo, fica-se com 

uma matriz de zeros daquele lado, e também sabe-se que  ÈÕ = È, e , portanto, a relação se torna ½ = çèÈIË − ç�Õ + èÈIËç�IËèÈIË − çèÈIËç�Õ + èÈIËç�IËèÈIË        
Como a matriz ç está em todos os termos podemos sumir com ela 

multiplicando todos os termos por çIË. Posteriormente, basta executar o mesmo 

procedimento para a matriz èÈIË, ou seja, multiplicar todos os termos por �èÈIË�IË. Assim, chega-se a ½ = Õ − �Õ + èÈIËç�IË − èÈIËç�Õ + èÈIËç�IË        
Procedimento semelhante pode ser aplicado para a matriz �Õ + èÈIËç�IË, 

multiplicando todos os termos por �Õ + èÈIËç� 
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½ = �Õ + èÈIËç� − Õ − èÈIËç        
Trabalhando a equação acima chega-se a  Õ = Õ        
Ou, ½ = ½    
Portanto, pode-se constatar que a equação enunciada fornece uma igualdade 

correta, pois como demonstrado acima, a simplificação da mesma remete a 

igualdade trivial que obviamente é verdadeira. 
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18               
Apêndice I – Gráficos Para Análise do Ajuste do Mod elo 
aos Dados Reais 

Neste apêndice são apresentados os gráficos que não foram inseridos no 

texto. Desta forma, são apresentados os resultados para os contratos F9, F13 e 

F17. Primeiramente pode-se ver os gráficos das séries reais e filtradas, e 

posteriormente são apresentados os resíduos do modelo.  

 

18.1. Gráficos de Ajuste dos Contratos Futuros Obse rvados vs 
Filtrados 

O gráfico abaixo apresenta o comportamento das séries observada e filtrada 

do contrato F9. 

 

Figura 20 - Preço Observado vs Filtrado Para o Contrato F9 

A análise do gráfico acima, da mesma forma do que a dos contratos F1 e F5, 

permite a conclusão de que a aderência é bastante significativa também para o 

contrato F9. O único ponto que parece apresentar uma discrepância maior entre o 
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valor filtrado e o observado é exatamente o primeiro. Essa diferença ocorre por 

conta da ausência de dados para que o filtro faça uma estimativa mais correta. No 

entanto, pode-se constatar que rapidamente a série de dados filtrados converge 

para a observada, demonstrando que o ajuste é adequado quando se detém uma 

observação pelo menos. 

  O próximo gráfico apresenta as séries filtrada e observada para o contrato 

F13. 

 

Figura 21 - Preço Observado vs Filtrado Para o Contrato F13 

O contrato F13 apresentou excelente ajuste com o modelo estimado pelo 

Filtro de Kalman, quando a análise é feita através do gráfico acima. O único ponto 

em que houve discrepância notável pelo “plot” acima foi o primeiro, sendo a 

justificativa idêntica a dada anteriormente para o contrato F9. 

A seguir apresenta-se o último gráfico para análise do ajuste visual entre o 

contrato futuro observado no mercado e o valor filtrado. 
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Figura 22 - Preço Observado vs Filtrado Para o Contrato F17 

 Por último, a análise das curvas do preço observado e do preço filtrado 

acima permite a constatação da aparente sobreposição das séries. 

 

18.2. Gráficos de Resíduos 

Abaixo os resíduos dos contratos F9. 

 

Figura 23 - Erros de Estimativa Para o Contrato F9 
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O gráfico acima também apresenta aumento da volatilidade dos resíduos a 

partir de 2004, período em que os preços apresentaram forte tendência de 

crescimento.  

O contrato F13 apresentou resíduos conforme gráfico abaixo. 

 

Figura 24 - Erros de Estimativa Para o Contrato F13 

Os erros de previsão para o contrato F13 foram bem reduzidos para até 

2004, e conforme o comportamento dos outros resíduos aumentaram a partir 

daquela data. 

A seguir é apresentado o gráfico dos resíduos referentes ao contrato F17. 
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Figura 25 - Erros de Estimativa Para o Contrato F17 

 

18.3.                    
Análise qualitativa da Normalidade dos Resíduos 

Os resíduos entre a série observada e a filtrada do contrato F9 encontram-se 

no gráfico abaixo. 
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Figura 26 - Distribuição dos Resíduos do Contrato F9 

 Para o contrato F9 os resíduos se distribuíram semelhantemente aos dos 

contratos F1 e F5. 

A seguir apresentam-se os resíduos do contrato F13. 
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Figura 27 - Distribuição dos Resíduos do Contrato F13 

Finalmente, para o contrato F17 as diferenças entre a série observada e 

filtrada se distribuíram conforme o gráfico de freqüências a baixo. 
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Figura 28 - Distribuição dos Resíduos do Contrato F17 
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