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Modelo matematico do processo de revestimento por
extrusdo em regime transiente

A fig. (16) representa um corte transversal em auaa de revestimento
por extrusdo mostrando o escoamento, as equac@&® qagem e todas as

condicdes de contorno consideradas no modelo matema
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Figura 16 — Dominio fisico do escoamento de revestimento por extrusdo

O modelo assume escoamento laminar, bi-dimensiamedmpressivel e
isotérmico. O fluido € Newtoniano e o efeito davitade é desprezado.

O modelo utilizado nesta tese é o0 mesmo apresemaddromero &
Carvalho (2008).

As equacdes basicas que regem o escoamento santiauickade e a
conservacdo da quantidade de movimento linear idanno domini@,

desconhecido a priori, fungao do tempo.
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Oev=0 (1)

p(g—\{+v-Dv)—D-T=O (2)

onde: v = velocidade;
p = densidade;

T = tensor tensao total.

A influéncia do campo gravitacional na equacgédo daservacdo da
quantidade de movimento € desprezada em virtudedizido volume de fluido
presente no dominio do escoamento.

Pela hip6tese de fluido Newtoniano, o tensor temsi@b € dado por:

T=—pl+ /J[Dv+(mv)w )

onde: p =pressao estatica;
M = viscosidade;

| = tensor unitario.

A caracteristica transiente do escoamento é dddeopeilacdo da fresta de

revestimento.

Ht)=H,+H_ s (at) 4)

onde:H, = fresta de revestimentd(;) em regime permanente;
H = amplitude de variagéo da fresta de revestimento;

a = frequéncia angular de variagdo da fresta de tievessto.

As condicbes de contorno para a equacao de cogderds quantidade de
movimento podem ser em velocidade ou for¢ca prescoti ainda uma funcao
relacionando as duas grandezas anteriores (Cani#iBb).

As condicdes de contorno usadas neste modelo doaresoto de

revestimento por extrusao sao:
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(1) No plano de saida do dominio, a condicdo dd¢ocon adotada € a
chamadaFree Boundary Condition (Papanastasiou et al., 1992) ou condi¢do de
contor-no livre. A for¢a no plano de saida é daata p

n-T:—pn+n-,ule+(Dv)T] (5)

(2) No plano de entrada do liquido no dominio eleestimento (fresta de
alimentacéo), € assumido um escoamento retilifReosdlille) com perfil de

velocidade dado por:

el
u=0 (7)

onde:H, =fresta de alimentacéo;

g,= vazéo do liquido bombeado por unidade de largigabarra de

revestimento;
v= componente vertical da velocidade;

u= componente horizontal da velocidade.

(3) Nas paredes dos labios da barra de revestimgictundicdo de contorno

de ndo penetracdo e ndo escorregamento € utilizada.

u=0 8)

v=0 9

(4) No substrato, também ¢é utilizada a condicdocdetorno de nao
penetracdo e ndo escorregamento, exceto nas pdaxieds da linha de contato
dindmica, conforme explicado no item (8). O compweeertical da velocidade é
relacionado a oscilacdo peridédica da fresta destemento, portanto nula em
regime permanente.

u=V

w

(10)
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V=aH, cost) (11)

onde:H,, = amplitude de oscilacdo da fresta de revestimento;

V. = velocidade do substrato.

w

(5) Nas superficies livres, a tragdo no liquidoopée a pressdo capilar
devido a curvatura e ndo ha fluxo através destgerBoies. A tensdo de
cisalhamento é considerada nula neste contorns,guiscosidade do ar é muito

menor que a viscosidade do liquido revestido.

1 dt
n-(v—%)zo (13)

onde:t =vetor unitario na direcdo tangente a superficiejiv
n =vetor unitario na direcdo normal a superficie livre

P, =pressdo na fase gasosa, atmosférica na supeifigtea jusante e,

geralmente, subatmosférica na superficie livre atartde;

dx 0 _

dt
por Christodoulou & Scriven (1992);

velocidade da malha na superficie livre confodascrita

Ca =numero de capilaridade [adrﬁf]ﬂ—vW .
o

(6) A linha de contato estatica a jusante é conattiefixa na quina do labio

a jusante da fresta de alimentag&o.

Xq = (xol , yd) (14)

onde: (xd,yd) sdo as coordenadas da quina do labio a jusantkedita de

alimentacéo.
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(7) A linha de contato estatica a montante € lpaea se movimentar ao
longo do labio a montante da fresta de alimentag@mtendo um angulo fixo de
6,=100°, conforme proposto por Romero & Carvalho @00

Yo = Hu (15)

nw e Nrs = cog &) (16)

onde: nis =vetor unitario na direcdo normal a superficie livre
nw =vetor unitéario na diregdo normal a parede solida;

Hu = coordenada vertical do I4bio a montante da fréstalimentacao.

(8) Nao existe teoria disponivel para descrevecipaenente 0 escoamento
nas proximidades da linha de contato dindmico. Wicapho da condicdo de ndo
escorregamento nesta regido gera um valor infilétdensdo (Huh & Scriven,
1971). Para sobrepor a dificuldade de andlise nesg&éo, assume-se uma
condicdo de escorregamento local, onde a tens&mr pmsser proporcional a
diferenca entre o campo de velocidade no contom@edocidade do contorno.

O angulo que a superficie livre forma com o substnasta regido deve
ser fixado como condicdo de contorno. Neste trab&bh assumidody =120°,

conforme proposto por Romero & Carvalho (2008).

Nw e Nfs = COS(gd) (17)
ﬂw’ (V —Vwi):tw' (nw' T) (18)

onde: S = coeficiente de escorregamento, assumidd, Bdnforme proposto por
Romero & Carvalho (2008);
tw = vetor unitario na direcdo tangente ao substrato;

nw =vetor unitario na dire¢cdo normal ao substrato.

A malha se ajusta a cada passo de tempo. Portata,ponto nodal muda

de posicédo com relagao ao referencial considerado.
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. ov .
A derivada Iocal,a, deve ser ajustada para representar a taxa lecal d

variacdo da velocidade em cada ponto do dominiestmamento. Conforme

descrito por Christodoulou & Scriven (1992), o #&us feito por:

0 O
g—\tlzv—x- [v o1

0
onde: v = taxa de variacdo local da velocidade no ponto Indalanalha;

0
X =velocidade da malha.

A substituicdo da eq. (19) na equacédo da consesvdaaquantidade de

movimento linear, eq. (2), leva a:
0 0
p{v+ (V=X)e Dv} =0T (20)

A condicdo inicial € necesséria para a resolucagrdblema transiente.
Esta condigcdo é dada pela solugdo do escoamentegime permanente, onde a
fresta de alimentacdo é constante e iguaj.a H

V(t=0) =vo (X,y) (21)
p(t=0) = p(x,y) (22)
2.1

Formulacao de problemas de escoamento com superfici e livre

O escoamento com superficie livre representadogia6) é modelado
pela equacdo de conservacdo da quantidade de nmwinmeq. (2), equacao
constitutiva do fluido, eq. (3), equacdo da contlade, eq. (1), e as demais
condi¢cdes de contornos do modelo matematico. Estamcbes formam um
sistema de equac®es diferenciais parciais naoréiaetefinidas no dominio fisico
Q, que é desconhecido em decorréncia da existéagakerficie livre e se altera

a cada passo de tempo pela oscilagéo da fresevestimento.
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Para a solucdo do modelo matematico é necessésorexer 0 sistema de

equacdes diferenciais parciais néo lineares emamirdo de referéncia fixo,
com o custo adicional da inclusdo de expressdesajeonam o dominio fisico
e o de referéncia. Estas expressfes formam o mapéamio dominio fisico no
dominio de referéncia ou computacional.

O mapeamento relaciona cada ponto do dominio derérefia ao
correspondente no dominio fisico e também é partollicdo do problema.

A presenca de superficies livres e a consequentessidade do
mapeamento entre o dominio fisico desconhecido doroinio de referéncia
conhecido acentuam o carater ndo linear do sistemeuacdes que representam
um escoamento. Técnicas analiticas para a solueggte tpo de escoamento sédo
raras e existem somente para casos especiais.

As equaclOes de mapeamento sdo bijecbes na fon(Eja onde x € a

coordenada de um ponto no dominio fisichéea coordenada deste mesmo ponto

no dominio de referéncia conhecido.

Nao ha um formato Unico para o dominio de refeggriRorém, € comum a
definicdo de um dominio quadrangular, pela sualgidpde.

Muitas vezes ndo é possivel mapear todo o domigsicofem um unico
dominio de referéncia quadrangular. Nestes casdsponio fisico é dividido em

partes e cada parte € mapeada em um dominio qgathade referéncia.

P

Superficie livre
a jusante

Dominio Fisico (desconhecido)

x)

Mapeamento entre o
dominio de referéncia
g dominia fisico

Dominio de referéncia (conhecido)

Figura 17 — Mapeamento entre o dominio fisico e de referéncia (Carvalho, 1995)
(Romero & Carvalho, 2005)
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Existem algumas técnicas para definicdo de equagéesiapeamento e
todas devem obedecer a dois critérios:

1) Os contornos do dominio fisico devem ser m@pe&m contornos do
dominio de referéncia;

2) O mapeamento deve ser inversivel para todgontos do dominio de
referéncia,

O critério 2 é satisfeito se:

defd)# 0 (23)

ondeJ é a matriz Jacobiana da transformagdg) e suos componentes s&o as

derivadas parciais das coordenadas do dominim fésit relacdo as coordenadas

do dominio de referéncia. Em duas dimensd&srepresentado por:

ox oy
_q1-|0¢ 0¢

Oex=J= x oy (24)
on on

Todas as derivadas espaciais no dominio fiSlcpodem ser representadas

por derivadas espaciais no dominio de referéfigatravés da equacao:

W) (o0
OX | _ 65
=7 o (25)
oy on

g9y _09y
jt=_t | on 0 (26)

defJ)| _0x  0x
an  of

Diferenciais de area no dominio fisico sao repitaskrs da seguinte forma

no dominio de referéncia:

dQ = JdQo (27)
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J =detQ) (28)

As eq. (25), (26) e (27) possibilitam a formulaciosistema no dominio de
referéncia.

Entre as formas de mapeamem(@), 0 uso de equacles parciais elipticas
relacionando pontos do dominio fisico a pontos dmidio de referéncia tem
apresentado bons resultados em termos da qualkidadealha gerada, tais como
suavidade e ortogonalidade (Carvalho, 2002). Cdestias formas de mapeamen-
to é conhecido como geracao de malha.

As equacdes que representam a geracdo de maltieaetio:

O« [De0é]=0 (29)

O« [Ds0n]=0 (30)

onde Dse D, sdo coeficientes analogos aos coeficientes desatifuem
problemas de transporte de massa ou calor. Elestan o espacamento entre as
curvas deé = cte e /7 = cte. Seus valores sdo escolhidos de forma a concentrar
malha em regides que apresentam gradiente de dattecacentuados.

Como as equacdes de geracdo de malha também estas po dominio
fisico em termos do mapeamento inverdm), elas devem ser reescritas no
dominio de referéncia para forneodg) .

As eq. (29) e (30) devem ser incluidas no sisteenagiiacfes diferenciais
do modelo matemaético e resolvidas simultaneamentgla passo de tempo, para
determinacdo da posicado dos pontos nodais da maldaminio fisico, ou seja, a
configuracdo do dominio fisico. As condicbes detaom necessarias para a

solugéo das eq. (29) e (30) sao apresentadas &a 36;

2.2
Método para solucédo do escoamento transiente com su perficie livre

Todas as equacfes do modelo matematico que descrevescoamento
podem ser agrupadas no seguinte sistema de equdif@esciais parciais no

tempo e no espaco.
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p{\% (v —>0<) . Dv} =0T (20)

Oev=0 (1)
T =—pl +0v+(0v)7] (3)
O« [DE] =0 (29)
O« [Dsn]=0 (30)

A solucdo do sistema de equacdes acima forneceigdpode cada ponto
nodal da malha, o campo de velocidade e de presséscoamento.

O método dos residuos ponderados acoplado ao mélmslcelementos
finitos e fungbes base de Garlekin foi utilizadaagpaolugdo deste sistema de
equac0es diferenciais parciais nao lineares.

No método dos residuos ponderados todas as equadié@eciais devem

ser reescritas na sua respectiva formulacdo fradeéar exemplo, se

F(u',u,f(x))zo € a equacao diferencial com incognitg) posta em um

intervalo real [x, xo], entédo a sua formulagéo fraca é:

xzch u,u, f(x))dx=0 (31)
JaF | )

X

onde « € uma funcao peso adequadamente escolhida (Carz8idp).

E possivel demonstrar que a solu¢do de uma equecdmrmulacédo forte
também é solugéo da formulagéo fraca e vice-versa.

A incognitau(x) € aproximada por uma combinacéo linear de funcées b
conhecidas de um espaco apropriado de dimensé (@arvalho, 2002).

W09 =009 =Y a0 @2)
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N
A substituicdo da solugcdo por sua aproximagﬁ(x):quq(x) na
i=1

equagao diferencial e a utilizagdo Mdung¢des pes@, leva a um sistema dé

equacdes algébricas onde cada equacdo é dadzifmﬁr(ﬁ',ﬁ, f(x))dx=0,

%

sendo chamada de residuo ponderado.

As N fungbes pes@, formam uma base do espago que conéém

O método dos elementos finitos consiste na es@phapriada das funcdes
@, e ¢ de forma que as fungdes e suas derivadas sO dédgnentes de zero em
uma pequena parte do dominio (Carvalho, 2002).

O método dos elementos finitos introduz uma vis@all ou elementar do
problema.

No método de Garlekin, o espaco das funcdes pesmé&smo das funcdes

base de interpolagéo das incognitas, portgnte ¢ .

(1) Formulagdo fraca da equacdo de conservacao udatidade de

movimento.

'[(p[\3+(v—;)-Dv}—D-Tj-Wszo (33)

Rearranjando os termos, tem-se:
0 0
jp[v— Xe Dv} * WdQ + [ plve Ov]e WdQ - [0+ T]s WdQ =0 (34)
Q Q Q

ondeW ¢ a fungéo vetorial peso, com componeites W, .

A fim de aliviar a restricdo ao tipo de funcbesebasserem utilizadas para
interpolar o campo de velocidade, é necessari@ltrabna expressade T para
evitar o aparecimento de derivadas parciais densiegardem da velocidade. Para

tanto, pode-se utilizar a igualdade tensorial aiaix

T:OW=0«(Tew)-(OeT)e W (35)
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Tem-se entao:

jp{\(}—;- Dv} WdQ + ] plve Dv]s WdQ+ [T : DWdQ +
Q Q

Q

—[O«(TeW)dQ =0 (36)

Q

Mas, pelo teorema de Gauss:

[Oe(Tew)a=(n-T)s wdr (37)

Q r

ondel é o contorno do domini@ .

Portanto:

jp{\(}—i- Dv} WdQ + [ plve Ov]s WAQ + [T : OWdQ +
Q Q

Q

—[(neT)eWdr =0 (38)

r

Considerando um sistema de coordenadas cartes@aermos que

aparecem nas integrais, sao:

ox "oy

[v-Dv]-W:u@+v@ 1+ uﬂ+vﬂ 2 (40)
ox oy ox oy

w2 o o], W] (o ov
THHw= 6x[ p+2'u0x}+ ay HayJ’axﬂJ’

0 O 0o 0 0 0 O 0
[v— Xe Dv} W= (u— x@ - y%jW1 + {v— x% - y% 2 (39)
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GW ou , ov oW, ov
a TAL ] JE s 41
o Hay axﬂ ay{ P ”ay} 41

(neT)e W =f W, + f W, (42)

onde f, e f, sdo os componentes da for¢a atuando no contordomdio. Nas

superficies livres, os componentes da forca assuasgguinte forma:

fx =(n. T)x :a d: _nxPO (43)
1 dt
f,=(nT), S (44)

A funcgdao vetorial pesw/ pode ser escolhida de tal modo que sua base seja
formada pelo conjunto:

LsleH-elallon) s

A equacgao de conservacdo da quantidade de movinieetr pode ser

separada nos componentesy, dados por:

0 0gu _99u ou, 0u
j,o(u— x&— ya—y]widQ +§j)p(u&+va—yJwidQ +

Q

oy, ou| 0y, ou ov
| —|-pt2Uu— |+—| Y —+— ||dQ - | f.dl =0 46
i 0x { P ”ax} oy [}’{Gy axﬂ Jr. ot (46)
0 0gv_0ov ov, . ov),
(jz,ov x& yay (;dQ + jp[u +V6yJw'dQ+

w,[ fou, v, 0w ov
+j {*{afaxﬂ ay{ p+2,uay}dQ jfwdr 0 (47)
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As integrais de Iinhaj fog,dr e J'fyt//idl' sédo calculadas usando as
r r

condicbes de contorno naturais ou de Newman, eeeg@r nos elementos que
fazem parte do contorno das superficies livres. H@snentos internos ao
dominio, as integrais de linha de dois elementas\ds se cancelam e desta

forma né&o precisam ser calculadas.

(2) Formulacéo fraca da equacéo da continuidade.
[w,(@-v)da=0 (48)
Q

Novamente, assumindo um sistema de coordenadasiaad:

D-v=@+ﬂ (49)
ox oy

A fungdo pesow, pertence a um espago de fungdes com fungbes

basey,, ., X;, que sdo as mesmas utlizadas na interpolacdoadpa de

pressao. Assim, tem-se:

j(a—“ +@j)(id9 =0 (50)
5\ 0X 0y

(3) Formulacgéo fraca das equacdes de geracdolda.ma

[0+ Do)y da=o, (51)

Q

[(@+Dp,0n)gda=0, (52)
Q
onde ¢, séo fungbes base do espaco da fungdo peso. Nodoaswtodo de

Garlekin estas fungbes base s&o exatamente as masizadas para interpolar o

campo de posicéo dos nos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510823/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510823/CA

55

[ D,0¢)yd = [(p,0% + 0e0D, )y d =0 (53)

Q

[« p,0n)gde = [(D,0% + 040D, )yyda =0 (54)
Q

Q

A fim de aliviar a restricdo ao tipo de funcbesebasserem utilizadas para
interpolar a posicdo dos nds da malha, € necessabalhar nas expressdes

(sz)fﬂi e (Dzn)zﬂi para evitar o aparecimento de derivadas parciisedunda

ordem da posicéo. Utilizando integracéo por patess;se:

- [D,0y, + D& do + [ (0¢+ 0D, )y, da + [ D0+ (,0&) dQ =0 (55)

Q

-[D,0¢, +0n da+[(0n+ 0D, )y,da+ [D,0+ (w,0n)da =0 (56)
Q Q

Q
Pelo teorema de Gauss:

[DO-@Dy)dQ=[Dyne0ydr, (57)

ondel é o contorno do domini@ .

Entéo:
~ (D, 0@, + 0 dQ +[(0& 0D, )y.dQ + [ Dpne OEAr =0 (58)
é é 3
Q Q r
-[D,0¢, + 0n da+[(0n+ 0D, )w,da+ [Dywn+ On dr =0 (59)
Q Q r

Considerando um sistema de coordenadas cartes@oermos que

aparecem nas integrais, sao:

(60)

D(/ji . Df:(%g+%ﬁj

ox 0x o0y oy
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L afa&j (61)

Uée D —
¢+ 0B, (ax ox dy dy
af af

ne n,
¢= 6x yay

(62)

Entao:

- |[D,

Q

(az,a, 0 Ay, agj O+ (£0D5+£6D5

L R
ol OX 0x dy oy

do +
ox ax 0y oy Jl//.

+ngt//( )‘: a::]dl' 0 (63)

ox 0Ox dy ody ox ox oy oy

Q

-[D [%0_’7+%6—’7Jd9 [0'76 0,7 9D, Jz// dQ +

] D,#/.( a’7+n %’; ]dr 0 (64)

. : a& § on . 01
As integrais | D l/l{ +n —jdl’ e |D Q( +n —jdl’ séo
! M Yoy J; T ax Y ay

calculadas utilizando as condi¢des de contornocqué&rolam o angulo entre uma

linha de £ =cte ou 77 =cte em relagéo ao contorno. Se a parcela relativdas es

integrais for ignorada no calculo do residuo, ahaasera perpendicular ao

contorno. O angulo entre a malha e o cont@no pdde ser controlado impondo-

se 0 valor decosd .

ne & =cosf ou ne [y =cosé (65)

(4) Formulacéo fraca da condi¢do de contorno citieema

j {n . (v - Qﬂwi dr, =0, (66)

n
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onde ¢, sdo fungdes base do espaco de funcdes peso. Nadeasetodo de

Garlekin, estas funcbes base sdo exatamente asasesiizadas para interpolar
0 campo de posicdo dos nos.

Em coordenadas cartesianas o integrando é escnito: co

n-(v—ij:nx(u—;j+ny(v—§/j (67)

R = J[n- (v —;Hwidﬂ = J[nx(u - ;)(j + ny(v— ;ﬂwi dr, =0 (68)

Com mais algum trabalho algébrico:

- j[nx X+ n, ;}z//i dr_+ j[nxu + nyv] wdr =0 (69)

r r

ondel | é o contorno da superficie livre.

O proximo passo na resolucédo do problema é reescrestas as equacoes
no dominio de referénci@o .

Conforme exposto na secdo 2.1, as derivadas no naonfisico

desconhecido,ai e ai devem ser reescritas em termos das coordenadas do
X y

. A .0 0 ~
dominio de referéncia fixo— e s de acordo com as equacgoes.
1

o0&

) (o9
OX | _ 14 65
99|77 0 (25)
oy on

oy _9y
1 _ 1 on o0& (26)

defJ)| _ox  0x
an  of
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ox oy
_q_|0& 0&

O,x=Jd= x oy (24)
an an

Diferenciais de area no dominio fisico sdo repitaskrs da seguinte forma

no dominio de referéncia:

dQ = JdQo (27)
J =detQ) (28)

As equacgdes sao reescritas como:

a) Componentg da equacéo da conservacdo da quantidade de magimen

0 0 0
jp(u xa—u— aujw JdQ, + j p[ua—u+v—},{/ JdQ, +
9, ox 0x

ox ay dy 0OX

Qo

0X I'

b) Componenty da equacgao da conservagao da quantidade de mdeimen

0

u_ ov oY, ov dr
ou, ovil, 25 aa, - [t 9 ar =0
I {(Gy axﬂ Gy{ P ”ay} 0 r[yw' dr, o

0 o0 0
j p[v— xﬂ—yﬂ}/l JdQ, + j p[u?+v—]w JdQ, +
X

(71)

c) Equacao da continuidade.

ou ov
j(ax ayj)(JdQ (72)
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d) Component& da equacao da malha.

- [D (%E+%g}ldgo+ j[a‘z Pe , 94 90 jw 3dQ, +
ox 0x 0y ody 0X OXx ay oy
¢ . 9¢ _
+ng¢//|{ oty ayjd dr,=0 (73)

e) Componentyg da equacéo da malha.

- [, (aw o1, 0% an]JdQ j[a” P, +a—’70D”)z//inQo ¥
o, 0x ax oy oy oX 0x oy oy
0/7 on\dr
+|Dyw|n —+n —dr,=0 74
|1[ qlﬂl{ X 6X ayjdr 0 ( )

f) Condig&o de contorno cinematica.

—J[nxfﬁny ;}t/l j L dF0L+Hn u+n v]z,aI Mo =0 (75)

oL OL

I—OL I—0 L

Com todas as derivadag— e 9 substituidas pori e 9 de acordo
ox  dy 0§ 0

com a eq. (25).

As incognitas do problema sé@ice v (componentes da velocidade em cada
ponto nodal) x e y (componentes do ponto noda) p (pressdo em cada
elemento).

O préximo passo € restringir a procura dos camgssahhecidos em um
espaco de dimensdo finita. Os campos sao aproxsnpdo uma combinagao
linear de funcdes base conhecidas e escolhidapregamente.

Conforme o método dos elementos finitos, o domi@ialividido em
elementos, formando uma malha.

No problema em questdo a malha é formada por eteseuadrangulares

com nove nos por elemento, conforme proposto poralleo (2002).
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Figura 18 — Elemento guadrangular

Dentro de cada elemento sdo consideradas noveedsirogse §, @, ...,

@} para representar os campos de velocidade e posaxal.

l

9

u=3U,0)a(en) (76)
v=3v.(a(en) 77)
x=2 X ()aen) (79)
y=1xaln) 79)

i=1

As fungdes base escolhidas séo bi-quadraticas e estdo associadasa

do elemento da malha. Assumem valor 1 nos seusatdaps nds e 0 no restante

do dominio.

W(Xj)zdij (80)

0, =1 sei=]j ou;
3, =0 se i #] (81)

As fungdes base bi-quadraticas elementgreéo definidas como:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510823/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510823/CA

61

n) é(¢-1)nln -1) %(5,0)_5(&1),7(,7_1)
4 4
(en) =) (g )= Sl 0

%(5,,7):(1 &)nln-1) a(en) &(&+1)a-n?)
2 2
@(5,,7):(1 52);7’7*'1 %(5’”)25(5—1)(1_’72)
2
@ (&) =0-&Ju-n?) (82)

Dentro de cada elemento, o campo de pressdo @atddo pelas funcbes

base lineares descontinugg,{ x,, X,} da seguinte forma:

p=3P, (€] (83)
xén=1 x,En)=n x&n)=¢ (84)

Assim, P, € a presséo no n6 central do eleme®oe a variagdo da presséo
na direcdo dey e P, é a variagéo de presséo na dire¢ad de

Desta forma, cada elemento possui 39 incognitagaws de liberdade.

U,V., X,.,Y, P, i=1la9 e j=1a3 85)

No método de Garlekin, as fungdes peso séo iggaisrgdes base usadas
para aproximar os campos desconhecidos.

A substituicdo das aproximacdes dos campos descidoletransforma o
sistema de equacdes diferenciais parciais naoréisgaum sistema de equacdes

diferenciais ordinarias ndo lineares nas varialgisV;, X;, Y;, P;.

Por exemplo, o residuo ponderado do componentda equacdo da

conservagao da quantidade de movimeR{td é dado pela seguinte equagao:
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. 9 o 9 0 9 aqa 9 0 9 6(0
R*=[pa|l sU;@ |- sXi@ | sUn—|"|sYi@ | sUn—|]0dQ, +
2 =) =) 1 0x ) (ja 1 Oy

m=.

+ U. o u. 2% 4 sv. U, 2% ||+ 29 | o p x |+24 s U,
Qjopm[[gl ,qo,](mzzl aX] [z J%}(zﬂ o J] ax[ (El ]X]} ﬂ[gl J

j=1 m

og | [(& g (&, 99 dr
+20 U, — |+ SV, — | |L3dQ, - [ f,g——dr
oy {ﬂ{(lzl '6yj (le b ox i |J Par, "0 (86)

A aproximacgdo para as derivadas temporais da wveldei e da posicao

nodal séo feitas por diferencas finitas para tras.

0 —
== +lt+ ;
U= mfu it (87)
tn+1_tn
° V.-V
V EM = f(Vn+1’tn+1); (88)
tn+1_tn
o X .,—X
X =l N - f(xn+1'tn+1); (89)
tn+1_ n
o Y. -Y
Y= 0= f(Y ) (90)

onden+1 é o instante de tempo atuah é o instante de tempo anterior.

A substituicdo das aproximacOes das derivadas tenspoo sistema de
equacOes diferenciais ordinarias ndo lineares msfivtana em um sistema de
equacOes algébricas néo lineares nas vari@eisVn+1, Xn+1, Yne1, Pnse1.

O método de Newton € uma boa opcao para resolugdsistemas de
equac0des algébricas nao lineares.

Para aplicacdo do método de Newton, € necessalwlaraa matriz

Jacobiana dos residuog; =§—S, onde C; séo as incognitas do problema. Em
i

99
3

2
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linguagem matricial, € necessario resolver o segusistema linear a cada passo

do método de Newton.

0R,, OR,, OR,, OR, OR,,]
U oV oP aX Y o

OR OoR oR oR R, |— -

my my my my my

U oV oP aX oY |av R
R, OR, OR, OR, OR,
oU oV oP oaX oY |AP|I=q R (91)
R, OR, OR, OR, OR; |ax R
U oV P aX oY —
R, OR, AR, OR, R, LBY R

n n n n n - - n

ouU ov oP oX oY

onde: R, =R™; R, ,=R™; R,=R’ ; R,=R% R, =R’; U=U ;
V=V, PERL X=X Y Y,

Na pratica, a matriz Jacobiana global e o vetoidoes global, conforme
representados acima, sdo montados através de wmspoono qual a matriz
Jacobiana e o vetor residuo sdo calculados paeaatathento da malha, e entédo
0S respectivos elementos da matriz/vetor sdo copiad sua posicdo respectiva
da matriz/vetor global.

A matriz Jacobiana para cada elemento da malhaaidema em questao é
uma matriz 39 x 39, enquanto o vetor residuo eléan&num vetor 39 x 1.

O Jacobiano elementar da equacéo do residuo doocemigx da equacao

da quantidade de movimento associada ao grau eteldibe , R™, em relacao a

incognitaU,.; associada ao grau de liberdagé dado por:

. 1 9 _ _ 0.
Ji" = At_ﬁlﬁlpﬂ @, _(Z (Xr:+l_xr:)xj QJ : _(
j=1

b Cum 9 (2ui 4 %% .S o, |, oq |, 94
+.[—1.[—1’0¢{(0J mzzlunﬂgj’{zwﬂ(ﬂjja—x’{zvjwj]ay’}+ax 2U ay] +

90 ]
+991 %% |5 azan (92)
oy | 0y |
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E necessario uma aproximacao inicial para o vasr idcognitadn.; ,\V
n+1, Xn+1, Y n+1, P ne1, para que a matriz Jacobiana elementar e o vet@ues
elementar sejam calculados. O valor das integraisiléulado por quadratura
Gaussiana.

Calculados os valores dos residuos e da matribiza@oelementar, deve-se
montar o vetor residuo global e a matriz Jacobigiohal para a solugdo do

sistema linear resultante.

ACk =R

Con =Cpy +AC) (93)

A atualizacdo do vetor solugdo ocorre até que maalo vetor residuo seja
menor que 18.

O tamanho do sistema linear a ser resolvido egadd ao niumero de
elementos da malha escolhida, que sera abordapi®xiono capitulo.

O espaco em memoria necessario para resolucaosifsi®ma geralmente é

da ordem de centenas de Mbytes.

2.3
Implementacdo das condi¢cbes de contorno da equagéao da
conservacao da quantidade de movimento

As condi¢cdes de contorno da equacdo da consendgaguantidade de
movimento e da malha sdo impostas no vetor reséeimentar dos noés que
pertencem ao contorno.

Conforme visto na sec¢édo anterior, a equa¢do dduegiara 0 componente

x da velocidade em cada no6 do elemento da malhdcepta:
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. 9 o0 9 o 9 09, 9 0 09,
R™ =[L[, ¢ (ZUMJ‘(Z chﬂjJ(zUm “ j—(zY ﬂj{zu ¢j Jdédn +
= j=1 m=1 ()4 j=1 oy
- 9 9 a% 9 awm a_w 6(0
+'L1L1pﬂ[[j§1Uj¢jJ(mzzlum GXJ [ V. (l)]][m lUm dy X ,_1P X | 2u ZU ay +

og 09, °., 09, dr
+WH[ZU ay] [Elv aldefdu J . g (94)

Obviamente, ndo ha necessidade de se preocuparasooondicdes de
contorno para nos internos ao dominio. O valoreddduo elementar € calculado

normalmente desconsiderando-se a integral de Ijnhwg—rrdl'

o
Para nos pertencentes ao contorno, as duas cosdied@ntorno aplicaveis
a equacao de conservacgao da quantidade de movis@nto

a) Essenciais ou de Dirichlet: quando a velocidadeposta no contorno
em questao.

b) Naturais ou de Newman: quando a for¢a € conhecdzntorno.

As condi¢cdes de contorno de Dirichlet sdo impostalstituindo-se o
residuo ponderado elementar correspondente aalgriiperdade com velocidade
conhecida por:

R™=U;,,-U", (95)

onde U* é o valor do componente da velocidade no nd pertencente ao
contorno. A linha da matriz jacobiana também deveaierada. A linha da matriz
correspondente a este residuo € zerada e a engratiagonal recebe valor igual a

um.
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Para condi¢cBes de contorno de Newman, € necessdrsiderar o valor da

integral de Iinhajfxqqd—rdl'0 no residuo da equacdo da conservacdo da
o

dr,

quantidade de movimento.

O contornol’, é uma linha def constante ouj constante. Supondo-se que

I, € uma linha de constante, o calculo da integral de linha acirdadd por:

1 dr
f.g—d 96
IREE (96)

No caso da superficie livre do problema em quesidoomponent da

forca na superficie € dada por:

oy o 1odt,
L= T)X—ﬁ = N, Parb (43)
2 2

d_r: % + ﬂ (97)
dn an an

9
My xk, (98)
n i an

9
W _gyk 0% (99)
on &= on

O valor da integral de linha acima é determinadogo@dratura Gaussiana a

partir da aproximagao inicial do valor das variave{*,, e Y, .

2.4
Implementacdo das condi¢gbes de contorno da equagéao de geracéo
da malha

O contorno de um dominio fisico bidimensional é umava f(x,y)=0

mapeada a partir do contorno do dominio de ref@éaénc
A posicao de um ndpertencente ao contorno do dominio fisico é dadini

pelos residuos ponderadd®’ e R”.
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Supondo que o contorno do dominio fisico correspantinha def = Tos
elementos da malha que pertencem ao contorno ddndorde referéncia,

conforme fig. (19), os residud®’ relativos aos nés que estdo sobre o contorno

devem ser substituidos pela curf/éx(/]), y(/7)) =0 que representa o contorno (no

caso de contornos fixos), ou pela condicdo de cootoinematica, eq. (101), no

caso de superficie livre.

R N
= v s

E=cte

Dominio Fisico {desconhecido)

111‘_5___

Dominio de referéncia (conhecido)

Figura 19 — Mapeamento do contorno do dominio

Existem trés possibilidades para determinacao sidue R” :

(1) Localizac&o dos n6s em um contorno definido.

Esta condicdo de contorno pode ser aplicada a exlaguacdes exceto em
superficies livres.

A idéia é simplesmente fixar 0 né na curf/f(7), y(7)) =0 que representa
o contorno. Como o contorno é representado f§er defitro do respectivo

elemento da malha do dominio de referéncia, badtailda coordenad# do né
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para que a coordenada respectiva no dominio figis®eja definida por

Ent&o o residudr’ & substituido por:
R = f(x(7),y(7))=0 0Q)

No caso onde o contorno correspondentg=a € ulma superficie livre, os
residuosR’ dos nos sobre a superficie livre devem ser sultigupela condicdo

de contorno cinematica dada por:

o o
- 0n u+ i Vv eqdn (101)

(22 22

Estas equacbes definem uma das coordenadas. A cobrdenada é

22
i

definida a partir de mais uma condi¢cdo. Duas poskides sdo discutidas a

seqguir.

(2) Definicdo do angulo formado entre o contorras éinhas dey = cte.

O contorno corresponde a uma linha fe& , pbrtanto o angulo a ser

definido é representado por:

n+ V17 = [Vr|ces(6)

Figura 20 — Distribuigdo de n6s em contorno.
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onde né o vetor unitario normal ao contornoée é o angulo entre a linha de

n = cte e o contorno.

O angulo entre linhas dg =cte e o contorno € imposto pela adicdo da
1 Y ~ Ve
parceIaJ'_l D, cosfdn a equagéo do residury .
Se a idéia é obter uma malha ortogond a no&% ndés do contorno, basta

desconsiderar a integral acima, pms90" = . 0
(3) Distribuicdo dos n6s em um contorno.

A distribuicdo dos nds ao longo do contorno podguseuma funcao

s= f(77). Neste caso a equacdo do resi®Riaeve ser substituida por:

o L () L[] |oa
i _LD(O)HMJ {anj }0/7 o (102

onde D(/7) determina o espagcamento entre as linhaste.

¥ ‘n‘*L
L ] ]
5=0

b3 v.

*
¥
-
LY

b |

& =cte

Figura 21 — Distribuicdo de ndés em contorno
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