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8 Apêndice A: Modelo de câmera 

Um modelo de câmera é uma forma conceitual de definir e detalhar como 

funciona internamente um dispositivo de captura de imagem como, por exemplo, 

uma câmera fotográfica ou de vídeo. O objetivo do modelo é ajudar a 

compreender o processo que leva um ponto tridimensional do espaço físico 

enxergado por uma câmera para um ponto bidimensional posicionado dentro da  

imagem capturada desse mesmo espaço físico visto pela câmera. 

Uma forma de modelar esse processo é usar um modelo básico de câmera 

conhecido como câmera Pinhole (Figura A1). O modelo de câmera Pinhole é 

definido como uma transformação em perspectiva composta por um conjunto de 

transformações entre sistemas distintos de coordenadas que permitem modelar a 

correspondência entre pontos do espaço e pontos da imagem. Primeiramente,  

definiremos esses sistemas de coordenadas tal como apresentados em [38] e 

depois descreveremos as transformações correspondentes entre esses sistemas. 

 

8.1.1. Sistemas de coordenadas 

Os sistemas de coordenadas considerados no processo de modelagem de 

uma câmera são descritos a seguir: 

1. Sistema de coordenadas do mundo (SCM) é um sistema 

tridimensional estabelecido para modelar o nosso cenário real ou 

cenário físico enxergado pela câmera. É definido num sistema de 

unidade de medida métrico e é mostrado na Figura A1 como o 

sistema de coordenadas definido pelos eixos ( Xw, Yw, Zw ). 

2. Sistema de coordenadas da câmera (SCC) é um sistema 

tridimensional cuja origem fica definida pelo centro óptico da 

câmera. Os eixos X e Y são definidos de modo a serem paralelos às 

bordas da imagem formada sobre o plano da imagem. A distância 

entre o centro óptico da câmera e o plano da imagem é chamada  
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distância focal. Esse sistema de coordenadas está definido pelos 

eixos (Xc, Yc, Zc) na Figura A1. 

3. Sistema de coordenadas da imagem (SCI) é um sistema 

bidimensional definido sobre o plano da imagem ou plano de 

projeção, cuja origem fica determinada pela projeção da origem do 

sistema da câmera sobre o plano de imagem. Esse sistema de 

coordenadas está definido pelos eixos  (u’, v’) na Figura A1.    

4. Sistema de coordenadas em pixel (SCP) é um sistema 

bidimensional com coordenadas são expressadas em pixels. Esse 

sistema permite definir a posição de um ponto na imagem com 

relação à grade de pixels do sensor óptico da câmera. A origem 

desse sistema costuma ser definida no canto superior ou inferior 

esquerdo da imagem. Esse sistema de coordenadas está definido 

pelos eixos (u, v) na Figura A1. 

 
Figura A1: Modelo de captura da câmera Pinhole [17]. 

 

8.1.2. Transformações 

As transformações do processo de imageamento de um ponto no mundo 

através dos diferentes sistemas de coordenadas expostas na seção anterior são 

descritas a seguir: 
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• A primeira transformação permite expressar as coordenadas de um 

ponto no mundo (SCM) no sistema de coordenadas da câmera 

(SCC). Essa mudança de coordenadas é definida por uma 

transformação que inclui uma matriz de rotação e um vetor de 

translação. 

• A segunda transformação permite expressar a projeção em 

perspectiva de um ponto definido em coordenadas da câmera (SCC) 

para uma posição 2D sobre o plano da imagem (SCI). 

• A terceira transformação permite expressar um ponto definido no 

plano da imagem (SCI) em uma posição na superfície de células 

fotosensíveis que o sensor óptico da câmera possui (SCP). 

• Uma última transformação que pode ser considerada no processo de 

imageamento é a correção da distorção da lente. No modelo de 

câmera Pinhole, essá distorção não é considerada porque o 

componente responsável, ou seja a lente, só está presente nas câmera 

reais. O objetivo da lente é controlar a incidência dos raios de luz 

sobre o sensor óptico da câmera, mas nesse processo a lente gera um 

tipo de distorção que muda a posição de um ponto que foi projetado 

sobre o plano da imagem, afetando especialmente a transformação 

entre o SCC e o SCI.        

Para moldar cada uma das transformações intermediárias definidas entre o 

sistema de coordenadas do mundo,  da câmera, do plano da imagem e do sensor 

óptico, é necessário definir alguns parâmetros que nos ajudem a modelar 

teoricamente cada uma dessas transformações. Explicaremos a seguir estes três 

tipos de parâmetros: 

1. Parâmetros extrínsecos. 

2. Parâmetros intrínsecos. 

3. Coeficientes de distorção da lente. 

 

8.1.3.  Parâmetros extrínsecos 

Os parâmetros extrínsecos permitem modelar a transformação rígida de uma 

posição 3D expressa no SCM para uma outra posição 3D correspondente expressa 

no SCC. 
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Esse tipo de parâmetros são definido por dois componentes: 

• Uma matriz de rotação, que permite rodar o sistema de eixos base do 

SCM para deixá-los alinhados com os eixos base do SCC. 

• Um vetor de translação, que permite trasladar o centro do SCM para 

a mesma posição do centro do SCC. 

Esses parâmetros e sua aplicação no processo de transformação entre 

coordenadas do sistema do mundo e da câmera são modelados matematicamente 

na equação 1a, e exemplificados visualmente na Figura A2. 
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Figura A2: Parâmetros extrínsecos na modelagem da transformação entre os SCM para 

o SCC [17]. 

 

8.1.4. Parâmetros intrínsecos 

Este tipo de parâmetro é o utilizado para representar as características 

internas da câmera, como distância focal  f  e centro da imagem O (Figura A3) . 

Os parâmetros intrínsecos modelam a projeção de pontos 3D expressos no SCC 

para pontos correspondentes 2D posicionados sobre o plano da imagem definido 

no SCI (Figura A3). 
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Figura A3: Parâmetros intrínsecos na modelagem da transformação entre o SCC para o 

SCI [17].  

Um ponto pc expressado no SCC gera um raio que sai da origem do SCC e 

chega a esse ponto, e no trajeto o raio intercepta o plano da imagem. O ponto de 

interseção  p’ representa a projeção do ponto 3D no SCC sobre o plano de imagem 

2D expresso no SCI (Figura A4). 

 

 
Figura A4: Projeção de um ponto Pc no SCC para um ponto P’ no SCI [17].  

A projeção de um ponto no SCC para o SCI é modelado matematicamente 

nas equações 2a e 3a. 
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A transformação projetiva descrita na equação 2a é não inversível, e 

demonstra que cada ponto do espaço corresponde a um único ponto na imagem, 

mas um ponto na imagem pode corresponder a uma infinidade de pontos do 

espaço. Um ponto (u’,v’) na imagem é a projeção de todos os pontos espaço no 

SCC da forma λ( u’,v’,-f) .  

Após ter projetado um ponto sobre o plano da imagem, podemos também 

descobrir a posição do mesmo na grade de pixels do sensor óptico da câmera. Isso 

é feito fazendo uma transformação entre o SCI e o SCP. Quando um raio 

luminoso atinge o plano de formação da imagem, ele é registrado pelo sensor 

óptico na câmera. Esse sensor é composto por uma matriz retangular de células 

fotossensíveis, mas algumas imperfeições na grade de células podem ocorrer: 

• O espaçamento entre linhas pode ser diferente do espaçamento entre 

colunas. 

• As colunas podem não ser dispostas perpendicularmente às linhas 

(devido a imperfeições geométricas de construção ou devido ao 

processo de aquisição dos valores dos sensores).  

Finalmente, nós precisamos transladar a origem do SCI  usualmente 

posicionada no centro da imagem, para a origem do SCP, que costuma se localizar 

num dos cantos superior ou inferior esquerdo da imagem. A transformação do SCI 

para SCP pode ser definida pela equação 4a. 
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Os coeficientes mostrados na matriz acima junto com a distância focal 

definem os parâmetros intrínsecos da câmera. Cada um dos coeficientes da matriz 

acima será descrito a seguir: 

• sx e sy representam o número de pixels por unidade de comprimento  

nas direções horizontal e vertical respectivamente. Na maior parte 

das câmeras, idealmente sx e sy são iguais, ou seja, os pixels são 

quadrados. 

• uc e vc fornecem a posição, em pixels, da projeção ortogonal da 

origem do SCC sobre o plano da imagem. Essa posição na maioria 
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das câmeras é definida pelo valor referente à metade das dimensões 

da imagem (largura/2, altura/2). 

• τ é a tangente do ângulo que as colunas de pixels formam com a 

perpendicular às linhas. Na maior parte das câmeras, idealmente as 

colunas são perpendiculares às linhas, ou seja, τ = 0. 

A figura A5 exemplifica essa transformação entre o SCI e o SCP, e as 

equações 5a e 6a definem a transformação que modela a projeção de um ponto no 

SCC para um ponto no SCP, nas quais são utilizados todos os parâmetros 

intrínsecos antes descritos. 

 
Figura A5:Transformação do SCI para o SCP [17].  
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Finalmente, na equação 7a é definida a transformação que leva um ponto no 

SCM para sua projeção no SCP, o que é conseguido multiplicando as matrizes de 

transformação definidas pelos parâmetros intrínsecos e extrínsecos da câmera. 
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Como podemos observar, os parâmetros f, sx e sy aparecem na transformação 

da câmera como os produtos f sx e f sy . Muitas vezes é difícil calcular os valores 

individuais de cada parâmetro, a menos que se tenha informação técnica dos 

valores sx e sy por parte do fabricante do sensor óptico da câmera. Por esse motivo 

é comum a matriz de parâmetros intrínsecos ser descrita como na equação 8a.   
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Por fim, a multiplicação das matrizes que representam nossos parâmetros 

intrínsecos e extrínsecos define um novo tipo de matriz única chamada de matriz 

de projeção da câmera P , definida na equação 9a. 
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8.1.5.Coeficientes de distorção das lentes  

Até agora, a descrição dos parâmetros usados para modelar a câmera real 

seguiu a definição dada pelo modelo de câmera ideal Pinhole, mas na realidade as 

câmeras fotográficas ou de captura de vídeo possuem mais um componente que 

deve ser considerado em nossa modelagem: a lente. 

A lente é um equipamento usado no processo de captura óptica para 

controlar a incidência dos raios de luz sobre a área do sensor óptico. Controlando 

o grau de  incidência, pode-se aumentar ou diminuir o campo de visão da câmera, 

mas nesse processo um tipo de distorção é inserido na imagem final vista pela 

câmera. Estes dois tipos de distorção visual produzidas sobre a imagem por causa 

das lentes tipificam bem este problema (Figura A6): 

• A distorção de abaulamento ( Barrel ) está associada com as lentes 

grandes angulares (ou de zoom mínimo). Ela faz com que as 

imagens pareçam esféricas (curvadas para fora). 
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• Em oposição, a distorção de afunilamento ( Pincushion ) está 

associada com as lentes telescópicas (ou de zoom máximo) e fotos 

embaixo da água. As imagens parecem espremidas em torno do 

centro (distorcidas para dentro). O afunilamento é, muitas das vezes, 

menos notório que o abaulamento. 

 
Figura A6: Distorção causada por distintos tipos de lente - (a) Barrel, (b) Pincushion. 

(Fonte: http://toothwalker.org/optics/distortion.html) 

É importante corrigir esse tipo de distorção especialmente na 

implementação de aplicações nas quais algum tipo de recuperação de medida será 

feita a partir das imagens capturadas. 

Na fotogrametria, tenta-se modelar esse tipo de distorção com base em três 

tipos de componentes: distorção radial ( radial ), distorção de descentrada ( de-

centering ) e distorção de prisma ( thin prism ). Nós consideramos nesta descrição 

só as duas primeiras. 

Tanto a distorção radial como a descentrada são aproximadas por meio de 

funções polinomiais, que usam um conjunto de coeficientes definidos como ( 

k1,k2 ) e ( p1,p2 ) para modelar o desvio produzido pela distorção radial e 

descentrada respectivamente. As distorções afetam especificamente a 

transformação entre o SCC e o SCI, e é justamente sobre a posição 2D do ponto 

(u’,v’) projetado no plano da imagem que a distorção da lente é aplicada. 

Definiremos (u’d , v’d) como sendo igual ao ponto (u’,v’) , ou seja, o ponto 

distorcido que é capturado sobre o plano da imagem numa câmera real, e o ponto 

(u’u ,v’u) como sendo o mesmo ponto, mas sem a distorção da lente. 

As equações 10a, 11a, 12a descrevem essa correção da distorção que 

correlacionando um ponto distorcido (u’d , v’d) para um sem distorção definido por 

(u’u , v’u). 
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( ) ( )2242 2212211
ddddu

*u'r*p*v'*u'*p*rk*rk*u'u' +++++=   (10a) 

( ) ( )
ddddu

*v'*u'*p*v'r*p*rk*rk*v'v' 2221211 2242 +++++=    (11a) 

222

dd
v'u'r +=         (12a) 

 

A modelagem apresentada mostrou os diferentes sistemas de coordenadas, 

transformações e parâmetros a serem considerados no processo de imageamento 

de ponto no mundo para um ponto no plano da imagem na câmera. Essas 

informações serão de muita utilidade na descrição das seções seguintes, que 

definirão o processo de calibração de múltiplas câmeras simultaneamente. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510968/CA



  

9 Apêndice B: Projetivas Invariantes 

As características projetivas invariantes têm como base o estudo das 

propriedades da razão cruzada (cross ratio), a qual é definida pela razão cruzada 

entre as distâncias definidas por um conjunto de 4 pontos colineares. Foi baseado 

nesse estudo que alguns trabalhos na área de reconhecimento de padrões foram 

propostos. Esses trabalhos exploraram essas características como uma ferramenta 

para criar e reconhecer individualmente padrões de pontos definidos num formato 

específico. Alguns dos trabalhos mais importantes nessa linha foram 

desenvolvidos por Meer et al.[20][21] e como resultado foi a proposta de uma 

nova técnica conhecida como “P2-invariant”. Essa técnica foi testada no 

reconhecimento de padrões extraídos a partir de imagens aéreas de construções e 

campos agrícolas. As imagens aéreas têm pouca distorção por causa da distância 

na qual foram tomadas, o que permitiu obter bons resultados nos testes realizados. 

Porém, a pouca amostragem e má qualidade das imagens usadas para o cálculo do 

identificador “P2-invariant” criou uma alta instabilidade no processo de 

reconhecimento dos padrões quando a variação entre as imagens usadas para 

cálculo do valor do identificador “P2-invariant” e as de comparação era muito 

significativa. 

Já no trabalho proposto por Loaiza et al.[15] essa mesma técnica foi testada 

em outro ambiente, onde se tinha total controle sobre: as imagens usadas para 

calcular o valor do identificador “P2-Invariant”, a definição e criação dos padrões 

a serem rastreados e os valores da distorção das lentes que são mais ressaltantes 

por conta da pouca distância de captura entre a câmera e os marcadores que 

compunham os padrões. Como resultado desse trabalho foi proposto um novo tipo 

de algoritmo baseado no valor “P2-Invariant” que está composto por duas etapas: 

treinamento e reconhecimento. O trabalho desenvolvido em [15] provou que é 

possível criar um identificador único para padrões colineares de 4 pontos e 

padrões coplanares de 5 pontos baseado no valor do identificador “P2-Invariant”, 

tendo como procedimento chave uma robusta e bem distribuída amostragem de 

imagens dos padrões a serem usados para calculo do valor do identificador “P2-
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Invariant”. Esse treinamento mostrou que por causa de ruídos na extração da 

posição 2D dos marcadores dos padrões na imagem, o cálculo do valor do 

identificador “P2-invariant” não era estável e único, pelo contrario, ele precisa de 

um intervalo de variação que permita uma maior flexibilidade no processo de 

identificação dos padrões. Foi assim que o novo identificador proposto pelo 

trabalho de Loaiza et. al.[15] ficou definido como um intervalo entre um valor 

mínimo e máximo dos valores do identificador “P2-invariant” obtido para cada 

imagem do padrão capturada na amostra de treinamento. Este intervalo mostrou-

se bem robusto, especialmente quando foi testado o reconhecimento de mais de 

um padrão, previamente treinados, que compartilhavam um mesmo formato: 

colinear ou coplanar. O reconhecimento individual de vários padrões com 

formatos semelhantes usando o novo identificador definido em [15] foi realizado 

de forma satisfatória, mesmo quando tinha-se dentro de uma mesma imagem mais 

de um destes padrões simultaneamente [15][16][33]. 

 

9.1. Cálculo do P2-Invariant para 4 pontos colineares 

A seguir será descrito como é feito o cálculo do valor do identificador “P2-

invariant”, base do algoritmo de reconhecimento do padrão de calibração usado 

neste trabalho de tese. 

O valor fundamental para o cálculo da projetiva invariante “P2-invariant” é a 

razão cruzada (cross ratio) “λ ” definida por 4 pontos colineares definidos como 

Ai para i = 1,...,4. 

( )( )
( )( )1423

4231

AAAA

AAAA
λ =         (1b) 

Onde AiAj é o segmento orientado definido pelos pontos Ai e Aj. Se nós 

consideramos que o etiquetamento deste 4 pontos pode variar, nós teríamos 4! = 

24 diferentes combinações de 4 pontos colineares a serem avaliadas. Estas 24 

combinações, segundo o trabalho de Meer et. al.[20], produzem só 6 valores 

diferentes de razão cruzada, os quais são: 

λλ =1    
λ

λ
1

2 =   
λ

λ
λ

1
3

−
=     (2b) 

14
−

=
λ

λ
λ   

λ
λ

−
=

1

1
5  λλ −=16  
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As soluções de qualquer polinômio simétrico construído com alguma das 6 

razões cruzadas obtidas das permutações dos nossos 4 pontos colineares é também 

invariante à permutação dos índices de nossos pontos [20]. Esses polinômios são 

também invariantes à projeção por causa da razão cruzada com base na qual são 

calculados. Meer et. al.[20] analisaram também como era o comportamento das 

soluções obtidas pelos polinômios montados com as expressões definidas nas 

equações 2b, onde por exemplo para um polinômio simples baseado no ∑
=

6

1i

i
λ  a 

solução trivial é 3. Já no caso de outros polinômios não triviais usando as mesmas 

equações 2b, foi feita uma pesquisa sistemática onde foram montados diferentes 

polinômios de segundo grau baseados no produto das razões como 
ji

λλ , e 

concluíram que essas variações podem ser expressas como um combinação linear 

dos seguintes polinômios: 

[ ]
( )22

23456

1 1

13333

−

+−+−+−
=

λλ

λλλλλλ
λJ      (3b) 

[ ]
( )22

23456

2 1

2698962

−

+−+−+−
=

λλ

λλλλλλ
λJ  

[ ] 33 =λJ  

[ ] 34 =λJ  

Como resultado, o valor utilizado para definir o valor do identificador “P2-

invariant” é a razão definida por: 

[ ]
[ ]
[ ]λJ

λJ
λJ

1

2=         (4b) 

O valor obtido em diferentes testes realizados em [20] ficou sempre dentro 

do intervalo de 2.0 a 2.8. 
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