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4
A densidade de energia e pressao dos neutrinos

4.1
Introducao

O objetivo central deste capitulo é apresentar de uma forma generalizada a
densidade de energia e a pressao dos neutrinos nos limites relativisticos e nao-
relativisticos, onde o comportamento das func¢oes da densidade de energia e a
pressao nao dependerao diretamente da massa do neutrino, mas somente da razao
R = m,/T,. As aproximacoes relativisticas e nao-relativisticas da densidade de
energia e da pressao sao feitas para evitar erros de arredondamento devido ao uso de
um método numeérico, e devido ao computador trabalhar com um ntmero de casas
finitas'

Nesta dissertacao vamos considerar os erros de arredondamento, porque nossa
analise compreende as regioes de R > 1 e R < 1 das fungoes da densidade de energia
e pressao (3.137) e (3.138), como serda mostrado adiante, esses erros sao dominantes

nos limites citados.

'Um método numérico é um método ndo analitico, que tem como objetivo determinar
um ou mais valores numéricos, que sao solu¢bes de um certo problema. Ao contrario das
metodologias analiticas, que conduzem a solugoes exatas para os problemas, os métodos
numéricos produzem, em geral, apenas solugoes aproximadas com erros que podem ser
devidos a varios fatores:

1. Erros de truncamento: Muitas equagoes tém solugoes que apenas podem ser
construidas no sentido que um processo infinito possa ser descrito como um limite da
solucdo em questao. Por definicdo, um processo infinito nao pode ser completado, por
isso tem que ser truncado apds certo nimero finito de operagoes. Esta substituicao
de um processo infinito por um processo finito, produz certo tipo de erros chamados
de truncamento.

2. Erros de arredondamento: Que os calculos sejam efetuados manualmente ou por
computador, somos conduzidos a usar uma precisdo finita, ou seja, que apenas
podemos ter em consideragdo um numero finito de digitos.
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Figura 4.1: Gréfico em escala logaritmica da Densidade de energia e da Pressao
em funcdo de R = m,, /T, E possivel ver a mundanca de comportamento da situagio
relativistica para R < 1 e a ndo-relativistica para R > 1. A diferenca entre as curvas
em R > 1 ¢é devida ao fator de 1/3 entre p e P, lembrando que w = P/p =1/3.

4.2
Densidade e pressao dos neutrinos

421
Caso geral

A partir da equacio (3.137), onde definimos? R = el 2}—’;, e fazendo a

mudanca de variaveis obtemos a equagao
T4 1 +
g” v §3d§. (4.1)

Da mesma, forma faz-se para a presséo

gu T4 1 £3dg

/ Ezef—Fl'
1+ ( 5

2Lembrando que estamos trabalhando em unidades naturais onde ¢, ki, kg sdo 1.

pu(R

P, (R

(4.2)
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O comportamento de (4.1) e (4.2) esta representado na figura 4.1. Estas duas
equagoes sa0 as que vamos usar para fazer o célculo numérico, onde o integrando é

adimensional e a constante fora da integral é quem tem as unidades fisicas da fungao,
isto é
g0 (4/1)* T

272
O método usado para o calculo numérico foi o de Simpson feito com a linguagem

(4.3)

=321 x 102 [ eV } .

cm?

de fortran onde a funcao da densidade de energia do neutrino e a pressao descrevem
curvas suaves e bem comportadas sem nenhum tipo de descontinuidade ou mudanca
forte. Por isto o método de integracao escolhido dard uma boa aproximagao do
comportamento da funcdo. As curvas da densidade de energia e da pressdao sdo

comparadas com o aplicativo Mathematica 6.0.

4.2.2
Caso nao-relativistico

Para evitar os erros de arredondamento nas equagoes (4.1) e (4.2), faremos
uma expansao em séries da raiz quadrada na equacao (3.137), e com R > 1 que é

T, < m, ou p, < m, temos

[un

2 242 pi 2
(mu +pu)2 =My L+ m2 ’ (44)
14
2
c0m1>>%, )
v 1 p
(mg—l—pz)?%m,,(l—i-QT;g—i-...). (4.5)

Desta expansao s6 usamos os dois primeiros termos, pois como o primeiro termo é
muitissimo maior que o segundo, entao o terceiro termo nao vai contribuir de uma
forma representativa.

Substituindo (4.5) na equacao (3.137) obtemos

2 4
m d 1 d
py(Ty) — 2.gll2 < Vp?u pll + / p];; pl/ > ) (46)
m ev +1  2Mmu ) eTv 41

Vamos agora deixar a (4.6) como fungdo de R, para isso temos que fazer algumas

substitucoes, isto é

3 2 5 4
g T, p;, dpy 1 T, / D, dpy
T,)="2|m, (< + v v 4.7
po(Ty) 27r2( V<T,,> /6—5’; 11 2m, \T, ety +1 (4.7

e lembrando que § = £ obtemos

Y &2 d¢ 17 ¢ d¢
2%( 3 n )

pu(Tu) = (48)

T
Mvtv | e 2m, ) ef +1

Para obter R = ”7?—: temos que multiplicar por % cada integral
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_ 9 g [ € dE T, ¢t dg
pv(R,T,) = o2 <RTI/ €+ 1 + <ﬁ) o€ + 1) : (4.9)

Resolvendo as integrais e fatorizando os termos comuns, obtemos

JTY (3RC(3)  15C(45
R ) = G (SR R,

(4.10)

onde? ¢(3) = 1.20205 e ¢(5) = 1.03692, e usando (3.135) para colocar a temperatura

dos fotons g, (4/11)5 T4 <3RC(3) N 45C(5)>

pv(R,T) = (4.11)

272 2 4R
E interessante ver que a equacdo para a densidade de energia de um gas classico é
p = mn onde m é a massa das particulas que compoem o géas e n é a densidade de
namero. Comparando isso com (4.11) e desprezando o segundo termo da aproximacao
(lembrando que R =m,,/T,), temos que
_ 3¢B3)gn (4/11) muC(3) (s
n= 42 (T’Y ) ’

que seria a densidade de niimero para particulas relativisticas. Mas p = m,n, como

(4.12)

esperavamos, ¢ a densidade de energia para particulas nao-relativisticas, pois estamos
fazendo o limite R > 1.

A fim de explicar os graficos vamos definir a expressao (4.11) da seguinte forma

Ap =3.21 <3R3(3)) x 1072 [%} : (4.13)
Apy = 3.21 <3Rg(3) + 15;]25)) x 1072 [%} . (4.14)

Na figura (4.2) podemos ver o comportamento de Ap e Aps junto com a curva
numeérica da funcao (4.1), onde notamos como a expressao Apy em (4.14), fica mais
proxima da curva numeérica. De maneira a apreciar melhor as aproximagoes definidas
em (4.13) e (4.14), podemos ver a figura (4.3), onde observamos mais claramente
como a expressao Aps se aproxima mais & curva numérica do que a expressao Ap.

Para a fungao da pressao faz-se a mesma coisa. Usando (3.92) temos

4
P(1,) = 2 / by dpy (4.15)
0= ) (Ve + mp) (e +1)

e como estamos considerando a aproximagao R >> 1, expandimos a raiz quadrada de
(4.15), que &

1

1 2\ ?
(m} +p2)72 = — (1 + %) . (4.16)

v v
Expandindo (4.16) obtemos
2
2 2\—2 1 ( by >

m?4p?)r = — (1- ). 417
( v pu) m, ng ( )

3¢(n) é a funcdo zeta de Riemman, definida por ((n) = > o0, L.
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Figura 4.2: Grafico comparativo entre a densidade de energia numérica e as
aproximacoes analiticas. Para R > 1 pode-se ver que a linha vermelha é a curva
da densidade de energia feita numericamente, e as linhas verde e azul sdo as
aproximacoes feitas em primeiro e segundo graus chamadas no gréafico Ap e Apo,
ver (4.13).

Assim como fizemos para a aproximagao em séries da densidade de energia, somente
consideramos o primeiro e o segundo termo em (4.17), pois os termos superiores a
esses dois sdo muito pequenos para que facam uma contribuicao representativa na

aproximagao da pressao. Substituindo (4.17) em (4.15) temos

v 1 ﬁd v gd v
P(T,) = 69 2 ( / pLu P / pLu P > . (4.18)
w2 \m, ) JF1 2mi ) B o

Vamos agora deixar a (4.18) como fungdo de R, entdo vamos proceder de forma

analo§a ao feito para a densidade de energia. Multiplicando a primeira integral por

(g”) e a segunda integral por (g”) para poder escrever a p,, como &, temos

1 (T,\° [ ptd 1 (T,\" [ pSd
PZ/(TV) = 9_1/2 — | == / Z;L by - 3 = /p;;:ipy ) (419)
61 my \1), etv +1 2my \T, e + 1

= B obtemos
l/

e lembrando que £ =


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711039/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0711039/CA

Capitulo 4. A densidade de energia e pressdo dos neutrinos 61
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Figura 4.3: Ampliacdo da figura (4.2) na regiao proxima a R = 1. Podemos ver
como Ap se afasta da curva numérica p,(R) mais que Aps. Vemos também como as
aproximacoes deixam de ser vélidas em R ~ 3.

y 4d 6d
Ry = (o [ S5 w [£5)

3
e para obter R = % temos que multiplicar por % a primeira integral e por (%)

a segunda integral obtendo

9 ((T) ¢t de T, €0 dg
PART) = 5 ((E) €41 <2R3> es + 1) ‘ (421)

Resolvendo as integrais e fatorizando os termos comuns, obtemos

_ ()t (45¢(5)  2835¢(7)
P)(R,T,) = 2 SR ) (4.22)
onde ((5) = 1.036927 e ¢(7) = 1.00834927.
E colocando explicitamente o valor da constante dimensional temos
_ 3¢(5)  189¢(7) eV
_ 2 4 _
P,(R,z) =107 x107°(1 4 2) < i Vi 3| (4.23)

Usando as equagoes (4.14) e (4.22), obtemos uma expansao para a chamada

equacao de estado w:
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1
ﬁv

w =

P 5¢(5) 75 (5¢(5)\*  315¢(7)
P_ sy [o(sony, swan o

TRA(3) |2 \(B) 1 ((3)

e o primeiro termo dessa expansao é dado por:

w =260 <£>2 (4.25)

¢(3) \my
A equacao de estado (4.25) é para neutrinos nao-relativisticos.

E interessante ressaltar que a equacio de estado para um gas nao-relativistico
em equilibrio térmico é diferente de (4.25). A pressao de um gas classico é P = nT,
onde n é a densidade de ntimero, e a densidade de energia é p = mn, com isto temos

P T
P m
Temos em (4.26) a equagao de estado para um gés nao-relativistico, a qual é

: (4.26)

diferente da equacao de estado (4.25) (primeiro termo em (4.24) mas desprezando o
segundo termo na aproximagao) para os neutrinos nao-relativisticos (R > 1). Isto
porque a funcao de distribuicdo dada para os neutrinos relativisticos, na época em
que estavam em equilibrio térmico com os fotons, elétrons e poésitrons, ndo muda
embora sofra um desvio para o vermelho, e 0 neutrino seja agora nao-relativistico,
com foi discutido no capitulo 3.

Podemos ver na figura (4.4) o comportamento da equagao de estado w = %,
onde P, e p, sao definidas por (4.1) e (4.2) respectivamente. Esta curva foi feita
numericamente usando a linguagem de fortran 77 e comparada com o aplicativo de
Mathematica 6.0.

Para ver os termos da aproximacdo na equagao de estado (4.24), junto com a
célculo numérico da equacao de estado w = %, usamos a equagao (4.24) para definir
os termos Ap e Apy que aparecem na figura 4.5. Fazemos para o primeiro termo na

aproximacao

5¢(5)
= 4.2
P = R (3) (4.27)
e Apy com o primeiro e o segundo termo na aproximagao da equagao de estado (4.24)
5¢C(5) 75 (5¢(5)\? 315¢(7)| 1
Apo — _ | = Al I A2 B 4.2
7= R [ y (Tw) | w 429

Vemos na figura (4.5) como as aproximacgoes deixam de ser vélidas em torno de
R ~ 10. Para poder ver de uma forma mais clara como é que as aproximagcoes se
comportam junto & curva numérica temos que fazer uma ampliacao da Figura 4.5

em torno de 1 < R < 100, isto esta representado na Figura 4.6.
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Figura 4.4: Gréfico da equacao de estado w em fungao de R.
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Figura 4.5: Grafico da equacdo de estado w junto com as aproximacOes para
primeira e segunda ordem
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Figura 4.6: Ampliacdo da figura (4.5) na regiao de 1 < R < 100, onde a
aproximacao Apo que é quem tem as duas ordens da aproximacao da equacdo linha
vermelha é a feita numericamente, a verde é a aproximacao em primeira ordem e a
azul é a aproximacao em segunda ordem, para a aproximagao de R > 1.

423
Caso relativistico

Trabalhamos até agora s6 as aproximacoes para [ > 1, vamos agora fazer as
aproximagoes para R < 1 que é o caso relativistico. Usando (3.137) obtemos

1

2\ 2
1 m;,
(m,% +p12/)2 =DPv <1 + p—2> ) (4.29)
14
ecom 1> 7;1—23 temos
2
1 m
(mi + p})2 =~ py (1+2p”2+...>. (4.30)

Desta expansao s6 usamos os dois primeiros termos, pois como o primeiro termo é
muitissimo maior que o segundo, entao o terceiro termo nao vai contribuir de forma
representativa na densidade de energia.

Substituindo (4.30) na equacao (3.137) obtemos
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3 2
g pydp m pudp
) = 2 ([ Bty T [ B ), (431
™ eTv + 1 eTv +1

Vamos agora deixar a (4.31) como fungao de R, para isso temos que fazer algumas

substitui¢oes. Multiplicando o primeiro e o segundo termos do lado direito de (4.31)

por (7#)* e (7

4 3 2 2
9v T, pudpu my, T, / Pudpy
T)Y — 4+ v X , 4.32
2 2m? <<Tu> /e%+1 2 (Tu e 41 (432)

e lembrando que £ = % obtemos

p(ﬂ)—i(w g miTy [ ) (4.33)

)? respectivamente

o2 UV ) e 41 2 e +1

Para obter R = % temos que multiplicar por (%)2 o segundo termo a direita de
(4.33) 3 9
d T, d
o) = I (o [ £ —m”—”/ LI (4.34)
272 ef+1 2 T2) e+1
Reorganizando o segundo termo do lado direito em (4.34), a fim de obter R temos
3 2
Gy (s [ E7dE | R4 / £d¢
T,) = T, —T . 4.35
p( V) 27T2<V/€§+1+2 1 eg_’_l ( )

Resolvendo as integrais em (4.35) e fatorizando os termos comuns

g, T4 (1t R? [(n?
T,) = AR 4.36
) =50 (120 T3\ \2)) (4:36)

e usando (3.135) para colocar a temperatura dos fotons

SRT,) =% ((4/11)4/3) T4 <7_7r4 N R? <7r2>> ' (4.37)

272 120 2 \12

E apropriado dizer que o primeiro termo em (4.37) tem a forma de uma expressio
que descreve um gas relativistico.
Tt R? (72 eV

R2):=3211+2)" =+ = (=) ) x107% | —|. 4.38
s =211+ (1 + 5 (5) I

A aproximagao (4.38) esta representada na figura (4.7).
Para a pressao procedemos de forma andloga ao feito para a densidade de
energia. Partimos da equacao (4.15) e expandimos sua raiz quadrada, visto que

estamos considerando a aproximacao R < 1

_1
2, o1 1 my
=— 1 . 4,
)t = (14 5% ) (439)

Expandindo (4.39), obtemos

1 2
(m2+p?) "3 ~ - (1 -y +> , (4.40)
v
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Figura 4.7: Grafico onde se apresentam as curvas feitas analiticamente para R < 1
e numericamente.

onde s6 consideraremos os dois primeiros termos do lado direito de (4.40), pois
como ja dissemos, os termos superiores sao muito pequenos para que facam alguma
contribuicao representativa a pressao. Substituindo (4.40) em (4.15) temos

3d 2 d
PT) = 2 ( [ et _m &) (4.41)
67 et +1 2 ) et 41

Vamos agora deixar a (4.41) como fungao de R, para isso temos que fazer algumas

substitui¢oes. Multiplicando o primeiro e o segundo termos do lado direito de (4.31)

por (F)* ¢ (3

pr,) =2 (L 4/ pydp, my (T, Q/LdPV (4.42)
en? \\ T e 11 2 \T en 1)’ '

e lembrando que § = £ obtemos

G (g [ A€ mT; £d¢
P(T) = 62 (T” €+1 2 / et + 1) ' (443)

)? respectivamente

2

Para obter R = 7 temos que multiplicar por (%) o segundo termo a direita de

(4.43). Assim
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gy (a [ EdE mET,i‘/ £d¢
P(T,) =% (T —ry . 4.44
(L) 67r2<” ef+1 2 7T2) ef+1 (444)

Reorganizando o segundo termo do lado direito em (4.44), a fim de obter R temos

_ 9v 4 §3df R? 4 §d§
P(Tl/) - 672 <Tu / € +1 - TTZ/ / € _|_1> ) (4'45)

resolvendo as integrais em (4.45) e fatorizando os termos comuns

g, (T)* (7x*  R? [x2
P(R,T,) = T () 4.4
(R.T.) 672 120 2 \ 12 (4.46)

e usando (3.135) para colocar a temperatura dos fotons

g (41 PT) (77t R? (n?
PRT) =" — - (=)). 44
(1) 67> 120 2 \12 (4.47)
Colocando explicitamente o valor da constante dimensional em (4.47) temos
7t R? (7 eV
p =1.07(1+2) (- = (= 1072 |[— . 44
(R, z) 07(1+ =) (120 5 (12>> x 10 [cm?’} (4.48)
Com (4.47) e (4.37), obtemos uma expansao para a equagao de estado w
1 10
—— (1 —=R? 44
Y73 < EoR > ’ (449)
considerando o primeiro termo da aproximacao e
L (4.50)
W=z .
37

temos que (4.50) é a expressdo que se esperaria ter para uma equacao de estado
constante para particulas relativisticas, onde o segundo termo é s6 devido a
aproximagcao feita. O grafico desta equagao pode ser visto na figura (4.5) com a

curva Aps e R < 1.

A funcao da densidade de energia dos neutrinos numérica e aproximada

A fim de calcular a distancia de luminosidade e garantir que essa fun¢ao seja
bem comportada nos limites R > 1 e R < 1 teremos que melhorar a funcao para a
densidade de energia (4.1). Isto pode-se fazer cortando-a nos limites, e colocando no
seu lugar as aproximagoes calculadas (4.11) e (4.37), desta forma evitamos possiveis
erros de compilagao. Para isso teremos que calcular onde exatamente queremos cortar
a funcgao (4.1), e fazemo-lo da seguinte forma: de (4.11) que é a densidade de energia

aproximada para R > 1 definimos

BT () 1KO)

pV(RaT’Y) - 471'2 2R (451)

onde p; e py 830 o primeiro e o segundo termos de (4.11) respectivamente. Fazemos
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Figura 4.8: Gréafico do desvio relativo da aproximacao da curva numeérica. Para
R < 1 o desvio relativo entre p, e Apy em (4.14) é quase 1 o que nos diz que
a aproximacao deixa de ser valida. Com a linha tracejada mostramos o valor e a
regiao do desvio relativo que estamos usando para cortar a funcdo da densidade
de energia (4.1). Como estamos considerando a aproximacdao R < 1, vemos que
estamos no limite onde a func¢ao aproximada (4.14) ainda é valida e nao tem erros
de arredondamento.
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Se fizermos € = 1072 obtemos R.. = 25.435, isto pode ser visto na Figura (4.8).
Agora vamos calcular em que altura temos que cortar a funcao (4.1), mas desta
vez para R < 1. Usando a equagao (4.37) fazemos o mesmo processo que fizemos

com (4.11), isto é

o) = ((4/11)4/3) T4 <77r4 N R? <7r_2>> i (4.55)
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Figura 4.9: Grafico do desvio relativo que tem a aproximacao da curva numérica.
Para R > 1 o desvio relativo entre p, e pap, € quase 1 o que nos diz que a
aproximacao deixa de ser valida. Com a linha tracejada mostramos o valor e a regiao
do desvio relativo que estamos usando para cortar a funcao da densidade de energia
(4.1).

Desta vez, o primeiro termo p; estard representando o primeiro termo em (4.37),
e equivalentemente pg representard o segundo termo na mesma equagao, com isso

poderemos agora fazer 09

p=—. (4.56)
P1

Substituindo os valores de p; e pa de (4.55) temos

10R2,,,
i 4.57

e isolando R, para saber qual é o valor do limite onde teremos que cortar (4.1)

o=

quando R < 1 temos 9
R = 54 (4.58)
mn 10 . .

Se ¢ = 1072, encontramos que Rynin = 0.2628, podemos ver isso representado na

figura (4.9).
Com os valores Ryin € Rpae definidos, podemos agora fazer a nova funcao

da densidade de energia, a qual estd representada na figura (4.10). A funcao da
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Figura 4.10: Grafico da densidade de energia e as aproximagoes para R > 1 e
R < 1, onde mostramos a func¢do composta da densidade de energia. Aqui a linha

verde é a aproximagao para R > 1 e a linha azul é a aproximacao para R < 1.

densidade de energia para os neutrinos, considerando-se as aproximagoes feitas para

evitar os erros de arredondamento para R < 1 e R > 1 serd representada como

9. (4/}) T <3Rg<3) | 156(5)
2712 2 4R

pu(R,Ty) = ( 4/11 T4 / - fgdf R~1
ef + 1 ’
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(4.59)

Daqui em diante, quando nos refirirmos a funcao da densidade de energia dos

neutrinos, sera entendido que nos referimos a equagao (4.59).

4.2.4


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711039/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0711039/CA

Capitulo 4. A densidade de energia e pressdo dos neutrinos 71

Funcado densidade de energia para valores particulares da massa.

Na secao anterior fizemos uma descricao do comportamento da densidade
de energia, da pressao e da equacao de estado em forma geral, onde todas as
funcoes ficaram dependendo de um parametro R. Desta forma podemos analisar
o comportamento de qualquer neutrino com qualquer valor de massa, que sofreu o
desacoplamento quando era relativistico, e hoje, embora seja nao-relativistico, seja
descrito pela distribuicao de Fermi-Dirac.

Nesta secao vamos usar alguns valores das massas dos neutrinos, e com estes
valores ver o comportamento da densidade de energia, da pressao e da equacao de
estado em funcao da temperatura. Os valores da massa do neutrino que usaremos
sao m, =0, 0.1, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0eV.
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Figura 4.11: Grafico da densidade de energia e a pressao com m = 1eV, onde se
vé o desvio que tém as curvas em comparacao com as funcoes calculadas com massa
m, = 0eV.

Os graficos da equagao de estado para as diferentes massas do neutrino que
estamos considerando podem ser vistos nas figuras (4.14) e (4.15).
Na figura (4.14) vemos o comportamento da equagao de estado, onde embora a

equagao da densidade de energia nao dependa da massa do neutrino vé-se uma forte
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Figura 4.12: Grafico da densidade de energia em funcao da temperatura e com
diferentes massas do neutrino.

influéncia da mesma. Nota-se que para uma massa grande, de aproximadamente

de m, = 2.0eV a curva cresce lentamente, enquanto que a curva que descreve

m, = 0.1eV cresce mais devagar.

Na figura (4.15) vemos o comportamento da curva que descreve a equagao de

estado para uma massa do neutrino m, = 0.1eV. Comparando-a com a curva que

descreve a equacao de estado para massa do neutrino zero, pode-se ver como sao

proximas uma da outra.
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Figura 4.13: Ampliacao da figura (4.12). Podemos observar que cada curva se
afasta da curva m, = 0eV segundo sua massa. Por exemplo, a curva da densidade
de energia com m, = 0.5e¢V se afasta em aproximadamente T, = 0.5eV. O mesmo
acontece com as demias curvas.
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Figura 4.14:
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Gréafico da equacao de estado com massa do neutrino m, =
0, 0.1, 0.5, 1, 1.5, 2eV.
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Figura 4.15: Grafico da equacao de estado (4.14) em escala logaritmica.
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