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Cosmologia

3.1
Introducao

Muitos anos antes que de os neutrinos fossem detectados experimentalmente,
Alpher et at [119] notaram que eles estariam em equlibrio térmico nos primoérdios
do Universo. Também notaram que a aniquilacdao dos pares et — e~ aumentaria a
temperatura dos fotons, mas nao dos neutrinos ja desacoplados. Logo depois, Chiu e
Morrison [120] calcularam a razao da interagao et e~ — v, no plasma, encontraram
T, ~ G%T % Zeldovich usou isso para calcular a temperatura em que os neutrinos
desacoplaram, isto igualando a razao das intera¢oes acima mencionadas com a razao
da expansao de Hubble na época onde a radiagao foi dominante. Alguns anos depois,
Pontecorvo e Smorodinski discutiram a possibilidade de obter limites na densidade
de energia cosmologica com energia dos neutrinos com a massa da ordem de MeV,
usando dados provenientes do experimento de Reines-Cowan. Anos depois, Gerstein
e Zeldovich fizeram a conexao que se os neutrinos oriundos do Universo primordial
quente (“neutrinos reliquia”) sdo massivos, entdao um limite sobre a soma da massa
dos neutrinos poderia ser obtida com a condigdo que n,m, < pg, sendo pg como a
densidade de energia cosmoldgica total.

Um melhor limite de m, < 130eV foi encontrado por Marx e Szalat. Eles
integraram numericamente a equagao de Friedmann desde o desacoplamento do
neutrino de mion até a época atual, colocando a condicdo que ty < 4.5Gyr!.
Separadamente, Cowsik e McClelland usaram diretamente limites sobre €2 e h para
assim obter m,, < 8eV, assumindo que m, = m,, = m,,, mas assumiram de forma
errada que T,y = T,,. Chegamos assim a versao moderna do limite Gerstein-Zeldovich.
Eles usaram ¢y > 10Gyr e h > 0.4 com Qh? < 1, e p < 10.54keVem ™3, com isto eles
encontraram ,h% ~ > (m, /94.14eV).

Em anos recentes, cosmoélogos notaram a importancia que tém os neutrinos no

inicio do Universo, em muitas formas, por exemplo, o ntimero de espécies de neutrinos

HMyr = 31556925.25
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afeta a nucleossintese do Big Bang (Big Bang Nucleosynthesis-BBN), a qual define
a composicao dos elementos leves no Universo. Com esse argumento pode se dizer
que o nimero de espécies dos neutrinos é de trés, sendo de acordo com o numero
determinado no CERN, no experimento LEP, no qual mediram a largura invisivel
do espectro de boson Z. Também nas anisotropias da Radiagao Cosmica de Fundo
de Microondas (Cosmic Microwave Background Radiation-CMBR), na formagao de
estruturas a grandes escalas(Large Scale Structure-LSS), sob forma de matéria escura
quente.

Os neutrinos reliquia que desacoplaram do resto do plasma primordial quando
o Universo tinha cerca de um segundo de idade, sao a segunda particula mais
abundante no Universo depois dos fétons, com a densidade de niimero um pouco
menor, s6 por um fator de 3/11 por cada familia. Mas detectar diretamente os
neutrinos reliquia é um dos grandes desafios cientificos nos inicios do século 20,
isto devido a interacao fraca que eles tem com a matéria.

Neste capitulo fazemos uma breve revisao do modelo padrao da cosmologia.
Comecamos revisando alguns elementos da Relatividade Geral, logo obtemos
a métrica de Robertson-Walker. A partir desta métrica, discutimos algumas
propriedades da propagacao da luz, e construimos a expressao para a distancia
de luminosidade, a qual usaremos no capitulo 5 onde mostramos os resultados.
Ainda neste capitulo, estudamos a funcao de distribuicao dos neutrinos, com o qual
concluiremos que, mesmo que os neutrinos sejam hoje nao-relativisticos, eles sao

descritos pela mesma funcao de distribuicao usada para particulas relativisticas.

3.2
Elementos de Relatividade Geral

O modelo Cosmologico estd baseado na solucao das equagOes de Einstein,
levando em consideracao o principio cosmoldgico de homogeneidade e isotropia. A

equacao da gravidade de Einstein ¢ dado por
1
R — §ng =8nGNTH" + Ag"”, (3.1)

onde g™ & o tensor métrico? do espaco-tempo, A e Gy sdo a constante cosmologica e
a constante de Newton; T ¢ tensor momento-energia. Em um espaco-tempo plano®
g" se reduz ao limite de Minkowski definido como diag(1, —1,—1,—1), isso é o tensor

2Aqui as letras gregas definem o espaco quadridimensional «, 3=0,1,2,3
30 qual depende do observador


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711039/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0711039/CA

Capitulo 3. Cosmologia 38

métrico da relatividade especial. O tensor de Ricci* R™ e o escalar de Ricci R sdo
definidos por
R =R, R =Ry, (3.2)

onde R, € o tensor de Riemann definido como

ary, ort
Rllpy = o = S+ Th, T, — Th T, (33)

O simbolo de Christoffel é definido como

1 agﬁ aga agaﬁ
B gHP P b _
Las 27 <8$°‘ 0 " owr ) (3:4)

e o intervalo de tempo proprio dr é:
dr? = gapdx®dz”. (3.5)

Na relatividade geral, vetores e tensores tém propriedades de transformacao
. ~ / .
definidas sob transformacoes de coordenadas x — x , vetores contravariantes V* e
covariantes W, seguem as leis de transformacao
!
/ ox * ;o OxY
VHE= vy, W, =—
oxv e 9a'm

assim o produto V.W = VHW¥, & invariante sob transformacoes de coordenadas.

W, (3.6)

As transformagoes anteriores podem ser generalizadas para tensores com indices

contravariantes e covariantes. Um tensor covariante V. transforma como

/ oxP 0x™

V'y)\ = 927 O A P (37)
um tensor contravariante transformaria como
'af Oz’ 9x'P wo (3.8)

oxt 0x°
Como um exemplo, podemos transformar o tensor métrico que aparece em

(3.1), ele € um tensor contravariante e transforma segundo (3.9), assim

g = B2 e (3.9)
oz 007 ’
¢™? tem uma matriz inversa que é um tensor covariante, isso é
9" gup = 9. (3.10)

4Estamos considerando a notacio de soma de Einstein:

z? ;o Oxd
J

!’
Ai = v ol

quando um indice no termo principal aparece duas vezes entdo a soma é feita sobre estes
indices, e o sinal de somatoria nao é necessario.
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Ja o simbolo de Christoffel ndao ¢ um tensor porque ele transforma como:
ox't dzP dx” _,  dx't  §x¥
Oxv 9x'> 9x'P P7 ~ Qxv Ox'0x'P’

Muitos sistemas macroscopicos podem ser considerados com boa aproximacao

Tl = (3.11)

como fluidos perfeitos, isso quer dizer, sistemas no qual um observador viajando &
velocidade do fluido, o vé como isotropico. O tensor que descreve este tipo de fluido

é o tensor energia momentum, e é definido por:
T = (p + p)utu” — pg"”, (3.12)

onde p é a densidade de energia, p é a pressao e u é a quadrivelocidade do fluido.

A conservagao da energia implica que para um volume V'
d(pa®) + Pd(a®) = 0, (3.13)

onde a é o fator de escala do Universo que serd definido na seciio 3.3 e V o a3. A

equacao (3.13) é a equivalente a primeira lei da termodinamica
dQ = dU + dIL, (3.14)

onde dQ = 0 é o calor dado ao sistema, dU = d(pa®) é a variacdo da energia interna,

e dL = pd(a®) é o trabalho feito pelo sistema. Temos
d(pa®) = —pd(a®), (3.15)
abrindo estas derivadas temos
pd(a®) + a3dp = —pd(a®), (3.16)
somando a3dp a cada lado da equacdo (3.16) obtemos
(p+p)d(a®) + a®dp + a®dp = a>dp. (3.17)
Assim, podemos escrever (3.15) de outra forma
dla®(p + p)] = a*dp. (3.18)
Para uma equacao de estado p = wp onde w é constante, temos
dla®(1+w)p] = a’dp (3.19)

e abrindo a equagao (3.19) para reagrupar termos e lembrando que p = wp, com w

constante
(1 +w)pd(a®) + a®>(1 + w)dp = a>wdp. (3.20)

Reordenando termos em (3.20)

(14 w)pd(a®) = —a’dp (3.21)
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e integrando (3.21) obtemos
p o< a1, (3.22)

Matéria implica particulas nao-relativisticas e pressao zero py; = 0, enquanto

radiacao implica pr = %pR.

pa o< a® (matéria), (3.23)
pr o< a* (radiacio), (3.24)
pa o< constante (energia do vacuo). (3.25)

3.3
A meétrica Robertson-Walker

No modelo padrao da cosmologia supoe-se que a matéria e a radiacao podem
ser aproximadas a um fluido perfeito, em grandes escalas, e seguidamente, basamo-
nos em recentes resultados de experimentos como WMAP, Boomerang e outros (e
os quais estdo em acordo com o principio cosmoldgico de homogeneidade e isotropia
em grandes escalas (da orden de 100Mpc)). Definimos a geometria do espago-tempo,
que pode ser descrita pela métrica de Robertson-Walker representando um Universo
espacialmente homogéneo e isotropico, o qual serd discutido nesta secao.

Em um espaco tridimensional com curvatura constante o tensor de Riemmann

é dado por
Roped = K(GacGvd — Gad9be)s (3.26)

onde os indices romanos variam de 1 a 3, e K é uma constante chamada de curvatura.
A geometria do espaco é assim definida pelo sinal de K.

Contraindo (3.26) com ¢“¢ temos
9"“Raped = Rpas

de modo que
Ryq = K(3gbd — gbd)s (3.27)

Ry = 2K gpq.

Como o espaco tridimensional é isotrépico em torno de cada ponto, o elemento

pode ser escrito na forma
do? = ggpdr®da® = e dr? + 1r3(d6* + sin*0dp?). (3.28)

Com (3.28) consegue-se manter a condicio de isotropia, pois 72(d6? + sin?0d¢?) tem
simetria esférica e é invariante sob rotacoes, com isto, embora o sistema rode vamos

ter a mesma medida para dois observadores em uma posicao diferente com um r
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constante.

As componentes nao-nulas do tensor de Ricci sdo

A
Ry = —, (3.29)
r
Roy = cosec®0), (3.30)
1
Rsz =1+ §reﬂ —e (3.31)
Segundo a condigao (3.27) para o espago curvo teremos apenas duas equacoes nao
triviais A
Z =2Ke, (3.32)
r
Y -\ 2
1+§T‘6 A—e " =2Kr. (3.33)
De (3.32) temos
e N\ = 2Krdr (3.34)
—eM=Kr’4+C (3.35)
1
A
S — 3.36
Kr2+C (3.36)
com r < 1 para um espaco de Minkowski plano C' = 1, com esta aproximagao temos
1
A
e =Tga (3.37)
Assim obtém-se que a métrica para um espaco com curvatura constante é
do? = _ +7r2(d6? + sin*0d¢?) (3.38)
1—Kr2 ’ '
O elemento de linha pode ser escrito como
ds® = f(x% t)dt? — hap(z®, t)dzda®. (3.39)

Para um observador co-movel (dz® = 0), o elemento de linha representa o tempo
proprio medido por esse observador, pela condicao de isotropia e homogeneidade,
todos os observadores tém que medir o mesmo tempo, de modo que f(x% ¢) nao
pode depender da posicao x®. Assim, a funcdo deve depender somente do tempo
f(t). Com isto o elemento de linha (3.39) fica

ds? = f(t)dt* — hay(x®, t)dzdz®. (3.40)
Podemos redefinir a variavél temporal como dt = /f(t)dt de modo que
ds® = dt'> — h(z®,t)gpda®da’. (3.41)

Consideremos que temos trés pontos em um espaco tridimensional e um tempo %1,
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cada um separados por uma distancia fixa co-moével dx®. A distancia propria de
cada ponto evolui de tal forma que ela tem que depender somente do tempo e nao
da posicao, isto devido a homogeneidade e isotropia do espago. Desta forma, se
consideramos os 3 pontos em um tempo t9, a forma geométrica serd igual a vista
no tempo t1, mas o tamanho nao serd o mesmo, estando multiplicado por um fator

chamado de “fator de escala” a(t). Com isto teremos
hap = [a(t)]?do(z®), (3.42)

e das equacoes (3.42), (3.38) e (3.41) obteremos o elemento de linha

dr?

ds? = dt> — [a(t)]2 (1—71(7“2

+ r%(df? + sen20d¢2)> . (3.43)

Esta é a conhecida métrica de Robertson-Walker.
Na meédia, as galaxias estdo em repouso no referencial co-moével que descreve
a métrica Robertson-Walker, o qual é definido como o sistema de referéncia no qual

a radiacao cosmica de fundo é isotropica. K é definida como:

< 0 universo hiperbdlico,

K=< 0 universo plano, (3.44)

>0 universo esférico

3.4
Propagacao da luz

Na secao 3.3 definimos o fator de escala a(t), mas nao sabemos se esse fator
de escala esta crescendo ou diminuindo. A maneira que temos para determinar isto
é analisando a informacao que nos chega do Universo em forma de “luz”. A analise
consiste em comparar a mudanca nas linhas espectrais da frequéncia da luz, de
alguma fonte no Universo (uma galaxia por exemplo) com os dados observados na
Terra. Nesta secao vamos discutir essa mudanca nas linhas espectrais relacionando
o fator de escala com a frequéncia da luz emitida pela fonte e a observada na Terra.
Concluiremos que o fator de escala estd crescendo e como conseqiiéncia disso a
frequiécia da luz terd um aumento, isso é chamado de “desvio para o vermelho”.

Uma, forma simples de ver o desvio para o vermelho é a partir da mecanica

quantica, quando a particula propaga, o comprimento de onda associado a ela é
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proporcional a A = h/p, onde h é a constante de Planck e p é o momento da
particula. Como discutir-se-4 na secao 3.6 , 0 momento devido & expansao do Universo

I se 0 momento muda entdo o comprimento de onda tem que mudar

é escalado por a™
também. O comprimento de onda em um tempo tg que é quando o raio de luz chega
ao observador terd um comprimento de onda Ay, para um tempo t; que é quando
o raio sai da fonte terd um comprimento de onda Ai, isto pode ser relacionado da

seguinte forma

At at)
o alto)

Quando o Universo se expande, o comprimento de onda mudard com esta expressao.

(3.45)

Neste caso, o comprimento de onda aumentara e isto é conhecido como desvio para
o vermelho.

Se consideramos a métrica de Robertson-Walker (3.43), podemos chegar ao
mesmo resultado mas a partir de um ponto de vista cléssico. Se consideramos que a,
luz que sai de um ponto P, descreve uma trajetoria radial até o observador que esta
na origem de coordenadas O, fazemos na métrica (3.43) df = ¢ = 0, e com d2S = 0

para obter uma geodésica radial nula. Teremos
dt d
S — (3.46)
a(t) (1—Kr?)z

Considerando um raio saindo de uma galadxia P com uma linha de Universo r; em

um tempo t, e chegando em O em um tempo tp, entao

/:" o /7_0 S —T.Y (3.47)

a a(t) 1 (]. - KTQ)%
d
onae \/fsenflrl K >0,
flr)=4¢ n K =0, (3.48)

VEKsenh™'r; K <0.
Agora, vamos considerar dois raios de luz, um saindo de P em um tempo t;
e outro em um tempo t; + dt e chegando em O nos tempos tg e tg + dtg. Entao da

equacao (3.47) temos que

to+dto dt to  Jt to+dto dt t1+dty dt
/ __/ _:/ __/ 20 (349)
t1+dty a(t) t1 a(t) to (I(t) t1 (I(t)

Se dty é muito pequeno, A\ = §t < t temos que
dty _ dtq (3.50)
a(to) a(t)’ '

Desta forma os intervalos dt; e dty sao os intervalos de tempo proprios entre
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a(to)
a(t1)

o raio medido pela fonte e o observador, por isso o intervalo medido por O é
vezes o intervalo medido por P.

Em um Universo em expansao
to > 11 — a(to) > a(tl),

de (3.50) pode-se dizer que a luz sofre um desvio para o vermelho z dado por

vi_ alto)
140 a(t1)7

onde 17 e vy sdo, respectivamente, as freqiiéncias do sinal emitido pela fonte em

1+2= (3.51)

t = t1, e medido pelo observador em t = tg. O desvio para o vermelho serd

L_ NN
=

Como a freqiiéncia v é inversamente proporcional ao comprimento de onda A, pode

(3.52)

ser reescrita como "

z=—_1. (3.53)
o

3.5
Distancia de Luminosidade.

Uma das formas que temos de conhecer qual ¢ a distancia entre uma fonte que
estd fora de nossa galaxia e nds, é medindo a luminosidade aparente da fonte, que
é o valor medido a partir da Terra. Isso é possivel se ja conhecemos a luminosidade
absoluta, que é aquela medida por um observador co-moével a fonte. Nesta secao
veremos como ¢ possivel fazer este tipo de medida, isto usando o fator de escala a(t)
e 0 desvio para o vermelho z definido na secao 3.4.

Consideremos um detector com um espelho de raio b, o qual detectard os
raios de luz vindos de uma fonte localmente inercial. Consideremos agora um vetor
unitario que sai do centro do detector até o centro da fonte. Este vetor unitério fara
um angulo sélido com os raios de luz vindos da fonte, os quais serao paralelos a este
vetor unitario e tangentes ao espelho do detector. Esse angulo sélido esta dado por
b2

2 _
Tl = B

(3.54)

onde r1 € o raio que sai do detector até a fonte, e a(tg) é o fator de escala.

A fracao de raios distribuidos isotropicamente no espelho do detector é

el A
e__ 2 3.55
4 4ra(to)r? (3:55)

onde A é a area propria do espelho no detector A = wb?.
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Cada féton emitido com energia hry terd uma energia desviada para o vermelho
a(tl)

a(to)’
intervalos de tempo dtq

e fotons emitidos num intervalo de tempo dt; chegarao em

a(to)
a(t1)’

o tempo em que o féton é detectado. Entao, a poténcia recebida pelo espelho é

pen (i) () 539

e a luminosidade aparente é

dada por hiy

onde t1 ¢ o tempo em que o foton é emitido e tg é

_P_ <7La2(t1) > . (3.57)

A 4rat (to)r?
Num espac¢o Euclidiano a luminosidade aparente de uma fonte em repouso a

uma distancia d ¢ L/4wd?, desta forma podemos definir a distancia de luminosidade

1
L 2
dr, = | — .
-(2)

e usando (3.57) podemos reescrevé-la como

COomo

dr = aQ(to)ﬁ. (3.59)

Usando as equacoes (3.51),(3.46) e (3.47) obtemos

dr(z) = al(te)(1 + 2)r1. (3.60)
A distancia de luminosidade dj, deve ser escrita em termos de quantidades
observéveis independentes do sistema de coordenadas, por isso temos que reescrever

o termo a(ty)ry. Para isso usa-se um resultado para os fotons que viajam en geodésicas
nulas radiais, dados por (3.46) e (3.47)

to (¢ 1 2 od
:/tl o) " alte) Jy T (3.61)

onde usamos a relagao entre a e z (3.51), e a definicdo H = a/a. A quantidade x é

chamada distancia propria.
X = f(r) = Vkri = fi(VEx), (3.62)

d
once ( sen(xz) k>0,

fe(z) =2 = k=0, (3.63)
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Para expressar k em termos de observaveis usamos a equacao de Friedmann
N 2
a G k
H=(-] =—p——, 3.64
(&) =554 (3.64)

escrita como

(Q—1)a*H? =k, (3.65)
onde se vé que a curvatura é nula se 2 = 1, e €2 é a soma de todas a componentes

da densidade de energia. Isto é
Q:ZQi:Z%, (3.66)
onde p. = % ¢ a densidade de energia critica e i = m,r, A,v. Usando (3.65)

Vi = a(to)Ho/Qo — 1. (3.67)

Sendo 2y o parametro de densidade atual e Hy a constante de Hubble, podemos

podemos escrever

agora escrever

alto)rs = Hov/Qo — 1 / dz) (5.68)

me<

e a distancia de luminosidade sera entao

di(z) = “i (HOW / dz) (5.69)

Qo —
Assim dy(z) fica expressa somente em funcao de quantidades fisicas de sistema de
coordenadas que podem ser, em principio, medidas observacionalmente. Vé-se que a
equacao (3.69) depende de H(z), para encontrar essa relacao temos que expressar a
equacao de Friedmann

2 &G k 2 Pi a -2
H (G)ZT ' pz‘—ngo ZQiO%—i_QkO . . (3.70)

0

A densidade de energia em fungao do fator de escala p(a) pode ser obtida a partir
da equagao (3.22), como também a partir da equacao da conservacao da energia
p = —3H(p+ P). Fazendo

p= —3%;)(1 +w), (3.71)
onde w = P/p é a equagao de estado. Se w é constante, integrando temos:

dp da

— =-3(1 — 72

p 3(1+w) o (3.72)

In(p) = —-3(1 +w)ln(a) + C,

pla) = Ca™ 10,
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onde o valor de C' é:

Po
O

e substituendo o valor de C' temos:

p_ <i>_3(1+w). (3.73)

Lo ao
Ja com esta equacao podemos ver a dependéncia das diferentes densidades de energia

com o parametro de escala a. Por exemplo, para a radiagao a equacao de estado é
p(a\*

L _ (_> (3.74)
Po ao

ioE)

Para a densidade de energia escura temos w = —1

w = 1/3, entao

e para barions w = 0

p
o =1. (3.76)
Ou seja, vemos que ela nao depende do parametro de escala.
A densidade de alguma outra componente serd denotada por p, para diferencié-
la das demais densidades de energia, onde
o = %. (3.77)
Com (3.74), (3.75), (3.76) e (3.70) escrevemos o parametro de Hubble como:

H(z) = Hor/ Q092 (2') + Quno(1 4 2/)3 + Qoo (1 + 2/)4 + Quo(1 + 2/)2 + Qa. (3.78)

Finalmente a distancia de luminosidade pode ser escrita da seguinte forma

e
dL(Z)_Home< Qo 1/O E(z,)>, (3.79)

onde

E(Z) = V/Qu092(2') + Qno(1 + 2)3 4+ Quo(1 + 24 + Quo(1 + 2)2 + Qp,  (3.80)
e Qo € definido como
Qo=1-Q=1— Qo — Dno — Vo — Q. (3.81)

Em (3.80) temos que Q,,0 ¢ a densidade de matéria, €2,¢ ¢ a densidade de energia da
radiagao, {2y é a densidade de energia total no Universo e 25 é a densidade de energia
do vacuo. Com isso determina-se por completo a distancia de luminosidade prevista
por um modelo tedrico, e portanto podem-se comparar os dados de um determinado

modelo com os dados observacionais e ver a consisténcia entre eles.
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3.6
Movimento Geodésico

Em um espago de Minkowski, uma geodésica é definida como a reta que une
dois pontos, ja para um espago curvo, uma geodésica ¢ a menor curva que une dois
pontos e que nao necessariamente ¢ uma reta.

Nesta secao apresentaremos uma discussao acerca do movimento geodésico,
representado pela equacao:

4 TH
d7'+o‘

onde u* = (u®,u') = (y,vv") é a quadrivelocidade da particula, com v* = dx'/dt e

gutu’ =0 (3.82)

v = (1—17*)~'/2. No caso do Universo homogéneo e isotropico descrito pela métrica

de Robertson-Walker (3.43), a componente 1 = 0 e as componentes que ficam no

simbolo de Christoffel sao I‘gj = —gk;a/a, assim temos
du a o
— + —|u*=0 3.83
=+ S —o, (353)
onde |ii]? = —ggjutul, se temos (u®)? — |i]? = 1 e u’du® = |i|d|i|. Substituindo em
(3.83) temos 1 dld] . a|—»‘ . 550
——— + —|u] =0. .
ud dr  a
Finalmente, com u* = % como a quadrivelocidade, podemos fazer u’ = j—ﬁ
obtendo W| a
— = ——. 3.85
7= a (3.85)
Integrando temos
n([]) ~ —In(a(t)), (3.86)
isto é
i ~a™t, (3.87)
com p* = mu* podemos fazer
|p] o< a™L. (3.88)

Assim, para um Universo em expansao teriamos

v—des

|51 = |Plv—des (a e >_1. (3.89)

Quando os neutrinos sofrem o desacoplamento do plasma primordial eles ficam livres

e tém um momento com um desvio para o vermelho dado por (3.89).

3.7
A funcao de distribuicao dos neutrinos

A evolucao da densidade de energia e da pressao dos neutrinos tem duas

épocas bem definidas: a primeira, no Universo primordial quando os elétrons, fétons
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e neutrinos estavam em equilibrio térmico; a segunda, quando os neutrinos se
desacoplaram e ficaram livres do plasma primordial. Esse desacoplamento foi devido
ao caminho médio dos neutrinos tornar-se comparavel em ordem de grandeza a taxa
de expansao do Universo.

Nesta secao vamos discutir a evolucao da densidade de energia e da pressao
dos neutrinos para as duas épocas, a do equilibrio térmico e a do desacoplamento

dos neutrinos.

3.7.1
A funcao de distribuicdo no equilibrio térmico

A matéria e radiagdo nos primoérdios do Universo estiveram em equilibrio
térmico devido a rapida interacao das particulas. Neste caso, cada espécie das
particulas presentes no Universo primordial formavam um gas o qual interagia muito

fortemente, com densidade de nimero n,, densidade de energia p, e pressao P, dados

por:
Ny = (29;()3 /fx(ﬁ)dgpa (390)
Px = (2?)3 /Ex(ﬁ)fx(ﬁ?d:gp, (3.91)

um 2

onde g, ¢ o nimero de graus internos de liberdade (spin), e Ey(p)* = [p]* + m3 é a
energia de cada espécie no plasma primordial.
A funcao de distribucao fy(p), é dada por:
1
fx(P) =

o exp(EX*Nx)/TX +1 ’

(3.93)

onde F, & a energia de cada espécie, ji,, € o potencial quimico de cada espécie, e o sinal
positivo corresponde aos férmions, caso do neutrino, e o sinal negativo corresponde

a0s bosons, como no caso do foton.

O potencial quimico

E normalmente assumido que a assimetria da carga leptonica é muito pequena,
pois a contribuicao do elétron para a assimetria dos léptons é desprezada devido a
neutralidade do Universo, portanto o potencial quimico do elétron também deve
ser desprezado. Entao, a contribuigdo para a assimetria leptonica (se nao for muito
pequena) é feita pelos neutrinos. A carga leptonica é a diferenga entre os neutrinos
e anti-neutrinos.

Embora os neutrinos de fundo cosmolégico nao podem ser observados

diretamente, sua assimetria pode ser estimada. Hoje sabemos que a assimetria do
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niimero bariénico é muito pequena, e portanto, os potenciais quimicos dos barions
também. Isto é conferido por varios resultados de dados cosmologicos como WMAP

e é coerente com o modelo de BBN®. A expressdo

n o~ 2B 1079 (3.94)
Ny
¢ a comparagao entre a carga barionica e bosonica [7].

Por outro lado, a assimetria dos léptons estd diretamente relacionada com os
potenciais quimicos dos neutrinos, e nao necessariamente é igual ou comparéavel &
assimetria dos barions. Como nao existe uma tnica teoria soélida que nos diga o valor
numérico do potencial quimico dos neutrinos, ele tem que ser determinado a partir
de dados cosmologicos observados(as abundancias dos elementos leves) e a teoria que
conhecemos como BBN.

Se olhamos o grafico (FIG 1) do artigo[121], vemos a abundancia de He como
funcao de & = p,,/T. Se o valor de £ for grande(pequeno), esperar-se-ia menos(mais)
He no Universo. Se £ for grande(pequeno) ter-se-ia mais v, de que 7, (mais 7, do

que v, ), isto influencia a razao entre o néutron e o proton (n/p) através das reagoes

n+et —— p+u, (3.95)
pte — n+u,, (3.96)
n «— pt+e +r. (3.97)

Para que os dados de abundéancia de He concordem com os dados da previsao
teorica que vem do modelo de BBN, os valores de £ tém que estar em certo intervalo
que é —0.046 < ¢ < 0.072 [121]. Deste modo podemos fazer o potencial quimico

i~ 0 na funcgao de distribui¢ao da equacao para a densidade de energia (3.91).

3.7.2
A funcio de distribuicdo dos neutrinos depois do desacoplamento

As equagoes (3.90), (3.91) e (3.92) sao as que descrevem o comportamento de
cada espécie de particula na época do equilibrio térmico (elétrons, fotons e neutrinos).
E pelas razoes apresentadas na secao anterior, pode-se aproximar o potencial quimico

a = 0. Nesta secao vamos discutir qual a temperatura em que os neutrinos sofrem

50 BBN é uma teoria a qual foi desenvolvida por Alpher, Bethe, Gamow e Herman,
eles disseram que devido a certas condicoes que aconteceram no Universo primordial, fez-se
possivel a formacao de nicleos leves. A sua intuicdo os levou & predicao da existéncia da
CMBR (radiacao cosmica de fundo), a qual foi descoberta anos depois por Penzias e Wilson.
Os estudos deixaram claro que o BBN é responsavel pela formacdo de 4 is6topos leves 2He,
3He, *He e "Li.
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o desacoplamento e qual serd a funcao que descreverd seu comportamento depois do
desacoplamento.

O Universo esteve em equilibrio térmico devido & rapida interacao das
particulas que nesse momento o compoem. Como foi visto na secao 3.4, o Universo
esta se expandindo e a temperatura cai como T o a~ !, entdo ele estd se esfriando.
Enquanto o Universo continua se expandindo as particulas continuam sua interagao
até que o neutrino, devido a sua interagao fraca com as outras particulas, desacopla do
plasma primordial de uma forma quase instantanea. Quando o neutrino se desacopla
ainda é relativistico, pois se comparamos a temperatura do Universo primordial com
a energia da massa em repouso do neutrino, esta tultima pode ser desprezada, ou
seja, o neutrino seria considerado como de massa zero e por isso relativistico; esse
neutrino é chamado de “reliquia quente”.

Da secao 3.6 sabemos que o momento de uma particula tem um desvio para
o vermelho dado por (3.89), e da se¢ao do potencial quimico sabemos que podemos
aproximé-lo a zero p,, = 0, com® TY~des = i —des no momento do desacoplamento

do neutrino. Depois do desacoplamento temos:

\/‘ﬂZ(a/au—des)Q + m,%
Tg—des

—1
+1] (3.98)

fu(p) = |exp

como o neutrino € relativistico entao temos que T2 —des > m,,. Desse modo a equacao

da funcao de distribucao fica

fu (D) ~ [exp (M> + 1] _1, (3.99)

Tyl/fdes

utilizando que

-1
T, = Tvdes <L> , 3.100
v 7 QAydes ( )
obtemos a funcao de distribucao
1
f) > ——. (3.101)
eTv +1

A particula mantém a funcdo de distribucdo relativistica depois do

desacoplamento, e mesmo que a particula chegue a ser nio relativistica ela continua’

sendo descrita pela mesma funcao de distribuicao.

6Ty ~ds ¢ a temperatura do neutrino no momento do seu desacoplamento e T4 ¢ a

temperatura do féton no momento do desacoplamento do neutrino.
"a particula chega a ser ndo-relativistica porque sua massa se torna comparavel i
temperatura do Universo.
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A temperatura do desacoplamento

No plasma primordial o neutrino se mantinha em equilibrio térmico por meio

das interacoes

v+U — et te, (3.102)
v+et —— ptet. (3.103)

A taxa das interacoes é dada por
'=n<ov>, (3.104)

onde n é a densidade de niimero das particulas alvo, o é a secao de choque, v é a
velocidade do neutrino, e < ov >~ G%T 3, onde T’, ¢ a temperatura que determina
a ordem de grandeza da energia das particulas que interagem no banho térmico, e
n e~ Tg. Com isso temos

'~ GETY. (3.105)
O desacoplamento dos neutrinos acontece quando a taxa de interagdao I' se torna

comparéavel a variacdo da temperatura \T,Y /75| ou a taxa de expansao H
'~ H. (3.106)

Isso quer dizer que o neutrino sofre o desacoplamento quando o seu caminho médio
aumenta de tal forma que a interagdo fraca com as outras particulas seja tao
pequena que eles conseguem sair do plasma primordial. Quando o neutrino sofre o

desacoplamento temos que 1., > m,,. Fazendo esta aproximagao na equacao® (3.91),

temos 2
%ngé para boésons,
p(T) = (3.107)
7 2
ﬁ g><T;<1 para férmions
e usando a equagao de Friedmann (3.64) com k = 0, obtemos
8rG
H? = ”Tp, (3.108)

Como na época considerada a densidade de energia foi dominada por particulas
relativisticas, de (3.107)

871G
2= —~ %QXT;(*, (3.109)
e com Mp = \/hc/G que é a massa de Planck?, temos
27‘('2/3 ap
= /9,77 = 1.66 -T2 3.110
3v5Mp VI Mp 7 (3.110)

8 As aproximagoes T%, > m,, e T, < m, serdo discutidas em detalhe no capitulo 4.
9Lembrando que aqui estamos tomando as unidades naturais h = c =1
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Por simplicidade tomaremos

T2
H~ L, (3.111)
M,
isolando T,$ obtemos
T2 ~ HM,. (3.112)

Agora usando (3.105) e o fato que a taxa de intera¢do torna-se comparéavel a taxa

de expansao do Universo (3.106) obtemos H ~ G%T::’. Substituindo isto temos
T2 ~ G212 Mp, (3.113)

cancelando a temperatura obtemos

1

Vdes 3 ~ S
(T’Y ) G%‘Mp ’

(3.114)

onde T7des seria a temperatura da radiacao cosmica de fundo por foétons quando o

neutrino sofre o desacoplamento. A temperatura na qual o neutrino se desacopla é

TVies ~ 1MeV. (3.115)

Relacdo da temperatura do neutrino e do féton

Vimos na equagao (3.100) que a temperatura do neutrino esta relacionada
com a temperatura do foton, veremos isso de uma forma mais detalhada. Vamos
usar a primeira e a segunda lei da termodinidmica a qual dizem, respectivamente,
dQ = dU +dL e dQ = TdS onde S(T,V) é a funcao de estado chamada entropia,

dU = d[p(T)V] dL = p(T)dV. (3.116)

Fazendo T'dS = dU + dL temos
TdS(T,V)=d[p(T)V]+ p(T)dV, (3.117)

abrindo o primeiro termo d[p(T)V] = Vdp + pdV, e organizando os termos

TdS(T, V) = V%dT + [p(T) + p(T)]dV- (3.118)

Se aplicamos derivadas parciais a (3.118) em rela¢ao a T e V, obtemos que

OS(T.V) _ Vdp(T)dS(T.V) _ p(T)+p(T)

or T dr oV ar -’ (3.119)
onde a condigdo de integrabilidade
0?S(T,V 0?S(T,V

ovor —  orov
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implica que dp(T)  p(T) +p(T)

= . 121
aTr T (8.121)
Usando a primeira lei da termodinimica, d@Q = T'dS e (3.119) obtemos:
ds = d (M > . (3.122)
T
A entropia em um volume V', a uma temperatura 7', pode ser escrita como
S(T,V) = #V, (3.123)
S p+p
= - =— 3.124
T VT T (3.124)

Em equilibrio térmico a entropia é conservada (TdS=dQ=0), e a conservacao da

entropia s em um Universo em expansao implica que
socad, (3.125)

De (3.107) e (3.123), e lembrando que para particulas relativisticas w = 1/3,

podemos escrever a entropia como

T3 (3.126)

onde g, ¢ a soma dos graus de liberdade das particulas que estao nesse momento

interagindo no Universo primordial.

N\ 7 7\’
9gs = _Z Ix <T_w> T3 _Z - 9x <i> : (3.127)
x=Bosons x=Férmios

Das equagoes (3.126) e (3.125) podemos escrever uma relagao entre o fator de
escala a(t) e a temperatura 1
T, o< gs 2a™ . (3.128)
Esta equacdo é uma generalizacao da relacao (3.100), a qual agora inclui as possiveis
variacoes do nimero de particulas relativisticas interagindo no Universo primordial.
A fim de encontrar a relacdo entre a temperatura do neutrino e a do foton,
temos primeiro que entender o que nos diz a relacao (3.128). Durante o esfriamento do
Universo devido & expansao, para qualquer espécie de particula que esta interagindo
no plasma e torna-se nao-relativistica, sua entropia é transferida para as particulas
relativisticas que ainda ficam interagindo no plasma, isto através de uma mudanga

do fator (gs)fé. Com (3.128) podemos calcular o comportamento de T, e (1 + 2)

o\ — 9 *%
T, =19 <%> % — 79 <§> (1+ 2). (3.129)

Em (3.129) podemos determinar a temperatura do féton para qualquer desvio para

fazendo

wl=

o vermelho definindo a T$ como a temperatura da radiacao césmica de fundo hoje e
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g% = 2 como o valor de g, hoje. A temperatura em que os e~ — e’ desacoplaram foi
T, ~ 0.2MeV, passando sua entropia aos fétons por meio da aniquilacdo de e” —e™.
Isto fez que a temperatura do foton aumentasse e ficasse diferente da temperatura
do neutrino.
De (3.127) e tendo em consideracao que os fotons receberam a entropia da
aniquilacdo et — e~ . 11
gs =9 + 95 =2+ 4=~ (3.130)

Substituindo em (3.129) temos

0 4\3
=T () (+2) (3.131)
e tendo que
T, oca™? T, < TV~ ~ 1MeV, (3.132)
T, =TO(1 + 2) T, < % (3.133)

Comparando as equagoes quando T, > T. 5 —des o T, = T, temos

1
4\ 3
0 __ 0
TO = <—11> 0. (3.134)

Infelizmente, esta previsao teédrica ainda nao foi conferida experimentalmente
isso devido a grande dificuldade para detectar os neutrinos do fundo cosmoldgico
devido & sua interacao fraca. Como a temperatura dos fétons e dos neutrinos é
escalada pelo fator a~!, depois da aniquilacdo dos et — e~ eles mantém a mesma

relacdo da época quando a neutrino desacopla

1

4
T, = <ﬁ> T, ~ 0.7138T,. (3.135)

Voltando a equagao da densidade de energia (3.91)
Pl T) = sy [ BT T, (3.136)

e usando a equacdo (3.101), com d®p = p®senfdpdddep, obtemos a funcio da

densidade de energia

[e%s) 2 2 2 d
gu/ /Py +mgp, pu7 (3.137)
0

T,)) =
o) 272 et +1

€ a equagao para a pressao sera

o) 4 d
P,(T,) = 2~ Dy Py (3.138)

0o R mEe® )



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711039/CA




