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Métodos de Reparticao de Custos

2.1

Introducéo

Neste capitulo apresenta-se uma revisdo de conceitos e métodos de
reparticdo de custos que serviram de embasamento tedrico para o
desenvolvimento dos métodos propostos nesta tese. Deve-se mencionar que a

teoria apresentada neste capitulo foi extraida de [Ribeiro, 2005].

Quando um determinado servigo é contratado por um Unico agente, seja
uma pessoa fisica ou empresa, este deve arcar com os custos do servigo de
forma integral. Entretanto, os custos individuais dos agentes podem ser
reduzidos quando estes realizam parcerias, devido a economia de escala obtida

na utilizagdo do servigo.

A partir da idéia de se obter vantagens econdmicas por meio da
realizacdo de parcerias para utilizagdo de um determinado servigo, surgiu o
conceito de reparticdo de custos. A reparticdo de custos consiste na solugao de
um problema onde os agentes buscam repartir seus custos de forma eficiente e
justa, isto é, sem que determinados agentes sejam beneficiados em detrimento

dos demais.

A nocdo de reparticdo de custos sera utilizada neste trabalho para
determinar as participagbes dos agentes (geradores e cargas) nas perdas do
sistema de transmissdo, assim como determinar que parcela da poténcia
fornecida pelos geradores efetivamente chega as cargas. A determinacdo de
métodos justos e eficientes para o calculo destas participacbes é de suma

importancia para a alocagao de custos nestes problemas.

Os conceitos basicos a respeito do problema de reparticao de custos, tais
como a formacgao de coalizbes entre agentes e a nogéo de nucleo, sdo descritos
na Sec¢dao 2.2. Na Secao 2.3 é apresentado um exemplo ilustrativo de um
problema de reparticdo de custos, ressaltando os conceitos apresentados na

secao anterior.
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Nas Secodes 2.4 a 2.8, sdo descritos os principais métodos utilizados no
problema de reparticdo de custos: Nucleolus, Custos Marginais, Custos
Incrementais, Shapley e Aumman-Shapley. Finalmente, na Se¢ao 2.9 apresenta-

se as principais conclusdes obtidas neste capitulo.

2.2

Conceitos Basicos

Quando agentes se unem com o objetivo de maximizar ou minimizar uma
funcao caracteristica, como o custo (ou beneficio) de um servigo, por exemplo,

diz-se que estes agentes estéo realizando coalizbes ou agrupamentos entre si.

Matematicamente, uma coalizdo € um subconjunto S do conjunto original
de N agentes. Os agentes podem se agrupar de diferentes maneiras, de acordo
com seus interesses e conveniéncias. Para formar uma coalizdo é necessario
que todos os jogadores envolvidos firmem acordos entre si e, uma vez que todos
concordem, a coalizdo é estabelecida. As coalizbes sdo mutuamente exclusivas,
ou seja, formar uma coalizdo S implica que ndo ha possibilidade de seus

participantes fazerem acordos com participantes fora dela.

Para um conjunto de N agentes existem 2N diferentes coalizdes
possiveis. A coalizdo formada por todos os N agentes é chamada de grande

coalizédo ou coalizdao N. A coalizéo vazia (¢ ) € aquela onde nenhum agente

participa.

A maneira pela qual todos os agentes formam m coalizdes pode ser
descrita pelo conjunto S = {S1, S;, ..., Sm}, conhecido como o conjunto das

configuragdes das possiveis coalizbes. Este conjunto S satisfaz trés condi¢des:

Il
-

(2.1)

(2.3)
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Von Neumann e Morgenstern [Neumann, 1947] introduziram pela
primeira vez, em 1947, o termo funcao caracteristica, que calcula para cada
coalizédo (argumento da fungdo) o menor custo associado a ela. Em outras
palavras, a funcao caracteristica fornece o valor do minimo custo que os agentes
pertencentes a uma determinada coalizdo conseguem obter por meio de uma

acao cooperativa entre eles. A definicao formal da funcao caracteristica é:

Defini¢do: Para cada subconjunto S de N, a fungao caracteristica fornece
o0 menor valor ¢(s) que os agentes de S podem obter se formarem uma coalizdo
e agirem juntos, cooperando entre si, sem a ajuda de qualquer agente externo.
Esta definicdo leva em conta uma restricdo que requer que o valor da fungao

caracteristica da coalizdo vazia seja zero, ou seja, c(¢ ) = 0.

Outro requisito a ser atendido pela fungdo caracteristica é a
subaditividade, determinante para que o custo associado a qualquer coalizao
seja sempre menor que a soma dos custos associados as subcoalizbes que a

fragmentam. A subaditividade pode ser expressa da seguinte forma:

c(SuT)<c(S)+c(T)V S, TN, talque ST =¢ (2.4)

Como a subaditividade deve ser atendida para quaisquer subconjuntos S

e T, uma simples manipulagédo permite generalizar a expressao (2.4), cuja soma

dos custos de qualquer conjunto de coalizdes que particiona S U T equivale a:

c(s)<e(Sy)+ce(Sy)+...+¢(S,,) VS
m 25
Talque S;nS; =D el JS; =S (29)
i=1
A subaditividade garante, portanto, que a cooperagao entre os jogadores
sempre gera uma redugdo do custo global: a cooperagdo entre os agentes

produz uma “sinergia”, que implica na reducgéo do custo total.

Note que em (2.4) ndo é requerido que S U T seja igual a N, e, portanto, a

subaditividade deve ser valida ndo somente para a grande coalizdo, mas para

qualquer outra coalizdo possivel.
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Assumindo que a funcdo caracteristica do problema de reparticao de
custos apresenta subaditividade, a grande coalizdo sera sempre formada ao final
do problema. Portanto, a pergunta natural que surge, apds o calculo do custo
total, é como dividi-lo de modo justo e eficiente entre os agentes que formam

esta grande coalizao. A divisdo do custo ¢(N) entre eles, representada pelo vetor

de reparticdes ¢ =(d.é,....4,), ndo & evidente.

Um vetor de reparticbes ¢ so é considerado “justo” quando satisfaz as

trés expressodes abaixo:

n

Z¢‘ - ¢(N) (Racionalidade de grupo)
1

(2.6)
i=1
¢ <c(i),VieN (Racionalidade Individual) 27)
qui <c(S)VieSevVScN (Racionalidade das Coalizdes) 2.8)

A equacao (2.6) determina que a soma dos custos que cabe a cada um

dos agentes (¢ ) deve ser igual ao custo da grande coalizdo ¢(N), ou seja, o

custo total do servigo deve ser repartido entre os agentes. Por sua vez, em (2.7)
determina-se que cada agente deve pagar no maximo um custo igual ao que ele
obteria agindo individualmente (c{i}), 0 que garante o incentivo aos agentes que

participam da coalizao.

A inequacgao (2.8) determina que a soma dos custos que cabe aos

agentes (¢ ) de qualquer subcoalizdo S deve ser menor ou igual ao custo obtido

se estes agentes formassem um “consorcio” independente ¢(S). Vale notar que

(2.7) € apenas um caso particular de (2.8).

Quando uma reparticao atende a (2.6) e (2.8), diz-se que ela pertence ao
nucleo do problema de reparti¢do de custos. O nucleo formaliza a idéia de justica
em uma reparticido de custos. Se uma determinada reparticdo pertence ao
nucleo, pode-se dizer que o custo atribuido a qualquer agente nao & superior ao
que estes agentes conseguiriam obter se formassem um “consoércio” separado

ou se atuassem ‘“individualmente” (fora da coalizdo). Deste modo, uma
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reparticao de custos é justa se todos os participantes recebem mais beneficios

por estarem no “grande consércio” do que fora dele.

2.3

Exemplo llustrativo

Para ilustrar a aplicacdo do conceito de reparticdo de custos, considere
que duas cidades vizinhas desejam construir um sistema de distribuicdo de agua
[Young, 1994] [Ribeiro, 2005]. A cidade A poderia construir o seu sistema de
distribuicdo por um custo de $11 milhdes, enquanto que a cidade B poderia
construi-lo por $7 milhdes. Entretanto, o custo seria de $15 milhdes se o sistema
de distribuicdo fosse construido em conjunto pelas duas cidades, o que
representaria uma economia de $3 milhdes. Observa-se, portanto, que a
cooperagao entre as cidades é vantajosa e que o custo do empreendimento
deve ser repartido de forma justa e eficiente entre elas, de forma que as duas

cidades sejam beneficiadas.

Uma solucéo seria dividir o custo do empreendimento igualmente entre
as cidades, onde cada cidade pagaria $7,5 milhdes. Porém, esta solugdo seria
rejeitada pela cidade B, que poderia construir seu proprio sistema de distribuigdo
por $7 milhdes. Outra solugdo seria repartir o custo do empreendimento de
forma proporcional ao numero de habitantes de cada cidade. Assim,
considerando que a cidade A possua 36 mil habitantes e a cidade B possua 12
mil habitantes, o custo por habitante seria igual a $312,50 ($15 milh6es/48 mil
habitantes). Logo, a cidade A pagaria $11,25 milhdes e a cidade B pagaria $3,75
milhdes. Neste caso a solucdo seria rejeitada pela cidade A, que poderia
construir o seu sistema de distribuicdo por um custo de $11 milhdes sem a

participacao da cidade B.

Nas duas solucbes apresentadas, a construcdo do sistema de
distribuicdo de agua torna-se mais econdmico quando realizado de forma isolada
pelas cidades do que em conjunto. Isto ocorre porque a reparticdo de custos nao
é eficiente, isto €, n&o cria incentivos para que a cooperacao entre as cidades

ocorra de forma espontanea.
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Uma alternativa para incentivar as cidades a construir o empreendimento
em conjunto & aplicar as duas alternativas anteriores ao montante economizado

pelas cidades, em lugar do montante pago.

Na primeira alternativa, o montante economizado ($3 milhdes) seria

dividido igualmente entre as duas cidades. Assim, cada cidade pagaria:

Cidade A:
- $3 . -
$11milhées - 7mllhoes =$9,5milhées
Cidade B:
- $3 . -
$7milhbes — 7mllhoes =$5,5milhbes
Na segunda alternativa, o custo economizado por habitante seria igual a

$ 62,50 ($3 milhdes/48 mil habitantes) e cada cidade pagaria:

Cidade A:

$3 milhbes

$11 milh6es — 36000 x
48000

} =$8,75 milhées

Cidade B:

$3 milhoes

$7 milhées —12000 x
48000

} =$6,25 milhes

Uma terceira solucdo seria repartir o montante economizado
proporcionalmente ao custo de oportunidade da cidade, ou seja, ao ganho obtido

pela cidade ao construir o empreendimento em parceria. Assim:

Cidade A:

$11milhées — $3 milhdes x [%} =$9,17 milhées
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Na Tabela 2.1 sdo apresentados os resultados obtidos pelas alternativas

propostas para repartir o custo de construgéo do sistema de distribuicao de agua

entre as duas cidades:

Tabela 2.1 - Resultado da Reparticdo de Custos (milhdes)

Critério Cidade A ($) | Cidade B (%)

Divisao igualitaria do custo entre as cidades 7,50 7,50

Il Divisdo igualitaria do custo entre os habitantes 11,25 3,75
Divisao igualitaria do montante economizado entre

Il 9,50 5,50

as cidades

Divis&o igualitaria do montante economizado entre

v 8,75 6,25

os habitantes

Divisdo do montante economizado proporcional ao

\% 9,17 5,83

custo de oportunidade

As trés ultimas solugdes propostas criam incentivos a cooperagao, pois

possibilitam que as duas cidades construam um sistema de distribuicdo de agua

em parceria, visando um custo inferior do que seria pago se cada cidade

construisse o seu proprio sistema de distribuicdo. Estas trés solugdes sao

consideradas justas e eficientes, pois garantem a reducdo do custo individual

dos agentes que participam da coalizdo (ou agrupamento), sem que sejam

criados subsidios cruzados entre eles.

Conforme visto na Secédo 2.2, o conjunto de solugdes que atende as

restricbes (2.6) a (2.8), ou seja, que fornece um incentivo a cooperagao entre os

agentes, pertence ao nucleo do problema de reparticdo de custos. O nucleo do



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510505/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510505/CA

33

problema de reparticdo do custo do sistema de distribuicdo de agua entre as
cidades A e B ¢ ilustrado na Figura 2.1, juntamente com as cinco solugdes

propostas.

Observa-se, portanto, que as solucgdes lll, IV e V pertencem ao nucleo,
pois atendem as restricbes (2.6) a (2.8); por outro lado, as solugdes | e Il ndo
pertencem ao nucleo, pois violam a restricdo (2.8). Isto é coerente com os
conceitos apresentados na Secgao 2.2, ja que as reparticbes pertencentes ao
nucleo fornecem incentivos a cooperagao.

Valor Pago

Pela Cidade B
(Milhdes)

Nucleo

Valor Pago
p Pela Cidade A
11 15 (Milhdes)

Figura 2.1 - Representagdo Geométrica do Nucleo

Desta forma, um dos desafios do problema de reparticdo de custos é a
definicdo de reparticbes que pertengam ao nucleo do problema, ou seja, que
garantam os critérios de justica e eficiéncia quando aplicados aos mais diversos
agentes. Nas sec¢des a seguir serdo apresentados alguns dos principais métodos
utilizados no problema de reparticdo de custos, ressaltando suas vantagens e

desvantagens.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510505/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510505/CA

34

2.4

Método Nucleolus

Foi visto que reparticbes pertencentes ao nucleo fornecem incentivos a
cooperacgdo. Sao também justas, no sentido de que nao ha subsidio cruzado.
Mas se o nucleo existir podera haver uma infinidade de solugbes. Qual delas
sera entdo a mais justa? Esta questao pode ser resolvida pelo método nucleolus,

que fornece uma solucéo Unica e pertencente ao nucleo.

No exemplo, apresentado em [Faria, 2004], onde se determina a

reparticdo de energia firme de um sistema hidroelétrico, assuma-se que foi
escolhida uma solucdo ¢=(¢p1,¢p2,¢p3) pertencente ao nucleo. Suponha-se
agora que um subconjunto de agentes {1; 3}, propde uma solugédo alternativa
¢=(¢q1,¢q2,¢q3) que também pertence ao nucleo, mas que reduz o custo que

cabe a este subconjunto, ou seja:

Pt + Pgz <Pp1 + D3 (2.9)

Contudo, esta nova solugéo proposta eleva o custo do agente 2, isto é:

Pg2 > P2 (2.10)

Neste caso, o agente 2 vai preferir a alocagdo original, pois nao

concordaria com a proposta do subconjunto {1;3}.

O método nucleolus resolve este tipo de problema fornecendo uma
solugcdo para o problema de reparticdo de custos por meio da maximizacao
lexicografica (conforme explicado adiante) da menor “vantagem” que cada
subconjunto possui ao pertencer a coalizdo, comparado com o custo que o
mesmo subconjunto possuiria fora da coalizao. Este método, além de forgar que

a solugéo pertenga ao nucleo, garante que a reparticdo obtida seja unica.

O método nucleolus é calculado por meio da resolugdo de uma

sequéncia de subproblemas de programacéo linear. O primeiro problema a ser
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resolvido € mostrado a seguir para um caso com trés agentes, onde d e 0s @s

sdo variaveis, e os f(.)s sdo constantes:

Max O

S.a.

¢+ o+ ¢y =F(Hy, Hy Hy)

2.11)

Observa-se que o lado direito das desigualdades representa a
“vantagem” que os subconjuntos possuem por pertencer a coalizdo menos o
“beneficio” que possuiriam fora da coalizdo. Por exemplo, a diferenca

f(H,,H;)—¢ —¢; representa o custo economizado (“vantagem”) pelo
subconjunto {H1,H3} ao participar da coalizdo, comparado ao custo economizado

se o subconjunto estivesse isolado, f(H,,Hs).

= O escalar 6 representa a maximizagdo da menor “vantagem”. A
restricdo & = 0 garante que a “vantagem” seja sempre positiva para
qualquer subconjunto, o0 que corresponde a pertencer ao nucleo do

jogo.

Note que se o procedimento fosse apenas resolver este primeiro
problema, ainda assim poderia haver duas reparticbes diferentes e ambas com
menores “vantagens” iguais. Portanto, para que a reparticdo de custos obtida
pelo método seja uUnica, deve haver um critério para decidir qual das duas
escolher. Isto é feito por meio da maximizacao lexicografica das “vantagens”
[Young, 1994] [Ribeiro, 2005].

Esta maximizagdo é feita da seguinte forma: suponha que todas as

“vantagens” de cada coalizao sdo ordenadas, da menor para a maior, em um
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vetor 8(x) de dimensao (2n-2). O nucleolus é a alocagao x que maximiza 8(x)

lexicograficamente, caso a seguinte expressao seja satisfeita: se y é qualquer
outra alocagdo e k é o primeiro indice tal que 6«(x) # 6«(y), entdao 6(x) > O«(y)
[Schmeider, 1969].

Outra forma de se entender a ordem lexicografica entre reparticbes é
fazer analogia com a ordenacao das palavras em um dicionario. Esta ordem se
baseia na ordenacdo das menores “vantagens”, da mesma forma que a ordem
das palavras em um dicionario se baseia na ordenagao das letras no alfabeto.

Para comparar duas reparticdes x e y, por exemplo, procura-se a primeira

posicao, digamos k, onde as duas reparticoes diferem. Se 6«(x) > 6«(y), entdo x é

lexicograficamente maior que y.

Quando se resolve o primeiro problema (2.11), acha-se uma reparticéo
cuja menor “vantagem” de todas € maximizada. Porém, o vetor ordenado de

todas as “vantagens” ainda pode nao estar maximizado lexicograficamente.

O préximo problema a ser resolvido € o mesmo (2.11), s6 que agora a

restricdo, ou o conjunto de restricbes, que tenha atingido a igualdade no ultimo

“

problema resolvido, € fixado, ou seja, troca-se o "<” por “=” e troca-se a variavel

® pelo valor obtido por ela no problema anterior. O método termina quando se

chega a uma solugao unica, ou seja, quando o numero de restricdes atendidas
por igualdade for igual ao niumero de variaveis. A reparticao obtida dessa forma,
chamada de nucleolus, sempre existe, € unica e pertence ao nucleo do jogo,
quando este ndo é vazio, sendo estas caracteristicas suas principais vantagens
[Young, 1994] [Ribeiro, 2005].

A desvantagem do método nucleolus encontra-se na sua dificuldade de

calculo quando o numero de agentes é elevado. O carater combinatério das

N
restricbes, que cresce com 2 (onde N € o numero de agentes), faz com que
para um sistema com 40 agentes, por exemplo, exista cerca de um trilhdo de

restricdes, tornando a aplicagdo do método inviavel.
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2.5
Método dos Custos Marginais

Este método baseia-se no principio de que a eficiéncia econdbmica é
alcancada quando o custo que cabe a cada agente é obtido de forma
proporcional a sua utilizagcdo marginal do servigo. Ou seja, a reparticao de custos
€ realizada de acordo com taxa de variagdo do custo do servico em relagao ao
montante utilizado pelo agente [Cigré, 1999] [Ribeiro, 2005]. Desta forma, o

custo que cabe a um determinado agente i é dado por:

aC(b
ﬁ% x b; (2.12)

onde :

C(b): custo total do servigo,
b; : montante que corresponde a utilizagdo do servigo pelo usuario i,

C,; : custo alocado ao usuario i.

O custo marginal pode ser interpretado como o coeficiente angular da

curva de custo para um determinado montante b do servigo. Na Figura 2.2, por

exemplo, o custo marginal € dado pelo angulo 6, formado pela reta que

tangencia a funcao de custo para o montante b’ de servico.
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Figura 2.2 - Representagéo Grafica dos Custos Marginais

Para exemplificar o método de custos marginais, considere que trés
agentes desejam realizar uma coalizdo para contratar um determinado servigo.
O custo de fornecimento deste servico e os montantes requeridos por cada

agente sédo apresentados a seguir:

b ={b;;by;b5} = {121}

C(b)=by +(by + b )> =1+(2+1)° = 28

Derivando-se a funcdo de custo do servico em relagcdo ao montante

requerido por cada agente, obtém-se:
Agente 1:

2 C(b) _

Cy=
LTS

1
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Agente 2:

Multiplicando-se as derivadas obtidas para cada agente por seus
respectivos montantes obtém-se os custos que cabem a cada agente, conforme
demonstrado em (2.12). O resultado da reparticdo de custos pelo método dos

custos marginais para este exemplo é apresentado na Tabela 2.2.

Tabela 2.2 - Alocagéo de Custos pelo Método de Custos Marginais

Agente Custo ($)
Total 82

Como se pode observar, o custo total repartido por este método ($82) é
superior ao custo do servigo ($28). Logo este método ndo pode ser considerado
justo, pois viola a condicdo de racionalidade do grupo expressa em (2.6),
necessaria para que o resultado da reparticado pertenga ao nucleo, que define
que a soma dos custos repartidos entre os agentes seja igual ao custo total do

servico.

Esta deficiéncia do método de custos marginais decorre do fato de que a
reparticao é obtida por meio do coeficiente angular da curva de custo, verificado
no ponto onde todos os agentes sdo atendidos. Se a curva de custo
apresentasse um comportamento linear, o coeficiente angular seria constante ao
longo de toda a curva de custo e o custo total repartido seria igual ao custo total
do servigo. Entretanto, a funcao de custos do exemplo proposto apresenta um
comportamento marginalmente crescente, ou seja, o coeficiente angular da

curva aumenta a cada novo montante de servigo requerido pelos agentes.
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Esta diferenga observada entre o coeficiente angular calculado pelo
meétodo de custos marginais e os diversos coeficientes angulares observados ao
longo da fungédo de custo causa uma distor¢do no célculo da reparticdo de

custos, conforme pode ser observado na Figura 2.3.

c(b)
90
a2
| Custo Total Repartido |
- Coeficiente Angular
[ Custo Total do Servico | do Custo Marginal
28
O L} L} L} Ll L] L) b
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figura 2.3 - Sobre-Remuneragéo do Método de Custos Marginais

Contudo, a sobre-remuneragdo causada por este método pode ser

contornada com a aplicacdo de um fator de ajuste ¢@. Para este exemplo, o fator

28
de ajuste é ¢ =§ =0,34. Assim, o novo valor do custo que cabe aos agentes,

ajustado pelo fator @, sera:

Tabela 2.3 — Alocagéo de Custos pelo Método de Custos Marginais com Fator de Ajuste ¢

Agente Custo ($)
1 C,=Cp.bj.0=1b.0 0,34
2 Cy = Cpp-byp=3.(b, + by ) by 18,44
3 Cs = Cpg-byp=3.(by + by )° by 9,22
Total 28,00

Naturalmente, o custo total repartido é igual ao custo do servi¢o, o que
atende ao critério (2.6) de racionalidade do grupo. Entretanto, verificam-se

algumas caracteristicas especiais nesta solugao:
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= o0 custo que cabe ao agente 1, C,=%$0,34, ¢ inferior ao custo que
este agente agrega a coalizdo 1,2,3 ($1). O custo deste agente na
coalizdo pode ser obtido diretamente, porque a parcela b, €

separavel na fungdo de custo, C(b)=b; + (b, + b, )3 ;

= 0 custo que cabe aos agentes 2 e 3 somados, C, +C; =$27,66, é
superior ao custo obtido por uma coalizdo formada entre estes dois

agentes apenas, C(b,,b;) = (b, + by )® = (2+1)° =$27.

Estas caracteristicas demonstram que o custo que cabe ao agente 1 é
subsidiado por um aumento no custo que cabe aos agentes 2 e 3. Este aumento
de custos faz com que seja mais vantajoso para os agentes 2 e 3 realizarem
uma coalizdo em dupla, descartando o agente 1, o que viola a condi¢cdo de
racionalidade das coalizbes expressa em (2.8), necessaria para que a reparticao

de custos pertenga ao nucleo.

Observa-se, portanto, que a aplicacdo de um fator de ajuste no método
de custos marginais cria subsidios cruzados e n&o incentiva a cooperacéao entre
0os agentes, pois nao pertence ao nucleo. Devido a estas caracteristicas, a
reparticado de custos obtida pelo método de custos marginais com o fator de

ajuste ndo atende aos critérios de justica e eficiéncia.

2.6

Método dos Custos Incrementais

Uma alternativa para repartir o custo de um servigo entre diversos
agentes € analisar como a entrada de cada agente na coalizdo impacta o custo
de fornecimento do servigo [Cigré, 1999] [Ribeiro, 2005]. Matematicamente, o

custo que cabe a cada agente é calculado da seguinte forma:

= O primeiro agente a entrar paga: C,; = ¢(b;)
= O segundo agente a entrar paga: C, = c(b;,b,)—c(b;)
» O terceiro agente a entrar paga : C;3 =c(b;,by,b3)—c(b;,b,)
= O ultimo agente a entrar paga
C, =c(by,by,bs,...,b,)—c(by, by, bs,...,b,_4)
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Assim, seguindo o exemplo apresentado no método anterior e assumindo

a ordem de entrada 1-2-3, a reparticdo de custos para os trés agentes sera:

Tabela 2.4 — Alocagéo de Custos pelo Método de Custos Incrementais — Seqiiéncia 1-2-3

Agentes Custo do Servigo ($) Custo Repartido ($)
1 c(by) =1 Ci=c(b)=1
1,2 c(byby)=1+2°=9 Cy =c(by,by)—c(by)=8
1,2,3 c(by,by,by) =1+ (2+1)° =28 | C3=c(by,by,b3)—c(by,by)=19
TOTAL 28

Como pode ser observado na Tabela 2.4, o custo total repartido por este
meétodo coincide com o custo do servico, o que atende ao critério (2.6) de
racionalidade do grupo. Esta é a principal vantagem deste método, que dispensa
a aplicacdo de um fator de corregéo para recuperar o custo do servigo de forma

integral.

Observa-se ainda que o custo que cabe ao agente 1 (C,;=c(b;)=1) &
justo, pois coincide com o seu montante de servigo utilizado. Além disso, o custo

que cabe aos agentes 2 e 3 somados (C, +C; =27) coincide com o custo da
coalizédo formada por estes dois agentes, sendo
c(by,by) = (b, + by )® = (2+1)° =27, que atende ao critério (2.8) de racionalidade

das coalizoes.
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Tabela 2.5 — Alocagéo de Custos pelo Método de Custos Incrementais — Seqiiéncia 1-3-2

Agentes Custo do Servigo ($) Custo Repartido ($)
1 c(b,)=1 C, =c(by) =1
1,3 c(by,by)=1+1 =2 C3 =c(by,b3)—c(by) =1
1,3,2 c(by, by, by) =1+ (2+1)° =28 | Gy =c(by,bs,b,y)—c(by, by) =26
TOTAL 28

Considere agora que a ordem de entrada dos agentes seja alterada para,

por exemplo, 1-3-2 (ver Tabela 2.5).

Comparando os resultados da Tabela 2.4 e Tabela 2.5, observa-se que 0

custo unitario que cabe ao agente 3 (C3/b3) foi reduzido de 19 para 1,

enquanto que o agente 2 teve seu custo unitario (C2 /b2) elevado de 4 para 13,
embora os dois agentes possuam a mesma influéncia sobre a fungédo de custo
do servigo, c(by,by)= (b, + by )®. Desta forma, o agente 2 preferiria a ordem de

entrada 1-2-3, enquanto que o agente 3 decidiria pela ordem de entrada 1-3-2.

Por meio deste exemplo é possivel mostrar que o método de custos
incrementais é sensivel a ordem de entrada dos agentes nas coalizdes, fazendo
com que os ultimos agentes a entrarem na coalizdo possuam um custo unitario
superior ao daqueles que entram primeiro. Portanto, a sensibilidade verificada
pelo método de custos incrementais na ordem de entrada dos agentes impde
uma deficiéncia ao método, pois, para cada reparticdo de custos obtida, um
determinado agente ou grupo de agentes seria beneficiado em detrimento dos

demais.

2.7
Método de Shapley

Com o intuito de eliminar a limitacdo do método de custos incrementais, o
método de Shapley busca realizar permutagdes na ordem de entrada dos
agentes, com o objetivo de se analisar todas as possiveis combinacdes [Cigré,

1999] [Ribeiro, 2005]. O valor médio dos custos incrementais calculados em
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cada permutacao determina o custo que cabe a cada agente. Com isto, elimina-

se a influéncia da ordem de entrada dos agentes sobre a reparticdo de custos.

Na Tabela 2.6 sao descritas as permutacgdes realizadas na ordem de
entrada dos agentes e os seus respectivos custos incrementais, considerando o
exemplo descrito anteriormente. O valor de Shapley é obtido como a média

destes custos incrementais calculados em cada permutacéo.

Este método € intuitivamente justo, pois permite que cada agente seja o
primeiro, 0 segundo e assim sucessivamente até ser o ultimo a entrar na
coalizdo. Assim, dado que a ordem de entrada dos agentes nao afeta a
reparticdo de custos, € justo que o custo unitario seja igual para agentes que

utilizam o servigo de forma semelhante.

Tabela 2.6 — Alocagéo de Custos pelo Método de Shapley

Sequéncia Custo Incremental ($)

Agde?ft’es Agente 1 | Agente2 | Agente3 | TOTAL
1,2,3 1 8 19 28
1,3,2 1 26 1 28
2,1,3 1 8 19 28
2,3,1 1 8 19 28
3,1,2 1 26 1 28
3,2, 1 1 26 1 28
Média 1 17 10 28

Tabela 2.7 — Alocagéo de Custos pelo Método de Shapley — Custos Unitarios

Agente Custo Incremental ($)
Custo repartido Montante Custo Unitario
3 C; =10 by =1 C;/b; =10

Para o exemplo apresentado, verifica-se que os agentes b, e b;

possuem a mesma influéncia sobre o custo do servigo, c(b,,b;)= (b, + b, )3,

logo devem possuir o mesmo custo unitario. Entretanto, o custo unitario do

agente 2 é inferior ao custo unitario do agente 3.

Os custos unitarios para os agentes 2 e 3 sdo descritos na Tabela 2.7.

Por simplificagcdo, o custo unitario do agente 1 foi suprimido.
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Isto demonstra que este método, embora nao sofra influéncia da ordem
de entrada dos agentes, é sensivel ao montante de servigco utilizado por agentes
que possuem o mesmo impacto sobre a fungao de custos. Os agentes que
possuem montantes maiores sdo beneficiados em detrimento de agentes com

montantes inferiores.

O método de Shapley é definido como o valor médio dos varios custos
incrementais da inclusdo do novo usuario, considerando todas as coalizbes que
contém tal usuario e supondo-se que cada uma dessas coalizdes tem uma
probabilidade de ocorréncia. Matematicamente, o custo alocado para cada

usuario € dado por:

onde:

P(Q) : probabilidade de ocorréncia da coalizédo Q;
N: conjunto de usuarios que usam o servico;

C(Q) : custo devido a coalizdo Q;

C, : custo alocado ao usuario i.

Com base nos conceitos de probabilidade:

C = Z (ng)!(ny —ng _1)!(C(Q+i)—C(Q))
QcN (ny)!

onde:
ny : numero de elementos do conjunto N;

ng : numero de elementos da coalizdo Q

Apesar do método de Shapley ter eliminado as limitacbes do método de
custos incrementais e de ser visto como um significativo progresso em relagéo

aos métodos anteriores, ele apresenta duas limitagdes importantes:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510505/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510505/CA

46

i) Falta de isonomia (também conhecido como requerimento de
comparabilidade) — Apresenta distor¢des, custos alocados com
montantes diferentes para agentes com impacto similar na fungao
de custo total — nesse caso, como mostrado, os agentes com os

maiores montantes sao beneficiados em relacdo aos demais.

i) Esforco computacional — O esforco computacional é grande, ja
que o numero de sequéncias de entrada na coalizdo cresce

exponencialmente com o numero de agentes que dela participam.

Para solucionar o problema de distor¢cao entre os custos de agentes com
mesmo impacto na fungdo de custo e com montantes de diferentes magnitudes,
é possivel tomar-se o seguinte critério: dividir os agentes maiores em
subagentes cujos montantes sejam iguais ao do menor agente de mesmo
impacto na fungéo de custo e, entdo, realizar o procedimento original descrito no
Método de Shapley. Assim, o método passa a chamar-se Shapley Modificado.
Vale destacar que, embora seja notado um progresso em relagao ao método de
Shapley, no sentido de que o problema de distor¢ao € eliminado, o Método de
Shapley Modificado apresenta um agravante no que se refere ao esforgo
computacional, ja que o numero de elementos na coalizdo aumenta

significativamente quando se faz a divisdo de agentes em subagentes.

2.8
Método de Aumann-Shapley

Para alguns métodos de reparticdo de custos apresentados nas secdes
anteriores, como por exemplo, o método nucleolus, é necessario que o nucleo do
jogo seja ndo vazio. Outros métodos, como o valor Shapley e Aumann-Shapley,

podem ser aplicados em qualquer tipo de funcéo de custo [Marzano, 1998].

A reparticao de custos pertencentes ao nucleo representa um incentivo
para cooperagao entre os agentes, pois neste caso a coalizdo é de interesse dos
jogadores. Entretanto, em determinadas situagbes nas quais surgem custos
adicionais decorrentes de outros servicos, a propriedade subaditiva ndo é mais

respeitada, isto €, ndo existe mais nucleo. Por exemplo, em sistemas de
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poténcia, onde o sistema de transmissao € um monopdlio natural, os geradores
e cargas sado obrigados a compartilhar o sistema de transmissdo, onde a
reparticdo de custos nao necessariamente pertence ao nucleo, como a
reparticdo de custos das perdas de energia elétrica, custos de poténcia reativa,

custos pelo uso da rede, etc.

O método de Aumann-Shapley é uma decorréncia natural do método de
Shapley [Young, 1994] [Ribeiro, 2005]. Este método surgiu a partir da idéia de se
“dividir” os recursos de cada agente em varios segmentos infinitesimais e aplicar
o método de Shapley a cada um deles, como se cada segmento representasse

um agente individual.

A primeira vista, as dificuldades computacionais seriam ainda maiores do
que o método de Shapley modificado, pois o numero de combinagdes
aumentaria consideravelmente. Entretanto, conforme é mostrado no Apéndice A,
o0 meétodo de Aumann-Shapley permite que o problema de reparticdo de custos

possua uma solugao analitica.

Para ilustrar o método de Aumann-Shapley de forma intuitiva, considere

que um determinado montante de servigo b* esteja sendo solicitado por todos os

agentes. Neste ponto, o custo de utilizagdo deste servico sera igual a c(b* ).

Considere agora que um determinado agente i solicite um acréscimo no

seu montante de servigo igual a A;. Como consequéncia, o custo do servigo

sofrera uma elevagao de c(b*) para c(b* +4;). O custo incremental causado

por este agente sera entao:

c(b +A;)-c(b) (2.13)

Conforme foi visto nas secgdes anteriores, a ordem de entrada dos
agentes nas coalizbes afeta a reparticao do custo. Da mesma forma, a ordem
com que os agentes solicitam acréscimos em seus montantes de servigo deveria

influenciar a reparticao de custos.

Entretanto, se for considerado que o acréscimo solicitado pelo agente i

(A;) é infinitesimal, a sua ordem de entrada ndo mais influenciara a reparticao
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de custos. Isto € valido porque, quando A; — 0, o custo incremental obtido para

o agente i em (2.13) se aproxima do seu préprio custo marginal. Logo:

c(b’ +A;)—c(b’) _ ac(b)|

A; = ob; |,_,:

(2.14)

O custo unitario de Aumman-Shapley pode ser obtido, portanto, como o
valor médio dos diversos custos marginais do agente. Mediante certas condi¢oes
matematicas [Marzano, 1998], pode-se mostrar que a média desses custos
marginais, quando os valores de b; aumentam de zero até seu valor total,
convergem para um valor que é conhecido como o custo unitario de Aumann-

Shapley. Matematicamente, se expressa como:

1
7%1: j 6C(t-b)dt

ob,

(2.15)
t=0

onde:
b; : montante que corresponde a utilizagdo do servigo pelo usuario i,
714 = custo unitario de Aumann-Shapley do usuario i.

O custo que cabe ao agente i € obtido multiplicando-se seu montante b;

pelo seu custo unitario de Aumann-Shapley 7.

Ci=7b (2.16)

Para o exemplo de trés agentes, o custo repartido pelo meétodo de

Aumann-Shapley seria:
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Tabela 2.8 - Alocagao de Custos pelo Método de Aumann-Shapley

Agentes Custo Unitario de Aumann-Shapley Custo Repartido ($)
1 7?1—Iac(tb)dt— Idt Cy=by75=1.1=1
t=0 1
1 dc(t.b) !
2 Fp= [ = rdt= [ 3(t+24 dt=9 C,=byty=2.9=18
t=0 2 =
1 1
3 j ab t= [ 3.(t+24)7dt=9 Cy=by iy =1.9=9
t=0 3 t=0
TOTAL 28

Observa-se, por meio da Tabela 2.8, que o0 método de Aumann-Shapley
recupera integralmente o custo total do servigo requerido pelos agentes. Além

disso, para agentes que possuam impacto semelhante sobre a fungao de custo,

o custo unitario é igual (C;3/b; =C,/b, =9)

A grande vantagem do método de Aumann-Shapley advém do fato de
que a reparticido de custos € obtida de forma analitica, o que dispensa a
necessidade de combinagcdes na ordem de entrada dos agentes. Esta
caracteristica permite que o esforgco computacional necessario para realizar uma
reparticdo de custos no método de Aumann-Shapley seja independente do
numero de agentes participantes da coalizdo, o que torna este método atil em

reparticdes de custos que possuam um numero elevado de agentes.

A principal desvantagem deste método € a necessidade de resolugéo da
integral formulada (2.15), 0 que nem sempre é possivel computacionalmente.
Uma alternativa para contornar esta deficiéncia do método é calcular esta

integral de forma numérica, fracionando-se o montante b; dos agentes em n

partes iguais, onde n € um numero suficientemente grande. Desta forma:

n .
7 =%j§§—;(%-b,-j (2.17)

Contudo, esta alternativa pode levar a problemas de estabilidade
numeérica no calculo da integral quando a relacao j/n se aproxima de zero, devido
a dificuldade de se obter o custo marginal dos agentes quando seus montantes
de utilizacado sao nulos. Esta deficiéncia pode ser contornada com a adocao de

simplificagcdes durante o calculo da integral numérica que nao alterem de forma
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substancial a reparticdo de custos obtida pelo método de Aumann-Shapley,

como a adogao de um limite inferior para a relagao j/n, por exemplo.

Conclui-se, portanto, que o método de Aumann-Shapley €& o mais
adequado para o calculo da reparticdo do custo de um determinado servigo
utilizado por um conjunto de agentes. Além disto, a alocacdo Aumann-Shapley
apresenta uma série de caracteristicas desejaveis em termos de coeréncia

econdmica e isonomia.
Esse método pode ser resumido pelos seguintes pontos:

» o0 custo unitario de Aumann-Shapley, para um certo agente,
corresponde a média de seus custos marginais obtidos quando seu
montante cresce uniformemente de zero ao seu valor final;

= 0 custo do servigo € recuperado;

= justica na reparticdo - ndo implica em subsidios cruzados;

» baseia-se em custos marginais = induz a eficiéncia econdmica;

» o0 esforgco computacional é aliviado em relacdo ao Método de
Shapley Modificado.

2.9

Conclusdes

Neste capitulo foi apresentado o problema de reparticdo de custos entre
agentes que realizam parcerias para a utilizagdo de um determinado servico. E
necessario que esta reparticdo ocorra de forma justa e eficiente, a fim de que um
determinado agente ou grupo de agentes ndo seja beneficiado em detrimento

dos demais.

Foram apresentados diversos métodos utilizados no problema de
reparticdo de custos, concluindo-se que o método de Aumann-Shapley € o mais
indicado, pois é o unico que atende aos critérios de justica e eficiéncia na
reparticdo de custos com um esforgo computacional razoavel. Na Tabela 2.9 sao
apresentadas as principais vantagens e desvantagens dos métodos abordados

neste capitulo.
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Para exemplificar os métodos de custos marginais, custos incrementais,

Shapley e Aumann-Shapley, foi usada uma fungéo cubica que permite mostrar

as diferencas existentes entre estes métodos de alocacdo de custos, assim

como as vantagens e desvantagens.

O método de Aumann-Shapley sera empregado tanto na alocagédo de

perdas do sistema de energia como na determinacdo das contribuigbes de

poténcia dos geradores nas cargas. Ressalta-se que a aplicagdo de Aumann-

Shapley para resolver esses problemas tem tratamento analitico.

Tabela 2.9 - Vantagens e Desvantagens dos Métodos de Reparticdo de Custos

Incrementais

Recupera o custo do servigo.

Métodos Vantagens Desvantagens
. Complexidade do
= Recupera o custo do servigo; .
- , o ) algoritmo cresce
» Nao ha subsidio cruzado; .
~ exponencialmente com
Nucleolus » Garante que a solugao se . .
. 0 numero de agentes;
encontra no nucleo, quando i X
. Se o nucleo for vazio a
este existe. o .
solugao ndo existe.
Nao recupera
Custos s oA . .
. Induz a eficiéncia econbmica. integralmente o valor do
Marginais 4
Servigo.
Custos A -
o e a . Existéncia de subsidios
Marginais = |nduz a eficiéncia econdmica;
. cruzados entre 0s
com Fator | Recupera o custo do servico.
. agentes.
de Ajuste
A a Sensivel a ordem de
Custos = |nduz a eficiéncia econdmica;

entrada dos agentes nas
coalizbes.

Induz a eficiéncia econbmica;
Recupera o custo do servigo;

Sensivel aos montantes
de servigo utilizados
pelos agentes com

afetado pelo nimero de
agentes;

Nao é sensivel aos montantes
de servico utilizado pelos
agentes (isonomia).

Shapley » Nao ha subsidio cruzado; impacto semelhante
= N3&o é sensivel a ordem de sogre a funcio-custo
entrada; dos agentes. (ndo isonorﬁia)
= |nduz a eficiéncia econdmica;
= Recupera o custo do servigo; .
. o ’ Necessidade de
=  N&o ha subsidio cruzado; formular a funcdo -custo
= N3&o é sensivel a ordem de do servico de forma
entrada dos agentes; e 2
Aumann- , . analitica;
Esforco computacional ndo é
Shapley Problemas de

instabilidade numérica
podem ser observados
na reparticao de custos.
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