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Apéndice A - Construcao do Atuador

O material usado para as bases e os fixadoresaghtey uma versdo mais
resistente da fenolite. Elo foi escolhido por sen wmaterial muito leve e
resistente, apesar de possuir uma espessura nagjtenqa. Para o atuador foi
usado garolite de 0.9 mm de espessura. As meditasap pecas estdo em mm e
em graus sexagesimais. A Figura 86 mostra as nedalbase inferior em escala
1:1 com duas vistas em detalhe em escala 4:1 esdgd®es para cada detalhe
também em escala 4:1. A Figura 87 mostra as medalaase superior em escala
1:1 com um vista em detalhe em escala 4:1 e uné@ ggra o detalhe também
em escala 4:1. A Figura 88 mostra as medidas ddigador pequeno inferior em
escala 1:1 com um vista em detalhe em escala 4rheesecdo para o detalhe
também em escala 4:1. A Figura 89 mostra as medidael fixador pequeno
superior em escala 1:1. A Figura 90 mostra as masditb anel fixador maior
inferior em escala 1:1 com um vista em detalhe srtala 4:1 e uma sec¢éo para o
detalhe também em escala 4:1. E, finalmente a &i§lirmostra as medidas do

anel fixador maior superior em escala 1:1.
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Figura 86: Medidas da base inferior em escala 1:1 com duas vistas em detalhe em

escala 4:1 e duas secdes para cada detalhe também em escala 4:1.
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Figura 87: Medidas da base superior em escala 1:1 com uma vista em detalhe em escala

4:1 e uma secéo para o detalhe também em escala 4:1.
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Figura 88: Medidas do anel fixador pequeno inferior em escala 1:1 com uma vista em

detalhe em escala 4:1 e uma sec¢édo para o detalhe também em escala 4:1.
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Figura 89: Medidas do anel fixador pequeno superior em escala 1:1
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Figura 90: Medidas do anel fixador maior inferior em escala 1:1 com uma vista em

detalhe em escala 4:1 e uma sec¢édo para o detalhe também em escala 4:1.
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Figura 91: medidas do fixador maior superior em escala 1:1.

As seis pecas de garolite sdo apresentadas naMguPara sua construcao

foram usados, principalmente, um torno e uma fiasad

Figura 92: As seis pecas de garolite.

Inicia-se a construcdo do atuador colocando osldiress pequenos a 5 mm
de distancia. Para isto, se colocam parafusospeeselem os fixadores de forma
sua conexao fique rigida (Figura 34).
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Figura 93: Anéis Fixadores separados 5 mm com ajuda de parafusos.

Rolam-se os fixadores sobre o masculo artificiahppe ele seja aderido ao
seu perimetro, como se observa na Figura 94a. iBumi-se entdo os fios
condutores de corrente elétrica que comunicam IEEl@s interiores com a parte
interna do atuador na disposi¢cao mostrada na Fiislva

(@ . Ol

Figura 94: (a) Fixadores e musculos prontos para serem colados. (b) Fios condutores em

um fixador.

O envoltorio que protege o musculo auxilia seu reaimy pois o masculo ja
€ um adesivo. Se Corta parte da superficie patareatumulacdo de material
(Figura 18a). Retiram-se o envoltério para que aaould fique colado e pronto

para ser pré-tensionado (Figura 95b).

() (b)

Figura 95: (a) Superficie cortada para evitar acumulagéo de material. (b) Musculo colado

aos fixadores, pronto para ser esticado.
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Com ajuda dos parafusos estica-se o musculo em,200%eja, até 15 mm
de distancia entre fixadores (Figura 96a). Entdosseum pincel para cobrir em
trés partes as paredes externas e trés partespmidentes nas paredes internas

para assim formar trés capacitores como mostradrogouaa 96b.

(@) (b)
Figura 96: (a) Musculo esticado. (b) Masculo com trés capacitores feitos de graxa

condutora.

Com os fixadores maiores, repete-se 0 mesmo proeeth anterior para
assim construir a camada maior, também com tréscitapes. Usando os furos
circulares dos fixadores e da base como guiasreselgm as duas camadas na
base inferior (Figura 97) e a superior. A mola pede introduzida por espacos
perto do centro das bases. A Figura 97b mostraamlat totalmente construido.

(a) (b)

Figura 97: (a) Camadas coladas a base inferior. (b) Atuador totalmente construido.

A Figura 98 mostra um atuador com apenas a canmdma, apos seu
rompimento, para se ter uma idéia de como foi coits.
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Figura 98: Atuador de uma camada ao final dos experimentos.
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Apéndice B - Calculo dos Parametros do Atuador para 0
modelo Kelvin- Voigt

Esta calibracéo é feita a partir da medicéo, adatm tempo, das posicdes
Ox, Oy, Oz e angulos de rotacada, [, y. Se consideramt medigcbes em
intervalos de tempdt . O sub-indicej representa a parte do musculo onde néao &
possivel aplicar tensdo elétrica, o sub-indicaepresenta a parte do musculo
onde é possivel aplicar tenséo elétrica. O sulzéndiepresenta a unido dos dois

gruposj e k. A Figura 99 mostra a carga que o atuador temmngoeer (base

inferior fixa) ademais mostra os sub-indices.

Carga

Atuador

Subindice k& Subindice j

v
Subindice i

Figura 99: Sub-indice j para as partes sem tensao elétrica, k para as partes com tenséo

elétrica e i para todo o conjunto.

O procedimento é o seguinte.

1. Se aplica uma tencéo elétrica nas paredes do noUpauh assim
mover a base superior do atuador e se inicia a géeddos
parametros (ver Capitulo 4).

2. Se retira a tencao elétrica.

3. Quando a base superior fica estavel terminam as;fresd


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611799/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0611799/CA

105

4. Se tomam os dados obtidos entre os pasos 2 e 3ag secalculo
dos parametros do musculo no estado natural (seg@deslétrica)

5. Se tomam os dados obtidos entre os pasos 1 e Rarametros
calculados em 4 e se faz a calculo dos parametrasiculo com

tencao elétrica.

O método de calibragdo é para o modelo Kelvin Voigt

Figura 100: Modelo matematico KV.

Com equacgao:

—kiy L& —cy [F =h (B.1)

Os parametros que seréo calculados sao:

kkv, : Coeficiente de rigidez para o modelo KV sem teredétrica.

ckv, - Coeficiente de amortecimento para o modelo KV s&mséo elétrica.
K : Constante de rigidez da mola central.

kkv, : Coeficiente de rigidez para o modelo KV com tensi@trica.

cky, : Coeficiente de amortecimento para o modelo KV ¢enséo elétrica.

|, : comprimento natural para o modelo KV com tendétiea

Primeiro se faz a calibracdo do musculo no estataral (sem tenséo

elétrica nas suas paredes). Os parametros neat esitioK , kv, e cxv,, que
sao calculados a partir de, B, y,0x, Oy e Oz obtidos nos experimentos.

O analise inicia da equacéao de forcas do atua#sic(ito no Capitulo 2)

> f, + Fmol + Fg = m[Cg (B.2)

i=1
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> f, +Fmol =m(Cqg - Fg

i=1

Analisa-se a somatoria de for¢gssabendo qud, =h EﬂA), :

> f=Xh
Substitui-se a forcéy segundo o modelo KV:

21 =2 (ke & — oy [2,)

> == key & By - Y oy 2 Ty
2=k g M - cxy, D¢ M
Por comodidade Definem-se:
CEl, ==Y &
CVI. =-3 ¢, T

Por tanto a equacéo da somatéria de for¢as no tholéscu

D =kky [CEl . +cxy [CVI

Agora se lembra a forca na mola central:

Fmol = -K [f|O] - L) ®
Define-se:

CT, =~(|o]-L)®

Entdo a forga na mola central é:

Frmol = K [CT.

Substituindo (B.10) e (B.13) em (B.3):
ki, [CEIl . +cxy, [CVI, + K [TT. =mI[Tg - Fg
Definindo:

RF =m[Cg - Fg
entao

Frmol = K [CT.
key [CEl, +Cxy, [CVI, + K [CT. = RF

106

(B.3)

(B.4)

(B.5)
(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)
(B.16)
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Agora se analisam os torques

T +Tmol = | [
=1

A somatoria de torqueg sabendo qud; =D, xh [ﬂi e
ST =%
2T =2Dxh
2T =2 hD,xb

Substitui-se a for¢dy segundo o modelo KV:

A

2T =2 (ke [ -y [ ) (D, Dy

DT == ke [ D, xBy — 3 oy [ D, xhy
le = —kxy, [Zgi (D, "5 — Cky, @g. (D, Xﬁ
Definem-se:

CEIT :_Z‘f‘i DDi Xli

CVI, ==X D,

Por tanto a equacao da somatoria de torques segumddelo KV é:

DT = ky, [CEl; +cxy, [TV,

Lembra-se o torque gerado pela forca da mola dentra
Tmol = -Ald x(-K [f|0] - L) )
Ordena-se:
Tmol = K [f At x(|O] - L) )
Definem-se:
CT, = Al x(|O|-L) @

Entdo o torque que e gerado pela forca da molaatent

Tmol =K [CT,
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(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)
(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)
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Substituindo (B.26) e (B.30) em (B.17):

kev, [CEl, +cxy, [CVI; +K [CT, = | [ (B.31)
Definindo-se
RT = b (B.32)
obtém-se
kev, [CEl, +cxy, [CVI; +K [CT, =RT (B.33)

Se Constréi o sistema de equactes a partir dag@epdB.16) e (B.33)
para asit medicoes.

1{ 'CEl, 'CVI, CT, 3 1{ RF

'CEl, ‘CVI, CT. 'RT
: : oy |= | (B.34)
"CEl. "cvI. "CT. |l K "RF
nt nt
"CEl, "CVI, "CT, "RT
%r_/
MKV, RKV,,

Como ha mais equacgbes que incognitas se usa & pseudo-inversa para

obter os primeiro quatro parametros:

(ke oo K)'=(MKVZ, DMKV, )™ IMKVY, [RKV, (B.35)

Depois de calcular estes trés primeiros parameieofaz o célculo dos trés
restantes que correspondem ao musculo com tenéfi@alnas suas paredes.

Estes parametros sdav, , cv, € |, que sdo calculados a partir de, S,
y,0x, Oy, Oz, K, kkv, € Cky,.

Da equacéao de for¢as do atuador:
> f, + Fmol + Fg = m[Cg (B.36)
i=1

Separam-se as for¢cas do musculo em duas somatorias:

J

> f,+> f +Fmol + Fg = m[Cg (B.37)
k
> f,=mCg-> f,-Fg-Fmol (B.38)
k j
Analisa-se a somatoria de for¢s sabendo qud, =h, EEA}K ;

> f, =Y h 0, (B.39)
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Substitui-se a forc, segundo o modelo KV:
; f =;(—|<KVk [Z, —cxy, (2, (B,
Zk: f, = —kiy Dzk:gk (B, — cevy Dzk:sk [,
Ek: f, = —ky, Dzk:(ak -, B, ) - oy Dzk:sk B,
; f = ki, [Ek:Bk + kv [ D;E;K — vy D;sk (B,

Definem-se:
CBK. =-> B,
k
CDK; =Y b,
k
CVK, =-> & b,
k
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(B.40)

(B.41)

(B.42)

(B.43)

(B.44)

Por tanto a equacdo da somatoria de forcas dendideik segundo o

modelo KV é:

Dy = key [CBK. +ky O [CDK . +cxy, [CVK
k

Substituindo (B.45) em(B.38):

(B.45)

kev, [CBK . + ky, Ol [CDK . + kv [CVK, =m[Cg->" f, —~Fg-Fmol (B.46)
j

Seja:
RRF =m[Cg - Fmol -)_ f, - Fg
i

Obtém-se:

kv, [CBK , + kxy, [, [CDK_ +Cxy, [CVK, = RRF

Agora da equacéo de torques do atuador:

ST, +Tmol =1 @

i=1

Separam-se 0s torques do musculo em duas somatérias

ZTI. +ZTk +Tmol =1 [
i K

(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)
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DT =1 E0->T ~Tnol (B.51)
k i

Analisa-se a somatoria de torquessabendo qué& =h [D, xt} ;

;Tk :;hK D, XD, (B.52)
Substitui-se a for¢dy segundo o modelo KV:
T = (~key, & — oy, (B, ) D, xb, (B.53)
k k
3T, = —key & D, xb, — oy D& D, xb, (B.54)
k k k
Definem-se:
CBK; =-) D, xB, (B.55)
k
CDK, = D, xh, (B.56)
k
CVK, ==Y &, [D, xh, (B.57)
k

Por tanto a equacdo da somatoéria de torques déndige-k segundo o

modelo KV é:

D T, = ki [CBK + iy, O, [CDK + Cxy, [CVK (B.58)
k

Substituindo (B.58) em (B.51):

kevy, [CBK + kv [ [CDK +cxy, [CVK = | o= )T, =Tmol (B.59)
i
Definindo-se
RRT =1 Dti)—ZTj —Tmol (B.60)
]
obtém-se
kicv, [CBK + ki, [}, [CDK + cxv, [CVK = RRT (B.61)

Construi-se o sistema de equacdes a partir dag@epI€B.48) e (B.61) para
asnt medicoes:
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1{ 'CBK, 'CDK, 'CVWK,
'CBK, 'CDK, 'CVWK, kv
: : kicvy, [l
o { "CBK, ™CDK, ™CVK. |\ Ok
"CBK, ™CDK, ™"CVK;
MKV,
Seja:
Kicvic Nk,
Kevie e [ =] Nk,
CKV Nk,

'RRF
'RRT

"RRF
"RRT
RKV,

111

(B.62)

(B.63)

Como ha mais equagfes que incognitas se utilimaatez pseudo-inversa

para obter:

(N, N, Nig)' =(MKV, MKV, )™ DMKV, [RKV,,

Obtém-se os ultimos trés parametros:
Kivi, = Nk,
| = Nk,

“ N
K1
Ckv, = Nk,

(B.64)

(B.65)
(B.66)

(B.67)
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Apéndice C - Relagbes entre a Matriz de Rotagéo e a
Velocidade Angular

Nesta secdo, sdo apresentadas equacdes entre ia deatrotacdo, a
velocidade angular, e as derivadas destas.

Para um sistema de coordenadas que esta giranaitria de rotacacA e
. B A~ o~ a\T & - ~ ~\T ~ ~ ~ ~\T
0s vetores unitarios :(IX I, |Z) v :(Jx y jz) e k:(kx K, kz)
correspondentes ao sistema de coordenadas, dst@onados como segue:

o K
A=(i j l2)= LodK (C.1)

IZ JZ Z

> X

>

Um vetor unitério (fixo a um corpo que gira) muligado vetorialmente por

. . T .
a velocidade angular de dito corpoz(a)x @, a)z) , resulta na derivada do

vetor [16]. Entdo, para os vetores unitarigs] e k, tem-se

A

| = wxi (C.2)
j=wx] (C3)
k = wxk (C.4)

O produto vetorial pode ser feito mediante um ptoduatricial ordenando os

elementos dev numa matriz. Se[a)] € a representacdo matricial de entédo

0 -0 w

z y
[wW]=| @, 0 -w, (C.5)
-w, @ 0
e 0s produtos vetoriais anteriores ficam em praotatriciais como segue
£ -
x 0 -w |/l
iy |1=| @, 0 -« |0i, (C.6)
& -w, 0 i

N

| y X
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Jx 0 -w (I
1=l o, 0 -a |0, (C.7)
J-*z ~w, ), 0 i,
lfx 0 -w g, K,
k,|1=| o, 0 -« |0k (C.8)
k;\ _C()y C()X 0 ﬁz
Agrupam-se as equacdes acima em uma

IAX ix X 0 —, C{)y IAX Ix Qx

i,y k.y = w, 0 -w (Wi, j, Kk, (C.9)

i’\z Iz Rz _C()y C()X 0 iz jz kz

Note que a primeira matriz é a derivada da makizotacdo, a segunda
matriz é a velocidade angular representada em fonausicial, e a Ultima € a
propria matriz de rotacdo. Desse modo, se podea velacdo entre a velocidade

angular do sistema e a matriz de rotacao

A=[w]A (C.10)

ou

AR =[d] (€11)
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Apéndice D - RelagBes entre os Angulos de Rotacdoe  a
Velocidade Angular

Agora se usara a equac®dA’ =[w| descrita no Apéndice anterior para

obter uma relacao direta entre a velocidade angubarangulos de rotacdo usados
para girar um sistema de coordenadas.
Neste trabalho se usam trés rota¢ées consecufivaslps de Cardan [15]),

primeiro um angular no eixo X, depois um angulg8 no eixoY e por ultimo
um anguloy no eixoZ . Entdo para estes angulos a matriz de rotacéalsala

como
1 0 0 cosP) 0O sing cop( )— sim( )
A=|0 cos@) - sing ) 0 1 0 sink ) cog( ) (D.1)
0 sin@) cosg ) \—-sin@G) 0O cof 0 0 i

Para os angulog , B e y a equacddA[A’ =[w| pode ser escrita
0A . 0A . O0A .\ 7
—ad+—pf+—y|A =|w D.2
[aa 2p ayyj (4] (02)
Igualando elemento por elemento, esta Ultima equagitricial gera nove

equac0Oes, das quais trés sao identidades, e trégusds as trés restantes. Entéo,

das trés equac0es restantes pode-se calcular

w, = a+ysin(gB) (D.3)
w, = feos@ )~ yOsing Ycos@ (D.4)
w, = Bsin(a)+ ytosk Ycos@ (D.5)
ou também

@, 1 0 sin@) a
w,|=|0 cos@) - sing )cosB ) B (D.6)

w, 0 sin@) cosg )cosB )\ y

1 0 sin@3)

DefinindoH =(a S8 y) eW=|0 cos@) - sing )cos§
0 sin(@) cosf )cosB )

entdo as equacdes acima resultam em
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w=W H (D.7)
onde:
H=(a £ ») (D.8)
e:
. OW
W=——l+ ﬁw (D.9)

Também se precisara da derivada da velocidadean@alra isso, deriva-se

a equacao anterior para obter

lo=W H +WH]| (D.10)

Da equagéoA:[a)]DA, pode-se calcular a segunda derivada referente ao

tempo da matriz de rotacdo A

A=[d]A+[a]| A (D.11)

ou também

:([a)]+[a;]2)m (D.12)

onde[ )] é a representagdo matricial do vetor

As matrizesA, [a)] e W facilitam muito o calculo das derivadas de outros

parametros.
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Apéndice E - Derivadas com vetores

Nesta parte se apresenta a deducdo de duas formuklsajudam
enormemente na hora do calculo da derivadas dolmediirecdo de um vetor.

Seja um vetorA com derivada referente a tempo, modulo mA e vetor
A N
unitario a= —
mA

Para o modulo de um vetor temos

mAZ = AT A (E.1)
Derivando referente ao tempo
20N A = AT N+ AT A (E.2)
Como A" [\ é um escalar entdd’ A = A" [\ .A equacdo fica como segue
20A A = 20\ [\ (E.3)
mA = AT\ (E.4)
mA

Entdo a derivada do modulo de um vetor e iguahrsposta da derivada de

dito vetor multiplicado por seu vetor unitario

mA=A"T1A (E.5)
Agora para calcular a derivada do vetor unitaripate da equacao:
A
A= —— E.6
A= (E.6)
deriva-se a equacéao anterior
=N A > A (E.7)
mA  mA
A= AN _M n (E.8)
mA  mA
A= A-mA\QE (E.9)
mA
Por tanto a derivada de um vetor unitario referanteempo é
. A-(A"3)a
AT ———— (E.10)
mA
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Apéndice F - Ajuste por minimos quadrados de um pla  no

Seja equacéo do plano:
Foiaro (X, ¥,2) =aX+bly+clz+d =0 (F.1)
O vetor D=[ald b[A cO]" parte de (x,Y¥;,z) a0 ponto mais perto

dele e que pertence ao plano. Entéo:

X=x+all (F.2)
y=y +bA (F.3)
z=z +clA (F.4)
Substituindo na equacgao do plano

alix +al)+b{y +bA)+clz +cA)+d=0 (F.5)
alx +a’A+y +b*A+clk +c’MA+d =0 (F.6)
alx +by +clz +d+a’A+b*A+c* A =0 (F.7)

_alx +bly +clz +d
A= b1l (F.8)

A distancia se calcula como o modulo do vddor
Dplano = |A|{/a® +b* +c? (F.9)
Substituindo (F.8) em (F.9) a distancia de um pqptpy;,z ) ao plano é:

X +bly +c(z +d

Agora para ajustar um plano para varios pontospi®eisa minimizar

a
Dplano = | (F.10)
z Dplano’ . Para isso se utiliza o multiplicador de Lagrangem restrigdo
a’+b*+c”*-1=0 e se cria a fungéo:
Fp:ZDpIanqz—)lEQa2+b2+cz—l) (F.11)
Fp=Y (aX +by +cx +d) - Afa’ +b+c-1) (F.12)

Ondei =1,2,3,...Np e Np € o numero de pontos.

Deriva-se com referéncia a varia\gel
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an =20} (alk +bly,+c(z +d) Gk - 2A A= 0 (F.13)

an 2[@a X +bD) x B +c) x Z+dD x |-2A@=0 (F.14)
Deriva-se com referéncia a variavel

an = 20% (alx +b Ly, +c% +d) [ - 204 = 0 (F.15)

an Ztﬁaixw+b@yl +c)yZ+d} y |-2@ D=0 (F.16)
Deriva-se com referéncia a variawel

agcp 20} (alx +bly,+c(z +d) 2 - 2A &= 0 (F.17)

an =2(al} x [ +b} y Z +c}. 7 +d} z |-2AE=0 (F.18)

Deriva-se com referéncia a variawkel

an =20 (alx +by,+clx +d)=0 (F.19)
an ZEEa x +b}>y, +c} 2 +dNp]=0 (F.20)
Deriva-se com referéncia a variavel

a’+b’+c*-1=0 (F.21)

Das derivadas anteriores, obtém-se o0 sistema GE@est
al) +bDD x By +cDD % Z+dD x -A@=0 (F.22)
al) x +bDD y?+cDD y Z+dDD y, -Ab=0 (F.23)
al) x & +bDD y & +cD) 7 +dD z-A=0 (F.24)
al) x +bDD y +cD z+dNp=0 (F.25)
a’+b*+c*-1=0 (F.26)

Sejla X=Yx, Y=Yy, Z=Xz, X’=Yx, Y=Yy,

?:ZLZ,W:ZKQ,\E:zMQeﬂ:z;DQ.

Substituindo no sistema de cinco equagoes.

aX?+bIX Y +cX Z+dX = AR (F.27)
aX Y +bY2+cYZ+dY = A b (F.28)
alX +bY Z+cZ2+dZ =T (F.29)

alX +bY +cZ+dNp=0 (F.30)

a’+b’+c*-1=0 (F.31)
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Isolandod da quarta equacao e substituindo nas trés prisneg@abtém o

sistema de quatro equacoes:

2

X2-X' XY-XI XZ-XIZ|r, 3
XY-XIY Y’-Y' Y@Z-YZ |Db|=ADb (F.32)
XZ-XIZ YZ-Yiz z2-7° |L¢ c

a’+b*+c*-1=0 (F.33)
A solucdo corresponde ao autovalor correspondemten@nor autovalor

com a restrici@” +b*+c”-1=0. Finalmente se calculd:

_a§+bD7+cEf
Np

d

(F.34)
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Apéndice G - Ajuste por minimos quadrados de duasr  etas
perpendiculares

Sejam as equacdes das retas:

L, =alk+bly+c (G.1)
L, =-bx+aly+c, (G.2)

Seja(x,Y;,z) um ponto correspondente a rdtae (xj,yj,zj) um ponto
correspondente a retg . As distancias a ditas retas sao:

|aD§ +b@ +C1| z‘—bD(j+a@j+Cz‘_

Quer-se minimizarz D7 +ZDzJ?. Para isso se utiliza o multiplicador de

(G.3)

Lagrange, com restricaa’ +b*-1= 0, para minimizar a funcio:
Frp=> Di+>’ sz-/][ﬁa2+b2—1) (G.4)
Frp=3"(alX +bly,+c) + 3 (-biX +aly +c,) -Affa’ +b*-1)  (G.5)
ondei = 1,2,3,..Nrp

Deriva-se com referéncia a variawel

aFrp =2la} %’ +b0)> x O +¢, 1) x ~bD} x ¥, +ald  y’ +c,(} y; |-2@M =0
(G.6)

Deriva-se com referéncia a varia\el

aFrp-Z[ﬁ al) x; +bD y*+c, Dy, +bDD x> -ald x [y, —c,[D_x ] 2A=0
(G.7)
Deriva-se com referéncia a variaw

aFrp =2[lal} x +b} y, +¢Nrp]|=0 (G.8)
Deriva-se com referéncia a variawgt

oFrp _ _
. —ZEE—bDij +al} y, +¢, EINrp] =0 (G.9)
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Deriva-se com referéncia a variaviel

a2+b2 —l:0 (GlO)
Seia X, =YX, Y=Yy, Z=Xz. XI=Yx, ¥W=Yy,.
=27 XY =YX YZ =Yy e ZX, =) 5
Seja X, =Y. %, Y, =2y, Z,=yz, Xi=Yx, YI=DyE,

=2.7, X_YJ=ZX; D/;’YTFZVJ- Qiez—XJ:ZZi X; -

Substituindo no sistema de cinco equacdes obtidas jgerivadas parciais

se obtém.
alX? +bXY +¢, X, -bIXY, +alY? +c,LY, =all (G.11)
alXY +blY? +¢ [Y +bX? -alXY, -c,[X, =b A (G.12)
alX, +bLY, +¢ [(Nrp=0 (G.13)
-b[X, +alY, +c,[(Nrp=0 (G.14)
a’+b*-1=0 (G.15)

Isolando ¢, e c, da terceira e quarta equagdo e substituindo nas du

primeiras se obtém o sistema de trés equacoes:

O X O e e 6
XY =X, Y = XY, + X, 0¥, Y=Y, Y, +X2-X,X, |LP b

a’+b*-1=0 (G.17)
A solucéo é ao autovetor correspondente ao menovaar com a restricdo

a’ +b’-1=0. Finalmente se calculag e c,:

_atX, +bly . TbIX, *aly; (G.18)
Nrp Nrp
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