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Apêndice A - Construção do Atuador 

O material usado para as bases e os fixadores é a garolite, uma versão mais 

resistente da fenolite. Elo foi escolhido por ser um material muito leve e 

resistente, apesar de possuir uma espessura muito pequena. Para o atuador foi 

usado garolite de 0.9 mm de espessura. As medidas para as peças estão em mm e 

em graus sexagesimais. A Figura 86 mostra as medidas da base inferior em escala 

1:1 com duas vistas em detalhe em escala 4:1 e duas seções para cada detalhe 

também em escala 4:1. A Figura 87 mostra as medidas da base superior em escala 

1:1 com um vista em detalhe em escala 4:1 e uma seção para o detalhe também 

em escala 4:1. A Figura 88 mostra as medidas do anel fixador pequeno inferior em 

escala 1:1 com um vista em detalhe em escala 4:1 e uma seção para o detalhe 

também em escala 4:1. A Figura 89 mostra as medidas do anel fixador pequeno 

superior em escala 1:1. A Figura 90 mostra as medidas do anel fixador maior 

inferior em escala 1:1 com um vista em detalhe em escala 4:1 e uma seção para o 

detalhe também em escala 4:1. E, finalmente a Figura 91 mostra as medidas do 

anel fixador maior superior em escala 1:1. 
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Figura 86: Medidas da base inferior em escala 1:1 com duas vistas em detalhe em 

escala 4:1 e duas seções para cada detalhe também em escala 4:1. 
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Figura 87: Medidas da base superior em escala 1:1 com uma vista em detalhe em escala 

4:1 e uma seção para o detalhe também em escala 4:1. 
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Figura 88: Medidas do anel fixador pequeno inferior em escala 1:1 com uma vista em 

detalhe em escala 4:1 e uma seção para o detalhe também em escala 4:1. 

 

 
Figura 89: Medidas do anel fixador pequeno superior em escala 1:1 
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Figura 90: Medidas do anel fixador maior inferior em escala 1:1 com uma vista em 

detalhe em escala 4:1 e uma seção para o detalhe também em escala 4:1. 
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Figura 91: medidas do fixador maior superior em escala 1:1.  

 

As seis peças de garolite são apresentadas na Figura 92. Para sua construção 

foram usados, principalmente, um torno e uma fresadora.  

 

 
Figura 92: As seis peças de garolite. 

 

Inicia-se a construção do atuador colocando os fixadores pequenos a 5 mm 

de distância. Para isto, se colocam parafusos e se prendem os fixadores de forma 

sua conexão fique rígida (Figura 34). 
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Figura 93: Anéis Fixadores separados 5 mm com ajuda de parafusos. 

 

Rolam-se os fixadores sobre o músculo artificial para que ele seja aderido ao 

seu perímetro, como se observa na Figura 94a. Posicionam-se então os fios 

condutores de corrente elétrica que comunicam as paredes interiores com a parte 

interna do atuador na disposição mostrada na Figura 94b. 

 

   
       (a)                                                              (b) 

Figura 94: (a) Fixadores e músculos prontos para serem colados. (b) Fios condutores em 

um fixador. 

 

O envoltório que protege o músculo auxilia seu manuseio, pois o músculo já 

é um adesivo. Se Corta parte da superfície para evitar acumulação de material 

(Figura 18a). Retiram-se o envoltório para que o músculo fique colado e pronto 

para ser pré-tensionado (Figura 95b). 

 

                  
(a)                                                     (b) 

Figura 95: (a) Superfície cortada para evitar acumulação de material. (b) Músculo colado 

aos fixadores, pronto para ser esticado. 
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Com ajuda dos parafusos estica-se o músculo em 200%, ou seja, até 15 mm 

de distância entre fixadores (Figura 96a). Então se usa um pincel para cobrir em 

três partes as paredes externas e três partes correspondentes nas paredes internas 

para assim formar três capacitores como mostrado na Figura 96b. 

 

                     
(a)                                                                  (b) 

Figura 96: (a) Músculo esticado. (b) Músculo com três capacitores feitos de graxa 

condutora. 

 

Com os fixadores maiores, repete-se o mesmo procedimento anterior para 

assim construir a camada maior, também com três capacitores. Usando os furos 

circulares dos fixadores e da base como guias, se prendem as duas camadas na 

base inferior (Figura 97) e a superior. A mola pode ser introduzida por espaços 

perto do centro das bases. A Figura 97b mostra o atuador totalmente construído.  

 

        
(a)                                                              (b) 

Figura 97: (a) Camadas coladas à base inferior. (b) Atuador totalmente construído. 

 

A Figura 98 mostra um atuador com apenas a camada interna, após seu 

rompimento, para se ter uma idéia de como foi construída. 
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Figura 98: Atuador de uma camada ao final dos experimentos.  
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Apêndice B - Calculo dos Parâmetros do Atuador para  o 
modelo Kelvin- Voigt 

Esta calibração é feita a partir da medição, a longo do tempo, das posições 

Ox , Oy , Oz  e ângulos de rotação α , β , γ . Se consideram nt medições em 

intervalos de tempo t∆ . O sub-índice j  representa a parte do músculo onde não é 

possível aplicar tensão elétrica, o sub-índice k  representa a parte do músculo 

onde é possível aplicar tensão elétrica. O sub-índice i representa a união dos dois 

grupos j e k. A Figura 99 mostra a carga que o atuador tem que mover (base 

inferior fixa) ademais mostra os sub-índices. 

 

 
Figura 99: Sub-índice j para as partes sem tensão elétrica, k para as partes com tensão 

elétrica e i para todo o conjunto. 

 

O procedimento é o seguinte. 

 

1. Se aplica uma tenção elétrica nas paredes do músculo para assim 

mover a base superior do atuador e se inicia a medição dos 

parâmetros (ver Capítulo 4).  

2. Se retira a tenção elétrica. 

3. Quando a base superior fica estável terminam as medições. 
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4. Se tomam os dados obtidos entre os pasos 2 e 3 e se faz a calculo 

dos parâmetros do músculo no estado natural (sem tenção elétrica) 

5. Se tomam os dados obtidos entre os pasos 1 e 2, os parâmetros 

calculados em 4 e se faz a calculo dos parâmetros do músculo com 

tenção elétrica. 

 

O método de calibração é para o modelo Kelvin Voigt.  

 

 
Figura 100: Modelo matemático KV. 

 

Com equação: 

 KV KVi i i i ik c hε ε− ⋅ − ⋅ =ɺ  (B.1) 

Os parâmetros que serão calculados são: 

KVJk : Coeficiente de rigidez para o modelo KV sem tensão elétrica.  

KVJc : Coeficiente de amortecimento para o modelo KV sem tensão elétrica. 

K : Constante de rigidez da mola central. 

KVKk : Coeficiente de rigidez para o modelo KV com tensão elétrica.  

KVKc : Coeficiente de amortecimento para o modelo KV com tensão elétrica. 

Kl : comprimento natural para o modelo KV com tensão elétrica 

 

Primeiro se faz a calibração do músculo no estado natural (sem tensão 

elétrica nas suas paredes). Os parâmetros neste estado são K , KVJk  e KVJc , que 

são calculados a partir de α , β , γ ,Ox , Oy  e Oz  obtidos nos experimentos. 

 O analise inicia da equação de forças do atuador (descrito no Capítulo 2) 

 
1

n

i
i

f Fmol Fg m Cg
=

+ + = ⋅∑ ɺɺ  (B.2) 
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1

n

i
i

f Fmol m Cg Fg
=

+ = ⋅ −∑ ɺɺ  (B.3) 

Analisa-se a somatória de forças if  sabendo que ˆ
i i if h b= ⋅ : 

 ˆ
i i i

i i

f h b= ⋅∑ ∑  (B.4) 

Substitui-se a força ih  segundo o modelo KV: 

 ( ) ˆKV KVi i i i i i
i i

f k c bε ε= − ⋅ − ⋅ ⋅∑ ∑ ɺ  (B.5) 

 ˆ ˆKV KVi i i i i i i
i i i

f k b c bε ε= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅∑ ∑ ∑ ɺ  (B.6) 

 ˆ ˆKV KVi I i i I i i
i i i

f k b c bε ε= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅∑ ∑ ∑ ɺ  (B.7) 

Por comodidade Definem-se: 

 ˆ
F i i

i

CEI bε= − ⋅∑  (B.8) 

 ˆ
F i i

i

CVI bε= − ⋅∑ ɺ  (B.9) 

Por tanto a equação da somatória de forças no músculo é: 

 KV KVi I F I F
i

f k CEI c CVI= ⋅ + ⋅∑  (B.10) 

Agora se lembra a força na mola central: 

 ( ) ˆFmol K O L o= − ⋅ − ⋅  (B.11) 

Define-se: 

 ( ) ˆFCT O L o= − − ⋅  (B.12) 

Então a força na mola central é: 

 FFmol K CT= ⋅  (B.13) 

Substituindo (B.10) e (B.13) em (B.3): 

 KV KVI F I F Fk CEI c CVI K CT m Cg Fg⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ −ɺɺ  (B.14) 

Definindo:  

RF m Cg Fg= ⋅ −ɺɺ  
então 

 FFmol K CT= ⋅  (B.15) 

 KV KVI F I F Fk CEI c CVI K CT RF⋅ + ⋅ + ⋅ =  (B.16) 
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Agora se analisam os torques  

 
1

n

i
i

T Tmol I ω
=

+ = ⋅∑ ɺ  (B.17) 

A somatória de torques iT  sabendo que ˆ
i i i iT D h b= × ⋅  é 

 i i i
i i

T D f= ×∑ ∑  (B.18) 

 ˆ
i i i i

i i

T D h b= × ⋅∑ ∑  (B.19) 

 ˆ
i i i i

i i

T h D b= ⋅ ×∑ ∑  (B.20) 

Substitui-se a força ih  segundo o modelo KV: 

 ( ) ˆKV KVi i i i i i i
i i

T k c D bε ε= − ⋅ − ⋅ ⋅ ×∑ ∑ ɺ  (B.21) 

 ˆ ˆKV KVi i i i i i i i i
i i i

T k D b c D bε ε= − ⋅ ⋅ × − ⋅ ⋅ ×∑ ∑ ∑ ɺ  (B.22) 

 ˆ ˆKV KVi I i i i I i i i
i i i

T k D b c D bε ε= − ⋅ ⋅ × − ⋅ ⋅ ×∑ ∑ ∑ ɺ  (B.23) 

Definem-se: 

 ˆ
T i i i

i

CEI D bε= − ⋅ ×∑  (B.24) 

 ˆ
T i i i

i

CVI D bε= − ⋅ ×∑ ɺ  (B.25) 

Por tanto a equação da somatória de torques segundo o modelo KV é: 

 KV KVi I T I T
i

T k CEI c CVI= ⋅ + ⋅∑  (B.26)  

Lembra-se o torque gerado pela força da mola central: 

 ( )( )ˆTmol A d K O L o= − ⋅ × − ⋅ − ⋅  (B.27) 

Ordena-se: 

 ( )( )ˆTmol K A d O L o= ⋅ ⋅ × − ⋅  (B.28) 

Definem-se: 

 ( ) ˆTCT A d O L o= ⋅ × − ⋅  (B.29) 

Então o torque que e gerado pela força da mola central: 

 TTmol K CT= ⋅  (B.30) 
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Substituindo (B.26) e (B.30) em (B.17): 

 KV KVI T I T Tk CEI c CVI K CT I ω⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ ɺ  (B.31) 

Definindo-se 

 RT I ω= ⋅ ɺ  (B.32) 

obtém-se 

 KV KVI T I T Tk CEI c CVI K CT RT⋅ + ⋅ + ⋅ =  (B.33) 

Se Constrói o sistema de equações a partir das equações (B.16) e (B.33) 

para as nt medições. 

 

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1F F F

KVT T T I

KVI

nt nt nt nt
F F F

nt nt nt nt
T T T

SVSV

CEI CVI CT RF

CEI CVI CT k RT

c

KCEI CVI CT RF
nt nt

CEI CVI CT RT

RKVMKV

    
    

     
    =          

    
    

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

����������������

 (B.34) 

Como há mais equações que incógnitas se usa a matriz pseudo-inversa para 

obter os primeiro quatro parâmetros: 

 ( ) ( ) 1T T T
KV KVI I SV SV SV SVk c K MKV MKV MKV RKV

−
= ⋅ ⋅ ⋅  (B.35) 

Depois de calcular estes três primeiros parâmetros, se faz o cálculo dos três 

restantes que correspondem ao músculo com tensão elétrica nas suas paredes. 

Estes parâmetros são KVKk , KVKc  e Kl , que são calculados a partir de α , β , 

γ ,Ox , Oy , Oz , K , KVJk  e KVJc . 

Da equação de forças do atuador: 

 
1

n

i
i

f Fmol Fg m Cg
=

+ + = ⋅∑ ɺɺ  (B.36) 

Separam-se as forças do músculo em duas somatórias: 

 j k
j k

f f Fmol Fg m Cg+ + + = ⋅∑ ∑ ɺɺ  (B.37) 

 k j
k j

f m Cg f Fg Fmol= ⋅ − − −∑ ∑ɺɺ  (B.38) 

Analisa-se a somatória de forças kf  sabendo que ˆ
k k kf h b= ⋅ : 

 ˆ
k k k

k k

f h b= ⋅∑ ∑  (B.39) 
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Substitui-se a força kh  segundo o modelo KV: 

 ( ) ˆKV KVk k k k k k
k k

f k c bε ε= − ⋅ − ⋅ ⋅∑ ∑ ɺ  (B.40) 

 ˆ ˆKV KVk K k k K k k
k k k

f k b c bε ε= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅∑ ∑ ∑ ɺ  (B.41) 

 ( )ˆ ˆKV KVk K k k k K k k
k k k

f k B l b c bε= − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅∑ ∑ ∑ ɺ  (B.42) 

 ˆ ˆKV KV KVk K k K K k K k k
k k k k

f k B k l b c bε= − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅∑ ∑ ∑ ∑ ɺ  (B.43) 

Definem-se: 

 F k
k

CBK B= −∑  (B.44) 

ˆ
F k

k

CDK b=∑  

ˆ
F k k

k

CVK bε= − ⋅∑ ɺ  

Por tanto a equação da somatória de forças de sub-índice k segundo o 

modelo KV é: 

 KV KV KVk K F K K F K F
k

f k CBK k l CDK c CVK= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅∑  (B.45) 

Substituindo (B.45) em(B.38): 

 KV KV KVK F K K F K F j
j

k CBK k l CDK c CVK m Cg f Fg Fmol⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ − − −∑ɺɺ  (B.46) 

Seja:  

 j
j

RRF m Cg Fmol f Fg= ⋅ − − −∑ɺɺ  (B.47) 

Obtém-se: 

 KV KV KVK F K K F K Fk CBK k l CDK c CVK RRF⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =  (B.48) 

Agora da equação de torques do atuador: 

 
1

n

i
i

T Tmol I ω
=

+ = ⋅∑ ɺ  (B.49) 

Separam-se os torques do músculo em duas somatórias: 

 j k
j k

T T Tmol I ω+ + = ⋅∑ ∑ ɺ  (B.50) 
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 k j
k j

T I T Tmolω= ⋅ − −∑ ∑ɺ  (B.51) 

Analisa-se a somatória de torques iT  sabendo que ˆ
i i i iT h D b= ⋅ × : 

 ˆ
k k k k

k k

T h D b= ⋅ ×∑ ∑  (B.52) 

Substitui-se a força ih  segundo o modelo KV: 

 ( ) ˆKV KVk k k k k k k
k k

T k c D bε ε= − ⋅ − ⋅ ⋅ ×∑ ∑ ɺ  (B.53) 

 ˆ ˆKV KVk K k k k K k k k
k k k

T k D b c D bε ε= − ⋅ ⋅ × − ⋅ ⋅ ×∑ ∑ ∑ ɺ  (B.54) 

Definem-se: 

 T k k
k

CBK D B= − ×∑  (B.55) 

 ˆ
T k k

k

CDK D b= ×∑  (B.56) 

 ˆ
T k k k

k

CVK D bε= − ⋅ ×∑ ɺ  (B.57) 

Por tanto a equação da somatória de torques de sub-índice k segundo o 

modelo KV é: 

 KV KV KVk K K K K
k

T k CBK k l CDK c CVK= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅∑  (B.58) 

Substituindo (B.58) em (B.51): 

 KV KV KVK K K K j
j

k CBK k l CDK c CVK I T Tmolω⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ − −∑ɺ  (B.59) 

Definindo-se 

 j
j

RRT I T Tmolω= ⋅ − −∑ɺ  (B.60) 

obtém-se 

 KV KV KVK K K Kk CBK k l CDK c CVK RRT⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =  (B.61) 

Construí-se o sistema de equações a partir das equações (B.48) e (B.61) para 

as nt medições: 
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1 1 1 1

1 1 1 1
1 1F F F

KVT T T K

KVK K

nt nt nt nt
KVKF F F

nt nt nt nt
T T T

CVCV

CBK CDK CVK RRF

CBK CDK CVK k RRT

k l

cCBK CDK CVK RRF
nt nt

CBK CDK CVK RRT

RKVMKV

    
    

     
    ⋅ =          

    
    

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

������������������

 (B.62) 

Seja: 

 
1

2

3

KV KK

KV KK K

KV KK

k N

k l N

c N

   
   ⋅ =   
   
   

 (B.63) 

 Como há mais equações que incógnitas se utiliza  a matriz pseudo-inversa 

para obter: 

 ( ) ( ) 1

1 2 3

T T T
K K K CV CV CV CVN N N MKV MKV MKV RKV

−
= ⋅ ⋅ ⋅  (B.64) 

Obtêm-se os últimos três parâmetros: 

 1KV KKk N=  (B.65) 

 2

1

K

K
K

N
l

N
=  (B.66) 

 3KV KKc N=  (B.67) 
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Apêndice C - Relações entre a Matriz de Rotação e a  
Velocidade Angular 

Nesta seção, são apresentadas equações entre a matriz de rotação, a 

velocidade angular, e as derivadas destas.  

Para um sistema de coordenadas que esta girando, a matriz de rotação A  e 

os vetores unitários ( )ˆ ˆ ˆ ˆ T

x y zi i i i= , ( )ˆ ˆ ˆ ˆ T

x y zj j j j=  e ( )ˆ ˆ ˆ ˆ T

x y zk k k k=  

correspondentes ao sistema de coordenadas, estão relacionados como segue: 

 ( )
ˆˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ

x x x

y y y

z z z

i j k

A i j k i j k

i j k

 
 
 = =
 
 
 

 (C.1) 

Um vetor unitário (fixo a um corpo que gira) multiplicado vetorialmente por 

a velocidade angular de dito corpo ( )T

x y zω ω ω ω= , resulta na derivada do 

vetor [16]. Então, para os vetores unitários î , ĵ  e k̂ , tem-se 

 ˆ ˆi iω= ×ɺ  (C.2) 

 ˆ ˆj jω= ×ɺ  (C.3) 

 ˆ ˆk kω= ×ɺ
 (C.4) 

O produto vetorial pode ser feito mediante um produto matricial ordenando os 

elementos de ω  numa matriz. Se  [ ]ω  é a representação matricial de ω , então  

 [ ]
0

0

0

z y

z x

y x

ω ω
ω ω ω

ω ω

 −
 = − 
 − 

 (C.5) 

e os produtos vetoriais anteriores ficam em produtos matriciais como segue 

 

ˆ ˆ0
ˆ ˆ0

ˆ0ˆ

x
z y x

y z x y

y x z
z

i i

i i

ii

ω ω
ω ω
ω ω

 
  − 
    = − ⋅   
  −     

 

ɺ

ɺ

ɺ

 (C.6) 
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ˆ ˆ0
ˆ ˆ0

ˆ0ˆ

x
z y x

y z x y

y x z
z

j j

j j

jj

ω ω
ω ω
ω ω

 
  − 
    = − ⋅   
  −     

 

ɺ

ɺ

ɺ

 (C.7) 

 

ˆ ˆ0
ˆ ˆ0

ˆ0ˆ

x xz y

y z x y

y x zz

k k

k k

kk

ω ω
ω ω
ω ω

    −       = − ⋅       −       

ɺ

ɺ

ɺ

 (C.8) 

Agrupam-se as equações acima em uma 

 

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ0
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ0

ˆ0 ˆ ˆˆˆ ˆ

x x x x x xz y

y y y z x y y y

y x z z zz z z

i j k i j k

i j k i j k

i j ki j k

ω ω
ω ω
ω ω

    −       = − ⋅       −       

ɺɺ ɺ

ɺɺ ɺ

ɺɺ ɺ

 (C.9) 

Note que a primeira matriz é a derivada  da matriz de rotação, a segunda 

matriz é a velocidade angular representada em forma matricial, e a última é a 

própria matriz de rotação. Desse modo, se pode ver a relação entre a velocidade 

angular do sistema e a matriz de rotação 

 [ ]A Aω= ⋅ɺ  (C.10) 

ou 

 [ ]TA A ω⋅ =ɺ  (C.11) 
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Apêndice D - Relações entre os Ângulos de Rotação e  a 
Velocidade Angular 

Agora se usará a equação [ ]TA A ω⋅ =ɺ  descrita no Apêndice anterior para 

obter uma relação direta entre a velocidade angular e os ângulos de rotação usados 

para girar um sistema de coordenadas. 

Neste trabalho se usam três rotações consecutivas (Ângulos de Cardan [15]), 

primeiro um angulo α   no eixo  X , depois um angulo β  no eixo Y e por ultimo 

um angulo γ  no eixo Z . Então  para estes ângulos a matriz de rotação se calcula 

como  

 

1 0 0 cos( ) 0 sin( ) cos( ) sin( ) 0

0 cos( ) sin( ) 0 1 0 sin( ) cos( ) 0

0 sin( ) cos( ) sin( ) 0 cos( ) 0 0 1

A

β β γ γ
α α γ γ
α α β β

−     
     = − ⋅ ⋅     
     −     

 (D.1) 

Para os ângulos α , β  e γ  a equação [ ]TA A ω⋅ =ɺ  pode ser escrita 

 [ ]TA A A
Aα β γ ω

α β γ
 ∂ ∂ ∂+ + ⋅ = ∂ ∂ ∂ 

ɺɺ ɺ  (D.2) 

Igualando elemento por elemento, esta última equação matricial gera nove 

equações, das quais três são identidades, e três são iguais às três restantes. Então, 

das três equações restantes pode-se calcular 

 sin( )xω α γ β= + ⋅ɺ ɺ  (D.3) 

 cos( ) sin( ) cos( )yω β α γ α β= ⋅ − ⋅ ⋅ɺ ɺ  (D.4) 

 sin( ) cos( ) cos( )zω β α γ α β= ⋅ + ⋅ ⋅ɺ ɺ  (D.5) 

ou também 

 

1 0 sin( )

0 cos( ) sin( )cos( )

0 sin( ) cos( )cos( )

x

y

z

ω β α
ω α α β β
ω α α β γ

    
    = −    
    
    

ɺ

ɺ

ɺ

 (D.6) 

Definindo ( )T
H α β γ=  e 

1 0 sin( )

0 cos( ) sin( )cos( )

0 sin( ) cos( )cos( )

W

β
α α β
α α β

 
 = − 
 
 

 

então as equações acima resultam em 
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 W Hω = ⋅ ɺ  (D.7) 
onde: 

 ( )T
H α β γ= ɺɺ ɺ ɺ  (D.8) 

e: 

 
W W

W α β
α β

∂ ∂= ⋅ + ⋅
∂ ∂

ɺɺ ɺ  (D.9) 

Também se precisará da derivada da velocidade angular. Para isso, deriva-se 

a equação anterior para obter 

 W H W Hω = ⋅ + ⋅ɺ ɺ ɺɺɺ  (D.10) 

Da equação [ ]A Aω= ⋅ɺ , pode-se calcular a segunda derivada referente ao 

tempo da matriz de rotação A 

 [ ] [ ]A A Aω ω= ⋅ + ⋅ɺɺ ɺɺ  (D.11) 

ou também 

 [ ] [ ]( )2
A Aω ω= + ⋅ɺɺ ɺ  (D.12) 

onde [ ]ωɺ é a representação matricial do vetor ωɺ . 

As matrizes A , [ ]ω  e W  facilitam muito o cálculo das derivadas de outros 

parâmetros. 
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Apêndice E - Derivadas com vetores 

Nesta parte se apresenta a dedução de duas formulas que ajudam 

enormemente na hora do calculo da derivadas do modulo e direção de um vetor. 

Seja um vetor Λ com derivada referente a tempo Λɺ , modulo mΛ  e vetor 

unitário ˆ
m

Λ=
Λ

△  

Para o modulo de um vetor temos 

 2 TmΛ = Λ ⋅Λ  (E.1) 

Derivando referente ao tempo  

 2 T Tm m⋅ Λ ⋅ Λ = Λ ⋅ Λ + Λ ⋅ Λɺ ɺ ɺ  (E.2) 

Como TΛ ⋅Λɺ é um escalar então T TΛ ⋅Λ = Λ ⋅Λɺ ɺ .A equação fica como segue 

 2 2 Tm m⋅ Λ ⋅ Λ = ⋅ Λ ⋅ Λɺ ɺ  (E.3) 

 
T

m
m

Λ ⋅ΛΛ =
Λ

ɺ
ɺ  (E.4) 

Então a derivada do modulo de um vetor e igual à transposta da derivada de 

dito vetor multiplicado  por seu vetor unitário 

 ˆTmΛ = Λ ⋅ɺ ɺ △  (E.5) 

Agora para calcular a derivada do vetor unitário se parte da equação: 

 ˆ
m

Λ=
Λ

△  (E.6) 

deriva-se a equação anterior 

 
2ˆ m

m m

Λ Λ= − ⋅ Λ
Λ Λ

ɺ
ɺ ɺ△  (E.7) 

 ˆ ˆ
m

m m

Λ Λ= − ⋅
Λ Λ

ɺ ɺ
ɺ△ △  (E.8) 

 
ˆ

ˆ
m

m

Λ − Λ ⋅=
Λ

ɺ ɺ △ɺ△  (E.9) 

Por tanto a derivada de um vetor unitário referente ao tempo é 

 
( )ˆ ˆ

ˆ
T

m

Λ − Λ ⋅ ⋅
=

Λ

ɺ ɺ △ △
ɺ△  (E.10) 
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Apêndice F - Ajuste por mínimos quadrados de um pla no 

Seja equação do plano: 

 ( ), , 0planof x y z a x b y c z d= ⋅ + ⋅ + ⋅ + =  (F.1) 

O vetor [ ]TD a b cλ λ λ= ⋅ ⋅ ⋅  parte de  ( ), ,i i ix y z  ao ponto mais perto 

dele e que pertence ao plano. Então: 

 ix x a λ= + ⋅  (F.2) 

 iy y b λ= + ⋅  (F.3) 

 iz z c λ= + ⋅  (F.4) 

Substituindo na equação do plano 

 ( ) ( ) ( ) 0i i ia x a b y b c z c dλ λ λ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + =  (F.5) 

 2 2 2 0i i ia x a y b c z c dλ λ λ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ + =  (F.6) 

 2 2 2 0i i ia x b y c z d a b cλ λ λ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  (F.7) 

 
2 2 2

i i ia x b y c z d

a b c
λ ⋅ + ⋅ + ⋅ +=

+ +
 (F.8) 

A distância se calcula como o modulo do vetor D  

 2 2 2Dplano a b cλ= ⋅ + +  (F.9) 

Substituindo (F.8) em (F.9) a distância de um ponto ( ), ,i i ix y z  ao plano é: 

 
2 2 2

i i ia x b y c z d
Dplano

a b c

⋅ + ⋅ + ⋅ +
=

+ +
 (F.10) 

Agora para ajustar um plano para vários pontos. Se precisa minimizar 

2
iDplano∑ . Para isso se utiliza o multiplicador de Lagrange, com restrição 

2 2 2 1 0a b c+ + − =  e se cria a função: 

 ( )2 2 2 2 1iFp Dplano a b cλ= − ⋅ + + −∑  (F.11) 

 ( ) ( )2 2 2 2 1i i iFp a x b y c z d a b cλ= ⋅ + ⋅ + ⋅ + − ⋅ + + −∑  (F.12) 

Onde 1,2,3,...,i Np=  e Np  é o numero de pontos. 

Deriva-se com referência a variável a : 
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 ( )2 2 0i i i i

Fp
a x b y c z d x a

a
λ∂ = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ =

∂ ∑  (F.13) 

 22 2 0i i i i i i

Fp
a x b x y c x z d x a

a
λ∂

 = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ = ∂ ∑ ∑ ∑ ∑  (F.14) 

Deriva-se com referência a variável b : 

 ( )2 2 0i i i i

Fp
a x b y c z d y b

b
λ∂ = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ =

∂ ∑  (F.15) 

 22 2 0i i i i i i

Fp
a x y b y c y z d y b

b
λ∂

 = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ = ∂ ∑ ∑ ∑ ∑  (F.16) 

Deriva-se com referência a variável c : 

 ( )2 . 2 0i i i i

Fp
a x b y c z d z c

c
λ∂ = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + − ⋅ ⋅ =

∂ ∑  (F.17) 

 22 2 0i i i i i i

Fp
a x z b y z c z d z c

c
λ∂

 = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ = ∂ ∑ ∑ ∑ ∑  (F.18) 

Deriva-se com referência a variável d : 

 ( )2 0i i i

Fp
a x b y c z d

d

∂ = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + =
∂ ∑  (F.19) 

 2 0i i i

Fp
a x b y c z d Np

d

∂
 = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ∂ ∑ ∑ ∑  (F.20) 

Deriva-se com referência a variável λ : 

 2 2 2 1 0a b c+ + − =  (F.21) 

Das derivadas anteriores, obtêm-se o sistema de equações: 

 2 0i i i i i ia x b x y c x z d x aλ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ =∑ ∑ ∑ ∑  (F.22) 

 2 0i i i i i ia x y b y c y z d y bλ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ =∑ ∑ ∑ ∑  (F.23) 

 2 0i i i i i ia x z b y z c z d z cλ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ =∑ ∑ ∑ ∑  (F.24) 

 0i i ia x b y c z d Np⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑ ∑ ∑  (F.25) 

 2 2 2 1 0a b c+ + − =  (F.26) 

Seja iX x=∑ ,  iY y=∑ ,  iZ z=∑ , 2 2
iX x=∑ ,  2 2

iY y=∑ ,  

2 2
iZ z=∑ , i iX Y x y⋅ = ⋅∑ , i iY Z y z⋅ = ⋅∑ e i iZ X z x⋅ = ⋅∑ . 

Substituindo no sistema de cinco equações. 

 2a X b X Y c X Z d X aλ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅  (F.27) 

 2a X Y b Y c Y Z d Y bλ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅  (F.28) 

 2a X b Y Z c Z d Z cλ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅  (F.29) 

 0a X b Y c Z d Np⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  (F.30) 

 2 2 2 1 0a b c+ + − =  (F.31) 
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Isolando d  da quarta equação e substituindo nas três primeiras se obtêm o 

sistema de quatro equações: 

 

22

22

22

X X X Y X Y X Z X Z a a

X Y X Y Y Y Y Z Y Z b b

c cX Z X Z Y Z Y Z Z Z

λ

 − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅     
    ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅    
        ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

 

 (F.32) 

 2 2 2 1 0a b c+ + − =  (F.33) 

A solução corresponde ao autovalor correspondente ao menor autovalor 

com a restrição 2 2 2 1 0a b c+ + − = . Finalmente se calcula d : 

 
a X b Y c Z

d
Np

⋅ + ⋅ + ⋅=  (F.34) 
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Apêndice G - Ajuste por mínimos quadrados de duas r etas 
perpendiculares 

Sejam as equações das retas: 

 1 1L a x b y c= ⋅ + ⋅ +  (G.1) 

 2 2L b x a y c= − ⋅ + ⋅ +  (G.2) 

Seja ( ), ,i i ix y z  um ponto correspondente a reta 1L  e ( ), ,j j jx y z  um ponto 

correspondente a reta 2L . As distâncias a ditas retas são: 

 
21

1 2
2 2 2 2

; ;
j ji i

i j

b x a y ca x b y c
D D

a b a b

− ⋅ + ⋅ +⋅ + ⋅ +
= =

+ +
 (G.3) 

Quer-se minimizar 2 2
1 2i jD D+∑ ∑ . Para isso se utiliza o multiplicador de 

Lagrange, com restrição 2 2 1 0a b+ − = , para minimizar a função: 

 ( )2 2 2 2
1 2 1i jFrp D D a bλ= + − ⋅ + −∑ ∑  (G.4) 

 ( ) ( ) ( )22 2 2
1 2 1i i j jFrp a x b y c b x a y c a bλ= ⋅ + ⋅ + + − ⋅ + ⋅ + − ⋅ + −∑ ∑  (G.5) 

onde 1,2,3,...,i Nrp=   

Deriva-se com referência a variável a : 

 

2 2
1 22 2 0i i i i j j j j

Frp
a x b x y c x b x y a y c y a

a
λ∂

 = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ = ∂ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
  (G.6) 

Deriva-se com referência a variável b : 

2 2
1 22 2 0i i i i j j j j

Frp
a x y b y c y b x a x y c x b

b
λ∂

 = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ = ∂ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
  (G.7) 

Deriva-se com referência a variável 1c : 

 1
1

2 0i i

Frp
a x b y c Nrp

c

∂
 = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ = ∂ ∑ ∑  (G.8) 

Deriva-se com referência a variável 2c : 

 2
2

2 0j j

Frp
b x a y c Nrp

c

∂
 = ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ = ∂ ∑ ∑  (G.9) 
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Deriva-se com referência a variável λ : 

 2 2 1 0a b+ − =  (G.10) 

Seja I iX x=∑ ,  I iY y=∑ ,  I iZ z=∑ , 2 2
I iX x=∑ ,  2 2

I iY y=∑ ,  

2 2
I iZ z=∑ , I i iXY x y= ⋅∑ , I i iYZ y z= ⋅∑ e I i iZX z x= ⋅∑ . 

Seja J jX x=∑ ,  J jY y=∑ ,  J jZ z=∑ , 2 2
J jX x=∑ ,  2 2

J jY y=∑ ,  

2 2
J jZ z=∑ , J j jXY x y= ⋅∑ , J j jYZ y z= ⋅∑ e J j jZX z x= ⋅∑ . 

Substituindo no sistema de cinco equações obtidas pelas derivadas parciais 

se obtém. 

 2 2
1 2I I I J J Ja X b XY c X b XY a Y c Y a λ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅  (G.11) 

 2 2
1 2I I I J J Ja XY b Y c Y b X a XY c X b λ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ = ⋅  (G.12) 

 1 0I Ia X b Y c Nrp⋅ + ⋅ + ⋅ =  (G.13) 

 2 0J Jb X a Y c Nrp− ⋅ + ⋅ + ⋅ =  (G.14) 

 2 2 1 0a b+ − =  (G.15) 

Isolando 1c  e 2c  da terceira e quarta equação e substituindo nas duas 

primeiras se obtêm o sistema de três equações: 

 
2 2

2 2

I I I J J J I I I J J J

I I I J J J I I I J J J

X X X Y Y Y XY X Y XY X Y a a

b bXY X Y XY X Y Y Y Y X X X
λ

 − ⋅ + − ⋅ − ⋅ − + ⋅    
  ⋅ = ⋅   
     − ⋅ − + ⋅ − ⋅ + − ⋅ 

 (G.16) 

 2 2 1 0a b+ − =  (G.17) 

A solução é ao autovetor correspondente ao menor autovalor com a restrição 

2 2 1 0a b+ − = . Finalmente se calculam 1c  e 2c : 

 1 2; ;J JI I b X a Ya X b Y
c c

Nrp Nrp

− ⋅ + ⋅⋅ + ⋅= =  (G.18) 
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