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Glossário

Renderizar Processo de transformar a representação de um modelo de dados

para a forma de uma imagem digital.

Feature Sinônimo para caracteŕıstica de determinado objeto, em inglês.
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A
Coordenadas Baricêntricas do Ortocentro de Um Triângulo

1v

2v

3v

A3

A2

A1

x

y

z

x

1L 2L

3L

B

3h

l

2h1h

H

l

Figura A.1: Ilustração do ortocentro (H) de um triângulo qualquer. Embora
o triângulo utilizado para ilustração na figura seja isósceles, a formulação
proposta para calcular as coordenadas baricêntricas do ortocentro é geral.

Adota-se aqui a notação de Δ(V1, V2, V3) para designar a área de um

triângulo formado por vértices V1, V2 e V3.

Utilizando a Figura A.1 como referência, são derivadas as coordenadas

baricêntricas (rx, ry, rz) do ortocentro H de um triângulo qualquer, dado que

rx = Δ(V2, H, V3)/Δ(V1, V2, V3)

ry = Δ(V1, H, V3)/Δ(V1, V2, V3)

rz = Δ(V1, H, V2)/Δ(V1, V2, V3)
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Pela Área de um Triângulo Qualquer, vem que

Δ(V1, V2, B) =
1

2
sin(90 − αy)h1L1 =

xh1

2

x = sin(90 − αy)L1 = cos αyL1 (A-1)

usando então o valor de x calculado, temos:

cos(90 − αz) =
x

l
=

cos αyL1

l

l sin αz = cos αyL1

l =
cos αyL1

sin αz

(A-2)

calculando a área do triângulo oposto ao vértice V1, vem que:

Δ(V2, H, V3) =
1

2
sin(90 − αz)(lL2) =

=
(cos αzcosαy)L1L2

2 sin αz

(A-3)

Como temos

rx = Δ(V2, H, V3)/Δ(V1, V2, V3)

e, novamente pela Área de um Triângulo Qualquer,

Δ(V1, V2, V3) =
sin αy(L1L2)

2
(A-4)

podemos obter rx:

rx =
(cos αz cos αy)(L1L2)

2 sin αz

sin αy(L1L2)/2

=
(cos αz cos αy)

sin αz sin αy

rx = cot αz cot αy (A-5)

O mesmo cálculo pode ser feito para se obter as coordenadas baricêntricas

ry e rz.

Assim, tem-se
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rx = cot αz cot αy

ry = cot αz cot αx

rz = cot αx cot αy

Lembrando que as coordenadas baricêntricas são homogêneas, logo, as

coordenadas rx, ry, rz fazem parte da classe de equivalência (wrx, wry, wrz).
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B
Minimização usando o Grupo S0(3)

Muitos problemas na área de visão computacional e na robótica envolvem

a busca por uma matriz de rotação ótima dentro do conjunto das rotações

ŕıgidas SO(3) = {R ∈ R3×3 : RtR = I, det(R) = 1} [Taylor and Kriegman,

1994]. Por exemplo, o problema de determinar a posição de câmera em relação

a um conjunto conhecido de marcações na imagem, pode ser escrito na forma

de uma função-objetivo

O : SO(3) → R

que mede o quão bem a matriz R ajusta os dados observados. Muitos destes

problemas não têm uma fórmula matemática fechada, o que significa que

métodos numéricos são normalmente aplicados para calcular as soluções. No

entanto, para aplicar tais técnicas de otimização, não se pode simplesmente

construir um conjunto de parâmetros utilizando, por exemplo, ângulos de

Euler, pois o próprio espaço SO(3) não é isomórfico ao espaço vetorial R3,

ou seja, não existe uma função R3 → SO(3). Isso significa que uma definição

ruim dos parâmetros pode causar singularidades ou anomalias em vários pontos

do espaço desses parâmetros. Tais anomalias podem causar sérios problemas

quanto utilizados em métodos de gradiente-descente baseados em procedimentos

de minimização.

Contudo, se o processo de minimização acontece em torno de uma rotação

inicial conhecida é posśıvel abandonar a parametrização global em detrimento

de uma estratégia local utilizando um atlas de parametrização local. Isso

equivale a construir um mapeamento cont́ınuo, inverśıvel e diferenciável em

torno de cada ponto R0 do espaço SO(3) (que pode ser visto como uma

superf́ıcie cont́ınua em torno do ponto R0). Tal mapeamento é expresso como:

R(ω) = R0 exp{J(ω)}, ω ∈ R3,
√

ωtω < π (B-1)

onde ω = (ωx, ωy, ωz)
t, exp é o operador exponencial para matrizes e J(ω) é

o operador simétrico de rotação (skew symmetric operator) J : R3 → SO(3)
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dado por:

J(ω) =

⎛
⎜⎝

0 −ωz ωy

ωz 0 −ωx

−ωy ωx 0

⎞
⎟⎠

O operator exponencial de uma matriz X é definido como:

eX =
∞∑

k=0

Xk

k!
.

A equação B-1 define um mapeamento isomórfico um-para-um com a

esfera aberta
√

ωtω < π, o que permite então criar uma função R3 → SO(3)

já que dentro deste intervalo não há ambiguidades.

Quando se expande a expressão da equação B-1 utilizando a definição de

operador exponencial para matrizes, pode-se perceber que ela equivale a uma

aproximação por série de taylor em torno de um ponto conhecido R0, para

valores muito pequenos de
√

ωtω. Essa é a idéia principal por trás desse método,

que permite definir então a função-objetivo O em termos de sua parametrização

local em torno de um ponto inicial:

O(R(ω)) ≈ O(R0) + qtω + ωtHω (B-2)

onde q e H representam respectivamente o gradiente e a matriz Hessiana da

função-objetivo avaliados no ponto ω = 0, que corresponde a matriz de rotação

R0.

A B-2 representa uma aproximação quadrática por expansão da série de

taylor, e pode ser utilizada para calcular o passo que leva a um ńıvel mais

baixo na curva de erro:

ωs = −H−1g

Esse passo incremental pode ser aplicado para calcular uma nova matriz

de rotação R = R0exp {J(ωs)} que alinha melhor os pontos observados e os

pontos do espaço. Aplicando sucessivamente este processo, pode-se chegar a

um erro mı́nimo estipulado que é representado pela norma do vetor gradiente

g. Quando ‖g‖ se aproxima de um valor mı́nimo de parada, a função-objetivo

O foi minimizada.
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B.1
O Grupo das Transformações de Corpo Ŕıgido SE(3)

Elementos do grupo das transformações de corpo ŕıgido SE(3) — utili-

zado para minimizar a função-objetivo da Seção 3.7.1 — são geralmente re-

presentados pelo par 〈R, T 〉 onde R ∈ SO(3) e T ∈ R3. Utilizando a técnica

recém-mostrada para minimização utilizando o grupo das rotações, podemos

também criar uma parametrização local em S : R6 → SE(3) que mapeia ele-

mentos de uma esfera aberta no R6 em uma vizinhança em torno de um ponto

〈R0, T0〉 nesse manifold :

S(ω, t) = 〈R0 exp{J(ω)}, T0 + t〉 ω, t ∈ R3 (B-3)

onde a dupla 〈ω, t〉 pode ser vista como um elemento de uma região aberta no

R6.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611927/CA




