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3
Equacao de Estado

3.1
Introducéo

No capitulo anterior, foi apresentado um método para representacdo de
redes elétricas. O método apresentado contém integrais de tensdo e corrente, que
foram resolvidas utilizando o método de integracéo trapezoidal, dai o seu nome.

E possivel descrever uma rede utilizando apenas equacdes diferenciais de
primeira ordem, sem integrais. Esta representacdo minima da rede elétrica em
equac0es vetoriais diferenciais de primeira ordem é conhecida como equacfes de
estado [11]. As varidveis deste conjunto de equacGes, chamadas variaveis de
estado, sd0 0 conjunto minimo de varidveis capaz de, junto com as fontes
independentes, gerar qualquer varidvel do sistema, consequentemente, as que
observamos, usualmente denominadas de saida. Ha vantagens em representar a
rede deste modo, ja que existe na literatura [7,8,12], uma grande quantidade de
conhecimento matematico para resolver este conjunto de equacdes que podem ser
diretamente aplicadas na rede estudada. Esta representacdo pode ser naturalmente
estendida para redes variantes no tempo e nao-lineares, o que se vera mais a frente

neste trabalho.
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3.2
Escrevendo as equacdes de estado

3.2.1
Ordem de complexidade de uma rede

As equacOes de estado organizadas na forma matricial tem o aspecto geral

para sistemas lineares e invariantes no tempo

O _ x () + Be(o) (3.2)
dt
e a equacao do vetor de saidas w(t)
w(t) = Cx(t) + De(t) (3.2)

onde x(t) é o vetor de varidveis de estado, e(t) o vetor de entradas e w(t) o vetor
de saidas. A ordem de complexidade da rede corresponde a dimensédo do vetor de
varidveis de estado e portanto, ao minimo de informacéo que junto a do vetor de
entradas permite alcancar qualquer variavel da rede, como indicado na equacao
(3.2) do vetor de saidas. A ordem de complexidade corresponde ao numero de
polos do sistema [5].

A ordem de complexidade de uma rede € igual ao nimero de condicGes
iniciais independentes que podem ser especificadas na rede.

Naturalmente, a ordem de complexidade ndo pode exceder o nimero de
elementos armazenadores de energia da rede. Agora, se existe em uma rede um
circuito contendo apenas capacitores e fontes independentes de tenséo, ou circuito
de capacitores, a lei de Kirchhoff dos circuitos diz que a soma das tensdes neste
circuito deve ser igual a zero, ou seja, a tenséo inicial de um dos capacitores sera
funcdo linear das tensdes iniciais dos outros capacitores e das fontes
independentes. O mesmo vale para um corte contendo apenas indutores e fontes
independentes de corrente, ou corte de indutores. A lei de Kirchhoff dos nds pode
ser estendida para cortes e diz que em um corte, a soma das correntes deve ser
igual a zero. Sendo assim, a corrente inicial de um dos indutores sera funcao das

outras correntes do corte.
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Pode-se entdo dizer que a ordem de complexidade de uma rede é igual ao
namero de elos armazenadores de energia menos o numero de circuitos de
capacitores e fontes de tensédo e cortes de indutores e fontes de corrente.

Todos os casos considerados neste trabalho, por construcdo, evitardo a

existéncia destes circuitos ou cortes.

3.2.2
Consideracodes

Existem alguns cuidados necessarios ao descrever uma rede por equacgdes de

estado.

As equacOes de estado sdo equacgdes diferenciais de primeira ordem, nao

contendo portanto integrais. Estas integrais surgiriam da substituicdo de i =
fot vdx/L + i(0) para correntes de indutor e v = fot idx/C + v(0) para tensdes

de capacitores. Logo, essas substituicbes envolvendo integrais devem, portanto,
ser evitadas, o que pode ser feito mantendo-se as correntes de indutores e as
tensdes de capacitores como variaveis de estado. Derivadas surgem da
substituicdo dev = Ldi/dt para tensdes de indutores ei = Cdv/dt para
correntes de capacitores. Para que estas substituicbes possam ser feitas sem
maiores problemas, deve-se evitar que correntes de capacitor e tensdes de indutor
facam parte do vetor de estado.

Por outro lado, existem infinitas variacbes nas formulagbes de uma rede
linear por equacdes de estado [13], cada qual fazendo uso de um diferente
conjunto de variaveis de estado. Entretanto, como desejamos poder medir
fisicamente as varidveis de estado. Isto nos leva naturalmente a escolha de
correntes de indutor e tensdes de capacitor como variaveis de estado.

Topologicamente, sabe-se que
v
ou seja, sabendo as tensdes dos ramos pode-se determinar todas as outras tensoes

na rede. Como se deseja que as tensdes de capacitores estejam entre as variaveis

de estado, todos os capacitores devem necessariamente ser colocados na arvore.
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Semelhantemente,
[U Q] [Z] =i, +Qi; =0,
sabendo as correntes dos coelos, pode-se determinar todas as outras correntes.
Logo, todos indutores devem ser colocados na coarvore.

No caso de formulacdo da rede por equacOes de estado, considera-se as
fontes independentes como elos separados e ndo mais acompanhados de um
elemento, como foi necessario no método nodal. Como a tensdo de uma fonte de
tensdo independente é previamente conhecida, também ndo se pode colocar esta
fonte na coarvore, pois haveria a contradicdo de sua tensdo independente ser
determinada a partir das tensdes de ramos da arvore.

O mesmo vale para as correntes de fontes independentes de corrente. Nao se
pode colocé-las na arvore, pois suas correntes ndo poderiam ser determinadas a
partir das correntes da coarvore.

Em resumo, deve-se sempre colocar as fontes independentes de tensdo na
arvore e as fontes independentes de corrente na coarvore.

Assumimos que ndo existam circuitos contendo apenas fontes de tens&o
independentes e capacitores, bem como cortes contendo apenas fontes de corrente
independentes e indutores. Caso existam serdo destruidos pela introducdo de
resistores virtuais (com valores apropriados a ndo alterar o comportamento do
circuito em relagdo ao do original).

Vamos agora a formulacdo das equagBes de estado. Para facilitar o
entendimento, apresentaremos o procedimento junto com o desenvolvimento de

um caso tipico ilustrativo,
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3.3
Formulacéao
L6
Y Y L
1 2 3
R5 R3
J8 C@ R4 Cl— —_—C2
1

Figura 3.1 - Rede linear

Dada a rede da Figura (3.1), escolhe-se uma arvore normal. No capitulo
anterior, foi utilizada uma convencao, ao escrever as matrizes da rede, de primeiro
numerar 0os ramos e depois os coelos. Entdo ao numerar os elos da rede, primeiro
numera-se o0s elos que estardo na arvore e em seguida, 0S que estardo na coarvore.
De forma a aumentar ainda mais a clareza do texto, vamos além e adotaremos a

seguinte ordem para a numeragdo dos ramos e coelos:

Ramos fontes de tensao
Ramos capacitores
Ramos resistores
Coelos resistores
Coelos indutores

Coelos fontes de corrente

A arvore selecionada devera conter todas as fontes de tensdo independentes
e todos os capacitores. Todos os indutores e as fontes de corrente independentes
estardo na coarvore. Logo, a arvore escolhida para a rede esta representada na
Figura (3.2), onde as linhas cheias representam os ramos e as linhas tracejadas

representam os coelos.

L7
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Figura 3.2— Arvore do exemplo

A Matriz de Corte do grafo é

1 0 0 1 1 1 0 -1
Q=0 1 0 0 -1 -1 1 0 (3.3)
0 01 0 -1 -1 0 O

Vamos agora escrever as equacoes da lei de Kirchhoff das correntes para 0s
cortes fundamentais e as equacfes da lei de Kirchhoff das tensGes para os

circuitos fundamentais.

Q/i=[U Q] [Z] =i, +Qi;=0

(3.4)
V¢
Biv=[B; U] [vl] =B, +v,=0
ou
i, = —Q,i
t ] (3.5)
v, = —B.v;

Escrevendo a equacéo (3.5) na forma escalar tem-se:
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1:1 :—i4 —i5 _i6 +l8

iz = i5 +l6 —i7

i3 = i5 +i6

va— 71 (3.6)
UVs=V1 —Vp —U3

Ve= V1 —VUz —V3

U7= ()

Vg=—1

Em seguida, escreve-se as relagOes v-i das fontes e dos elementos reativos:

, dv,
L=4 dt
dvz
lp = CZ W
dig 3.7
Vg = L6E ( )
di,
vy = L7 E
i8 = igS(t)

Substituindo as correntes de capacitores e as tensfes de indutores de (3.7)

em (3.6), tem-se:

dvy . . . .
ClE=—l4—15—l6+l8

dv, . , ,

C2E=l5+16—17
(3.8)

dig

L6E:U1_U2_v3
di;
7 dt =1

Devemos agora eliminar as correntes e tensdes de resistores do lado direito
de (3.8). Para isso, primeiro escrevemos as relagdes v-i dos elementos resistivos,

utilizando a relagdo i = Gv para os ramos e a relagdo v = Ri para os coelos.
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iz = G3v3
U4 = R4i4 (39)
Vs = Rsis

Substituindo (3.9) nas equacdes equivalentes de (3.6) e rearrumando 0s
termos de modo que as correntes e tensdes dos resistores fiquem do lado esquerdo
das equac0es e as correntes de indutores, as tensdes de capacitores e as tensdes e

correntes de fontes fiquem do lado direito tem-se:
G3v3 —i5 = i
R4i4, =7 (310)

R5i5+173 =V —7V

Este sistema pode ser facilmente resolvido para vs, i, € is. Logo,

41 v Rsig
V3 = - +
RsGs+1 RsGs+1 RsGs+1
, U1
ly = R_4 (3.11)
. G3vy G3v; lg
5 T ReGs+1 RsGs+1 RoGs+1
Finalmente, substituindo (3.11) em (3.8), tem-se:
dv, 3 Gs RsG3 ,
G = (G4+R563 + 1)”1 T ReG+172 ReG, 416 e
dv, Gs G3 RsGz . |
Cdt TR A1 RG A1 TR 1Y 1)
dig _ RsGs RsGs Rs 19
Lo gt R+ 1 T ReG+1% RGa1°
di,
7t =1

Reescrevendo (3.12) em forma matricial compacta, tem-se:
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ax(t
# = Ax(t) + Be(t) (3.13)
onde,
vy (t)
t
x(t) = 1.72( ) « vetor de variaveis de estado
i6(t)
i7(t)
e(t) = [igg(t)] « vetor de entrada
[ 1 G3 1 G3 1 RsG3 T
_C_1(64+R563+1) C_l(RsG3+1> _C_l(RSG3+1) 0 (3.14)
i(L) _1< Gs ) RsGs Y
e C; \RsG3 + 1 C; \RsG3 + 1 RsG; + 1 C,
i(ﬂ) _i(ﬂ) _i(L> 0
Lg \RsG3 + 1 Lg \RsG3 + 1 Lg \RsG3 + 1
1
0 . 0 0
7 3
1
G
B=]|o
0
0

As saidas desejadas podem ser as préprias variaveis de estado, ou quaisquer
outras variaveis da rede. Como foi dito anteriormente, qualquer variavel da rede
pode ser escrita como funcgdo das variaveis de estado e das fontes independentes.
Sendo assim

w(t) = Cx(t) + De(t) (3.15)
onde,

w(t) « vetor de saida (3.16)

A seguir, mostraremos a formulacdo sistematica das equagdes de estado,

para redes cuja ordem de complexidade é igual ao nimero de elementos reativos.
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3.4
Formulacdo Sistematica das Equacdes de Estado

Nesta se¢do, apresentaremos uma formulacao sistematica para as equacdes
de estado. Consideraremos aqui que a ordem de complexidade da rede é igual ao
numero de elementos reativos, ou seja, ndo existem circuitos contendo apenas
capacitores e fontes de tensdo, nem cortes contendo apenas indutores e fontes de
corrente.

O primeiro passo é escolher uma arvore normal. Novamente aqui vamos
utilizar uma numeragdo para os elos de forma a manter o texto mais claro e

compacto. A ordem para a numeracao dos elos sera a mesma da se¢do anterior:

Ramos fontes de tensao
Ramos capacitores
Ramos resistores
Coelos resistores
Coelos indutores

Coelos fontes de corrente

Como néo existem circuitos de capacitores e cortes de indutores, todos os
capacitores estardo na arvore e todos os indutores estardo na coarvore. Neste caso

a matriz de corte pode ser escrita da forma:

=, |- - _ _ - _ (3.17)

onde cada linha de @f corresponde a um corte fundamental representado por um
ramo da arvore. Como foi visto no capitulo anterior, podemos separar a matriz de
corte em duas partes, correspondentes aos ramos e coelos. Caso a numeragdo dos

cortes seja igual a numeracdo escolhida para os ramos, teremos:

Qr=1[U Q] (3.18)
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R, L ]

_E Qe Qm Qg
Q= Qcr Qc. Qg
Re Qe Qr. Qw

42

(3.19)

Utilizando como base as equacdes de Kirchhoff das tensdes para os circuitos

e as equagdes de Kirchhoff das correntes para os cortes, pode-se escrever as

equac0es de estado utilizando as seguintes relacdes [5]:

—x = Ax + Be

Onde

=]

e=[y]
_ Yy H
-1 Lg%
_ c—1 ]l - H
¢ -2
Y = QcrR™'Q'¢r
Z=Q'r,G ' Qgy,

H =—Qc, + QcrkR™Q ;R Qs
G=0Q'c.— QrGQrrGQ'cr

U = QcrR7'Q'gr

Z = Q,RLG_lQR]
H = —Q¢y + QcrRQ 1 Re Qg
G=0Q's — QrG 'QrrGQr

R=R; + Q;ERRtQRR
G = G, + Qrr G, Qpp

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

onde C é uma matriz diagonal cujos valores representam as capacitancias dos

ramos, na ordem. L é a matriz das indutancias, incluindo possiveis indutancias
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mutuas. R, e R; sdo matrizes diagonais cujos valores representam as resisténcias
dos ramos e dos coelos, respectivamente, em ordem. G, e G; sdo as inversas de R,
e Ry, respectivamente.

As equacdes de saida podem, igualmente, ser determinadas em relacdo as
variaveis de estado e as fontes independentes.

Em seguida, repetiremos a formulagdo do exemplo da Figura (3.1),
mostrada novamente aqui, por motivo de clareza, utilizando as relacdes

apresentadas nesta secéo.

L6
Y'Y Y
1 2 3
R5 R3
J8 C/D R4 § Cl— —_—C2 L7
1

Figura 3.3— Rede exemplo

A Matriz Corte Fundamental encontrada foi:

1001 1 1 0 -1
Q=[0 10 0 -1 -1 1 0] (3.26)
0010 -1 -1 0 0
Q=[U Q] (3.27)
Ry L J
Ry, Rs Lg L7 Jg
Qz=C{C1 1 1 1 0 -1 (3.28)
G, lo -1 -1 1 ol
R{R; 0 -1 -1 0 O

A partir das equacdes (3.20) a (3.25), tem-se 0 mesmo resultado para as

matrizes A e B:
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—1<G+ G3 ) 1( G3 ) 1(R563)
G\ "RsGs+1) € \RsG; +1 C \RsG3 + 1
1 ( Gs ) 1 ( G; ) RsG; 1
a-| G\RG+1 C, \ReGs + 1 RsGs + 1 c,| (329
- 1<RSG3> 1(RSG3> 1( R: ) 0
Le \RsG3 + 1 Lg \RsGs + 1 Le \RsG3 + 1
1
0 — 0 0
L, ]
[1
[C1 ]
B=|ol (3.30)
0

3.5
Caso exemplo

Para exemplificar a técnica de simulacdo apresentada neste capitulo, foi
feita novamente a simulagéo da rede da Figura (2.11).
Os valores encontrados ap6s a simulacdo encontram-se na Tabela (3.1),

coincidindo com os j& conhecidos.

Barra Tensdo
1 v=1,026£—2,2°
v =1,025843,7474°
v =1,03244£2,005°
v = 0,995882 — 3,9836°
v =1,01312 — 3,6974°
v=1,016120,7293°

| O O W N

Tabela 3.1- Tensdes nas barras
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1,026 /3,7° 1,016_70,7° 1,03272,0°
12 2 _ 8 3 I3
S 00085 ;5 10072 00119 , j0,1008 © 1
_ j0,0586
j0,0625
35274
4,399 =
1 L 12 =
0,996_-4,0° 1,013 -3,7°
5 6
. _ 3,878
.14,151I 0,683 : j0,092 Lo L
0 1026./22 7.,
jo2ror  15.9878=F a j0,3287

s j0,0576 = s

Figura 3.4— Rede do caso exemplo

Os valores das fontes encontram-se na Tabela (3.2). Comparando o0s
resultados, comprova-se a validade da simulagdo. Na Figura (3.5) encontra-se o
grafico da tensdo da barra 1 ao longo do tempo.

Fonte Valor
11 j =18,0556£ — 90°
12 j = 16,42 —80,7°
13 j=17,49152 — 85,3°

Tabela 3.2 — Valores das fontes
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Tensé&o na Barra 1

10 T T T T T T T T T

Tenséo (pu)

) [ [ [ [ [ [ [ [ [

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Tempo (s)

Figura 3.5— Tens&o na barra 1

3.6
Conclusao

Este capitulo apresentou um método para formulacdo de redes elétricas
lineares através de equacao de estado. Como foi dito anteriormente, este método
possui algumas vantagens em relacdo ao método apresentado no capitulo anterior,
entre elas o vasto conhecimento matematico disponivel para resolucdo de
equacOes deste tipo e a facilidade em estender a formulagéo para redes variantes
no tempo e/ou nédo-lineares.

Primeiramente, foi apresentado o conceito de ordem de complexidade da
rede, importante para determinar o tamanho do vetor de variaveis de estado. Em
seguida foram apresentadas consideracdes necesséarias para a formulacdo de
equacOes de estado. Foi desenvolvido um exemplo, mostrando como que atraves
das equacbes de Kirchhoff e das relacOes eletromagnéticas dos componentes,

chega-se as equacdes de estado.
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Depois, foi apresentado um método para a formulacdo sistematica das
equac0es de estado, utilizando a particdo da matriz de corte fundamental.

Finalmente, foi apresentado um caso exemplo, validando o método.

No préximo capitulo, a formulacdo aqui apresentada sera estendida para

rede ndo-lineares.
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