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A
Equalizadores MMSE e ZF

A1
Equalizador MMSE

Sejam r(i) o vetor observagdo, de tamanho P x 1, e s(i) o vetor do sinal
desejado, de tamanho M x 1. O banco de filtros lineares que minimiza o erro
quadritico médio de estimagdo do sinal s(i) processando a observagdo r(:) é
chamado de banco de equalizadores MMSE (Minimum Mean Square Error). O
banco de filtros lineares € representado por uma matriz W, de tamanho P x M. Cada
coluna de W representa um equalizador. A estimativa MMSE de s(i), denotada por

Smmske(?), € obtida por meio de:

Smmske (1) = WMMSEr( )-

Logo, a matriz Wyysg de tamanho P x M satisfaz [71, 72]:

Wumse = arg { whin B :||S(i) - WHF(Z')”Q} }
— arg { min :( (i) = WHr(i))" (s(i) — WHr@))} }
e {Wénégw o] (06~ W) 10 - W) )]}
— E[e(i)r()"] E[r(0)s()"], A1

e depende portanto da matriz autocorrelacio das observacdes, bem como da matriz

de correlacdo cruzada entre as observagdes e os sinais desejados.

A1
Exemplo: OFDM-ZP

O modelo de sinais para o OFDM-ZP ¢ (vide Capitulo 3):
rzp(i) = HoFs(i) + n(q), (A.2)

com rzp(i), Hy, Fas, s(7) e n(i) de tamanhos P x 1, Px M, M x M, M x1e Px1
respectivamente. A matriz autocorrelacdo das observacdes, de tamanho P x P, vale:
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E[rzp<i)rzp(i)H] = O'?H()Hé{ + N()Ip, (A3)
e a matriz de correlacdo cruzada entre as observacdes e os sinais desejados, de

tamanho P x M, vale:
E[rzp(i)s(i)"] = oZHF};. (A.4)

Substituindo (A.3) e (A.4) em (A.1) chega-se a expressdo para o banco de equali-
zadores MMSE para o caso de sinais OFDM-ZP:

Wanse = [0?HoHE + NoTp] ~ HF {0
= Ry HoFjjo;
N, —1
= [HOHéJ + U—SIP} HoF1 (A.5)
s
A obtengdo da matriz Wyysg envolve a inversdo da matriz autocorrelacdo de rzp(i),
Rp, e pressupde o conhecimento de Ny (ou uma estimativa do mesmo) no receptor.

Uma expressdo alternativa'’) para o banco de equalizadores MMSE em (A.5)

pode ser obtida com a ajuda do lema de inversdo de matrizes [71, 72]:

N —1
Wiymse = Ho [Hgf H, + U—SIM] FI (A.6)

A1.2
Exemplo: OFDM-CP

O modelo de sinais para 0 OFDM-CP satisfaz (vide Capitulo 3):

com x7(7), Dyr(hyy), s(i) e np;(7) de tamanhos M x 1, M x M, M x 1e M x 1
respectivamente. Ademais, D M(flM) = diag(ﬁM). A matriz autocorrelacdo das

observacdes, de tamanho M x M, vale:

E[ree(i)ree())"] = oZDas(har)Das(har)™ + Nolus
= oldiag(hy © hy) + Nola, (A.8)

onde ® denota o produto de Hadamard. A matriz de correlacdo cruzada entre as

observacdes e os sinais desejados, de tamanho M x M, vale:

E[rep(i)s(i)”] = o?Das(hu). (A.9)

(Dexpressio vdlida somente se Ny # 0; se Ny = 0, a matriz HoHZ' de tamanho P x P resultante
em (A.5) ndo admite inversa, uma vez que Hy tem posto M e P > M.
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Substituindo (A.8) e (A.9) em (A.1), obtém-se a expressdo para o banco de equali-
zadores MMSE para os sinais OFDM-CP:

WMMSE = [O?d@dg(fl]\/[ © fl*M) + NUIM}_lDM(flM)O'g
= R Du(hu)o?

-1

- N N, -
= |diag(hy @ h},) + J—SIM Dy (hyy). (A.10)

S

Convém ressaltar que a matriz obtida em (A.10) € diagonal.

Sabendo que

hy = [H[0) H[1] ... HM —1]]"

hy © by, = [[HO)? [H[)P ... [H[M —1][*],

pode-se reescrever (A.10) como:

H10] HI[1] H[M —1]
[H[O]]>+ 2% [H[U]P+2% " [H[M —1]]2+ %3

Convém lembrar que a k-ésima componente de x,,(7) estd associada ao sinal
transmitido pela k-ésima portadora. De (A.11) conclui-se portanto que o filtro linear
6timo, segundo o critério MMSE, que equaliza o sinal transmitido pela k-ésima

portadora possui apenas um coeficiente (ou tap), que € dado por:

wMMSE[k] =

A2
Equalizador ZF

O banco de equalizadores Zero Forcing (ou ZF) € um banco de filtros lineares
que objetiva processar o sinal recebido de forma a desfazer os efeitos do canal sobre
o sinal transmitido, sem levar em conta a presenca de perturbacdes tais como o ruido
aditivo [88]. A estimativa Zero Forcing do sinal desejado s(i), denotada por S (7),
¢ obtida por meio de:

Sze(1) = W (i),

onde Wz é uma matriz de tamanho P x M e r(i) é o vetor de sinal recebido, de
tamanho P x 1.

Para um sinal recebido r(i) que se relaciona de modo linear com o sinal
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desejado s(7) por meio de uma matriz de canal H de tamanho P x M, isto é:

r(i) = Hs(1),

a matriz W € tal que:
WIH =1,

ou seja, WL ¢ a pseudo-inversa de H ou ainda:
Wi = H. (A.12)

Convém frisar que a estimativa Szr() é perfeita (ideal) caso o canal de comunicagdo
seja livre de ruido (isto €, o sinal transmitido ndo € corrompido por ruido na recep-
¢d0). Em presenca de ruido, o desempenho do sistema tende a sofrer degradacao,

devido ao fendmeno de amplificacdo do ruido pelo equalizador ZF.

A.2.1
Exemplo: OFDM-ZP

Observando o modelo de sinais para 0 OFDM-ZP em (A.2), e substituindo
H = HyF1; em (A.12), chega-se a [56]:

Wi = (HoFj))
= [(HF T HFD)] (HFE)!
(FyHIHFY) ' F ) 1Y
= Fy(HIH) 'FEF,HY
= Fy(H{Hy) 'HY
= FyH];

ou seja, o banco de equalizadores ZF para sinais OFDM-ZP satisfaz a seguinte

expressao:

WZF — (HE)HFJF\I/[
— Ho(H{H,) 'F},. (A.13)

E interessante comparar (A.13) e (A.6): a expressdo para o equalizador

2 0'2

MMSE tende a expressao para o equalizador ZF quando a razdo “sinal ruido ~

tende ao infinito (ou o ruido tende a zero).
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A2.2
Exemplo: OFDM-CP

Para os sinais OFDM-CP (vide (A.7)), o banco de equalizadores ZF € obtido
substituindo H = D M(fl ) em (A.12), de modo que:

Wz = (DM<I~1M)71)H

. 1 1 1
= dzag( HOF " HM =1 ) (A.14)

De modo andlogo ao que ocorre com o OFDM-ZP, a expressao do equalizador

MMSE em (A.11) tende a expressdao do equalizador ZF em (A.14) quando a razao
“sinal ruido” j'v—z tende ao infinito (ou o ruido tende a zero).

Uma vez que a k-ésima componente de x,,(7) em (A.7) estd associada ao
sinal transmitido pela k-ésima portadora, e que a k-ésima coluna de Wzg contém
os pesos do equalizador linear associado a k-ésima portadora, de (A.14) conclui-
se portanto que o filtro linear ZF que equaliza o sinal transmitido pela k-ésima

portadora possui apenas um coeficiente (ou tap), que € dado por:
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