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A

Equalizadores MMSE e ZF

A.1
Equalizador MMSE

Sejam r(i) o vetor observação, de tamanho P × 1, e s(i) o vetor do sinal

desejado, de tamanho M × 1. O banco de filtros lineares que minimiza o erro

quadrático médio de estimação do sinal s(i) processando a observação r(i) é

chamado de banco de equalizadores MMSE (Minimum Mean Square Error). O

banco de filtros lineares é representado por uma matriz W, de tamanho P×M . Cada

coluna de W representa um equalizador. A estimativa MMSE de s(i), denotada por

ŝMMSE(i), é obtida por meio de:

ŝMMSE(i) = W
H

MMSEr(i).

Logo, a matriz WMMSE de tamanho P × M satisfaz [71, 72]:

WMMSE = arg

{

min
W ∈ CP×M

E

[

‖s(i) − W
H
r(i)‖2

]}

= arg

{

min
W ∈ CP×M

E

[

(

s(i) − W
H
r(i)

)H(

s(i) − W
H
r(i)

)

]}

= arg

{

min
W ∈ CP×M

E

[

Tr
{(

s(i) − W
H
r(i)

)(

s(i) − W
H
r(i)

)H}

]}

= E
[

r(i)r(i)H
]−1

E
[

r(i)s(i)H
]

, (A.1)

e depende portanto da matriz autocorrelação das observações, bem como da matriz

de correlação cruzada entre as observações e os sinais desejados.

A.1.1
Exemplo: OFDM-ZP

O modelo de sinais para o OFDM-ZP é (vide Capítulo 3):

rZP(i) = H0F
H

M
s(i) + n(i), (A.2)

com rZP(i), H0, FM , s(i) e n(i) de tamanhos P ×1, P ×M , M×M , M×1 e P ×1

respectivamente. A matriz autocorrelação das observações, de tamanho P×P , vale:
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E
[

rZP(i)rZP(i)
H

]

= σ2

s
H0H

H

0
+ N0IP , (A.3)

e a matriz de correlação cruzada entre as observações e os sinais desejados, de

tamanho P × M , vale:

E
[

rZP(i)s(i)
H

]

= σ2

s
H0F

H

M
. (A.4)

Substituindo (A.3) e (A.4) em (A.1) chega-se à expressão para o banco de equali-

zadores MMSE para o caso de sinais OFDM-ZP:

WMMSE =
[

σ2

s
H0H

H

0
+ N0IP

]−1

H0F
H

M
σ2

s

= R
−1

ZP H0F
H

M
σ2

s

=

[

H0H
H

0
+

N0

σ2
s

IP

]−1

H0F
H

M
. (A.5)

A obtenção da matriz WMMSE envolve a inversão da matriz autocorrelação de rZP(i),

RZP, e pressupõe o conhecimento de N0 (ou uma estimativa do mesmo) no receptor.

Uma expressão alternativa(1) para o banco de equalizadores MMSE em (A.5)

pode ser obtida com a ajuda do lema de inversão de matrizes [71, 72]:

WMMSE = H0

[

H
H

0
H0 +

N0

σ2
s

IM

]−1

F
H

M
. (A.6)

A.1.2
Exemplo: OFDM-CP

O modelo de sinais para o OFDM-CP satisfaz (vide Capítulo 3):

xM(i) = DM(h̃M)s(i) + nM(i), (A.7)

com xM(i), DM(h̃M), s(i) e nM(i) de tamanhos M × 1, M ×M , M × 1 e M × 1

respectivamente. Ademais, DM(h̃M) = diag
(

h̃M

)

. A matriz autocorrelação das

observações, de tamanho M × M , vale:

E
[

rCP(i)rCP(i)
H

]

= σ2

s
DM(h̃M)DM(h̃M)H + N0IM

= σ2

s
diag

(

h̃M ⊙ h̃
∗
M

)

+ N0IM , (A.8)

onde ⊙ denota o produto de Hadamard. A matriz de correlação cruzada entre as

observações e os sinais desejados, de tamanho M × M , vale:

E
[

rCP(i)s(i)
H

]

= σ2

s
DM(h̃M). (A.9)

(1)expressão válida somente se N0 6= 0; se N0 = 0, a matriz H0H
H

0
de tamanho P ×P resultante

em (A.5) não admite inversa, uma vez que H0 tem posto M e P > M .
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Substituindo (A.8) e (A.9) em (A.1), obtém-se a expressão para o banco de equali-

zadores MMSE para os sinais OFDM-CP:

WMMSE =
[

σ2

s
diag

(

h̃M ⊙ h̃
∗
M

)

+ N0IM

]−1

DM(h̃M)σ2

s

= R
−1

CPDM(h̃M)σ2

s

=

[

diag
(

h̃M ⊙ h̃
∗
M

)

+
N0

σ2
s

IM

]−1

DM(h̃M). (A.10)

Convém ressaltar que a matriz obtida em (A.10) é diagonal.

Sabendo que

h̃M =
[

H[0] H[1] . . . H[M − 1]
]T

e

h̃M ⊙ h̃
∗
M

=
[

|H[0]|2 |H[1]|2 . . . |H[M − 1]|2
]

,

pode-se reescrever (A.10) como:

WMMSE = diag

(

H[0]

|H[0]|2 + N0

σ2
s

H[1]

|H[1]|2 + N0

σ2
s

. . .
H[M − 1]

|H[M − 1]|2 + N0

σ2
s

)

. (A.11)

Convém lembrar que a k-ésima componente de xM(i) está associada ao sinal

transmitido pela k-ésima portadora. De (A.11) conclui-se portanto que o filtro linear

ótimo, segundo o critério MMSE, que equaliza o sinal transmitido pela k-ésima

portadora possui apenas um coeficiente (ou tap), que é dado por:

wMMSE[k] =
H[k]

|H[k]|2 + N0

σ2
s

.

A.2
Equalizador ZF

O banco de equalizadores Zero Forcing (ou ZF) é um banco de filtros lineares

que objetiva processar o sinal recebido de forma a desfazer os efeitos do canal sobre

o sinal transmitido, sem levar em conta a presença de perturbações tais como o ruído

aditivo [88]. A estimativa Zero Forcing do sinal desejado s(i), denotada por ŝZF (i),

é obtida por meio de:

ŝZF(i) = W
H

ZFr(i),

onde WZF é uma matriz de tamanho P × M e r(i) é o vetor de sinal recebido, de

tamanho P × 1.

Para um sinal recebido r(i) que se relaciona de modo linear com o sinal
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desejado s(i) por meio de uma matriz de canal H de tamanho P × M , isto é:

r(i) = Hs(i),

a matriz WZF é tal que:

W
H

ZFH = IM ,

ou seja, WH

ZF é a pseudo-inversa de H ou ainda:

W
H

ZF = H
†. (A.12)

Convém frisar que a estimativa ŝZF(i) é perfeita (ideal) caso o canal de comunicação

seja livre de ruído (isto é, o sinal transmitido não é corrompido por ruído na recep-

ção). Em presença de ruído, o desempenho do sistema tende a sofrer degradação,

devido ao fenômeno de amplificação do ruído pelo equalizador ZF.

A.2.1
Exemplo: OFDM-ZP

Observando o modelo de sinais para o OFDM-ZP em (A.2), e substituindo

H = H0F
H

M
em (A.12), chega-se a [56]:

W
H

ZF = (H0F
H

M
)†

=
[

(H0F
H

M
)H(H0F

H

M
)
]−1

(H0F
H

M
)H

= (FMH
H

0
H0F

H

M
)−1

FMH
H

0

= FM(HH

0
H0)

−1
F

H

M
FMH

H

0

= FM(HH

0
H0)

−1
H

H

0

= FMH
†
0
;

ou seja, o banco de equalizadores ZF para sinais OFDM-ZP satisfaz a seguinte

expressão:

WZF =
(

H
†
0

)H

F
H

M

= H0

(

H
H

0
H0

)−1

F
H

M
. (A.13)

É interessante comparar (A.13) e (A.6): a expressão para o equalizador

MMSE tende à expressão para o equalizador ZF quando a razão “sinal ruído” σ
2
s

N0

tende ao infinito (ou o ruído tende a zero).
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A.2.2
Exemplo: OFDM-CP

Para os sinais OFDM-CP (vide (A.7)), o banco de equalizadores ZF é obtido

substituindo H = DM(h̃M) em (A.12), de modo que:

WZF =
(

DM(h̃M)−1
)H

= diag

(

1

H[0]∗
1

H[1]∗
. . .

1

H[M − 1]∗

)

. (A.14)

De modo análogo ao que ocorre com o OFDM-ZP, a expressão do equalizador

MMSE em (A.11) tende à expressão do equalizador ZF em (A.14) quando a razão

“sinal ruído” σ
2
s

N0

tende ao infinito (ou o ruído tende a zero).

Uma vez que a k-ésima componente de xM(i) em (A.7) está associada ao

sinal transmitido pela k-ésima portadora, e que a k-ésima coluna de WZF contém

os pesos do equalizador linear associado à k-ésima portadora, de (A.14) conclui-

se portanto que o filtro linear ZF que equaliza o sinal transmitido pela k-ésima

portadora possui apenas um coeficiente (ou tap), que é dado por:

wZF[k] =
1

H[k]∗
.
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