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Modelos em espaco de estado e o filtro de Kalman

3.1. O modelo em espaco de estado linear

Um modelo em espaco de estado linesem efeitos de regressao e/ou

intervengdes, € definido pelamatrizes do sistemdZ, T, R, H, Q}. Suas

equacdes sao descrito abaixo:

Y. =4y t&, & ~WNO, H)
Vi =TVi + R, 0. ~WNQO, Q) 1)
n~(@,R)

A primeira equacdo do sistema € chamadaacdo das medidasu das
observacdesA segunda equacdo, nomeada pquacao de transicd@u do

estado representa a dinamica do procegspochamado deetor de estad qual
é m-variado e, em geral, ndo observavel, e cujgpomentey,, chamado deetor

de estado inicigl possui esperanca matematica e matriz de covaianc

incondicionais dados poa e P, respectivamente. Quandg tem distribuicéo

Gaussiana e é independente de procéssg,) e, além disso,

Al ol >

entdo, o modelo (1) € chamado modeloempaco de estado linear Gaussidob
Harvey, 1989; e Durbin e Koopman, 2001). Sobre afines do sistema, pode

ser dito que estas podem depender de termos pasdady e/ou podem ser

invariantes no tempo.

Para diversos modelos em séries temporais, existe menos uma
representacdo da forma espacgo de estados. Denpancgais, enumeram-se:
ARIMA, VAR, modelos de regressdo com coeficientemiante no tempo,

modelos estruturais univariados e multivariados,detms de volatilidade
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estocastica, modelos de duracdo, modelosptiae etc. Aprofundamentos sobre
como estes e outros modelos de séries temporasmdeer reconhecidos em
formas do tipo descrito em (1) podem ser enconsragim Harvey (1989),

Hamilton (1994), West e Harrison (1997), Durbin @daman (2001), Brockwell

e Davis (2002), e Shumway e Stoffer (2006).

3.2. O filtro de Kalman

Para 0 que se segue, considere a versdo Gadsséfl). Um conjunto de
equacgodes recursivas para a obtencéo de estimatioresor de estado, para cada
instante de tempo e com boas propriedadedili&#code Kalman Antes de que se
apresentem as recursdes do filtro de Kalman, ceresigk a seguinte notacao:

n € numero de observacdes extraidas do prodésso
0; é ac -algebra produzida pelas medidas até o instaptesto
e, 0, =a(M,Y,,....Y));
Vi =E(10)); e
Py = Bl = V) h = 7y 16,1

As recursbes do filtro de Kalman para os momentosqgele j=t—- 1
(previs@g, j =t (atualizacdg e j =n (suavizacady sdo dadas, respectivamente,

por:

Equacdes de Previséao

pt+]]t :Ttptn

P

t+1t = Tt PtItTt l"'RtQt RtI (3)

® Menciona-se que, embora esta hipétese possa s@ouao restritiva, tudo que é aqui
apresentado mantém grande generalidade, pois,d®raormalidade, expressdes do filtro de
Kalman representam estimadores lineares otimosrespmndentes matrizes de erros médios
quadraticos. Livros que perseguem esta leitura g da teoria sédo Brockwell e Davis (2002) e
Shumway e Stoffer (2006).
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Equacbes de Atualizacéo

f’qr = J7t|t—1 + Ptlt—lzt' F oy,
P, =P

tit tit-1

(4)

-P,LZF'Z,P

tt-14t t 1 tt-1
Equacbes de Suavizacao

pt|n = pt|t—1 + Byalia
i, = Zt‘ Ft_lut + (Tt _Tt Ptlt—lzt' Ft_lzt )Irt
P = P = BN By 5)

Nt—l = Zt' Ft_lzt + (Tt _Tt Ptlt—lzt' Ft_lzt ) Nt (Tt _Tt Ptlt—lzt‘ Ft_lzt )
rr=0 e N,=0

Nota-se que, para o calculo das recursbes acim@céssario que se

calculem asinovacbese sua variancia condicional. Essas sdo obtidas por
U, =Y, —EM 104) =Y, _th}ﬂt—l e R =Var(y, |04)=2 Fﬁt—lz +H.
Referéncias sobre as deducdes das recursbes darkKaob a hipdtese de

normalidade, podem ser encontradas em Harvey (19893), e Durbin e
Koopman (2001).

3.3.
Imposicao de restricdes no filtro de Kalman

Conforme descrito em Pizzinga et al. (2009)jltoo de Kalman restrito
reduzido(cf. Pizzinga, 2009) é uma das possibilidadesedienpor a restricdo de
carteira — referente a analise de estilo semi-fertaos modelos de fatores
dindmicos, na forma de espaco de estado.

Em termos gerais, e relegando os detalhes da nmemlizioparticularizacao
ao contexto da analise dindmica de estilo ao daptulesta Dissertacdo, tem-se
que esta versdo do filtro de Kalman sob restricoesiste em reescrever algumas
coordenadas do vetor de estado em funcdo de o(tna&sultado é substituido na
equacéao das medidas de forma apropriada.

Especificando Primeiramente, supfe-se que o vetor de estadmstante

t, satisfaz restricdes lineares, da forfyg, = q,, na qualA é uma matriz fixa e

conhecida de dimens&ax m e ¢, € um vetor possivelmente aleatdrio, certamente


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0713593/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0713593/CA

Modelos em espaco de estado e o filtro de Kalman 28

observavel eDt-mensurévél A descricdo do algoritmo, para a transferéncia de

tais restricoes a estimacédo do estado via filtrdKdkenan, € dada abaixo, sob

notacdes analogas a de Pizzinga et al. (2009):

1. Particione o vetor de estado e reescreva ac@stlinear, sendo que a

matriz A, kxk €& invertivel:

AVt AVor = G (6)

2. Resolva a equacgéo (6) pgra e obtenha:

Vie = Al_,tht - A‘J:tlAZI Var (7)

3. Substitua, na equagao das medidas do model@ (@)presséo de,,

deduzida na equacéao (7):

Yt* :Yt - Zl,t A‘J:tht = (Zz,t _Zt,l'A‘J:tlAZ,tth)th tE = ZZD,t Vor T & C))

4. Proponha uma equacao de transicéo parale tal forma que se preserve

um modelo em espaco de estado linear, isto é:
y2,t = T2,t y2,t + R2,t,72,t (9)

5. Para o0 modelo definido anteriormente em (8) )e lf@sta aplicar as
equacOes de atualizacdo e de suavizacdo do fikroKalman para obter

estimativas dey,,. Finalmente, utilize as estimativas encontradasygepara

calcular estimativas dg,, :

yltlj = A.'l._tht - AJ:tht Az,t yz,ﬂj Ot< J (10)

" O uso deste termo, neste contexto de modelosdis@daussianos, é equivalente a dizer
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Uma vantagem metodoldgica de se utilizar o filt® Kalman restrito
reduzido é a de que, durante o processo de modelagpossivel a comparacao
entre varios modelos concorrentes mediante ogiogtée informacéao dos tipos
AIC, BIC e outros. E, aléem disso, existe também udiwia vantagem
operacional, a qual esta relacionada a reducdardanho do vetor estado. Isto
pode, em muitos casos, gerar uma eficiéncia corojouta durante a estimacao
do modelo. Para maiores discussdes sobre estarmaeese imporem restricoes
lineares em modelos em espaco de estado lineas#s), @omo comparacdes com

outras abordagens concorrentes de estimacaoagwsidé Pizzinga (2009).

3.4.
Inicializacao do filtro de Kalman

Para a utilizacdo das recursfes de Kalman, a emgera a variancia
incondicionaisa, e P, do vetor de estado inicigl, devem ser conhecidas. No
caso em que existe pelo menos uma coordenada ta@imesaria do vetor de
estadoy, , faz-se necessario o uso de procedimentos quieanxia inicializa¢éo
do filtro de Kalman, uma vez que tais condi¢desias sdo de dificil definicdo.
As abordagens mais conhecidas na literatura dess@mnporais para inicializacao
do filtro de Kalman sé&o: abordagdmyg kappa(cf. Harvey e Phillips, 1979), o
filtro de Kalman inicial exatgcf. Koopman, 1997; Durbin e Koopman, 2001, cap.
5; e Koopman e Durbin, 2003) dittro de Kalman aumentad(f. de Jong, 1991,
Harvey, 1989; Durbin e Koopman, 2001, cap. 5; degJ® Chu-Chun-Lin, 2003).
Os dois primeiros métodos serdo aqui descritoa parte aplicada da Dissertacao
(capitulo 5), considerados e implementados. Pamto,teadota-se 0 seguinte
modelo gerapara o vetor de estado inicial, sob a notacdo dbiDe Koopman
(2001):

Vi =a+ Ad+ Ry, 7, ~ N(0,Q,) (11)

que g, é funcdo afim de(Yl',...,Yt )
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no qual a é um vetormx1l de constantesp € vetor aleatoriogx1l néao-
observavel com E(d)= 0 Var(d)=«l, e E(dn,)=CoUdn,)=0. Os
termosA e R,sdo matrizes que selecionam as coordenadgg @dssociadas as
componentes néo-estacionarias e estacionariagctegpente, dg/,. Também,
admite-se queQ, > 0 as coordenadas de, associadas as coordenadas néo-

nulas Ad, sdo nulas. Com o modelo geral em (11), é pdssividuir total
ignorancia sobre as condicdes iniciais refererdesardenadas nao-estacionarias

de y,. O procedimento é fazer com a variancia dese torne arbitrariamente

grande.

Na abordagem big kappaque foi sugerida originalmente em Harvey e
Phillips (1979), e de certa forma defendida em Ewarfd1989), pags: 121 e 122, a
total ignoréancia é traduzida ao se especificar alarvnumericamente grande para

k. No entanto, esta é uma metodologia heuristidaasgual a determinacéao de
uma constante dex razoavelmente grande é variante conforme a ex@éte

cada analista, e cuja estabilidade computacionale pdicar seriamente
comprometida.

Uma alternativa tedrica e operacionalmente maeressante a abordagem
big kappa é€o filtro de Kalman inicial exatodevido a Koopman (1997), e
revisitado em outros aspectos por Koopman e Du(B003) — também se
recomenda o livro de Durbin e Koopman (2001), &agieste tipo de inicializacdo
difusa exata consiste basicamente em reconhecer que as equdgddso de
Kalman “2 em 12 e do suavizador de Kalman (equacées (5)) depedeem na
forma de fungbes suaves, escrever estas funcdes fdomulas de Maclaurin, e

tomark - o nestas expressc")es.

8 O filtro de Kalman “2 em 1" é obtido mediante @stituicdo das equacdes em (4) nas
equacdes em (3), e muitas vezes é consideradteratura com o proprio filtro de Kalman (cf.

Durbin e Koopman, 2001, cap. 4). Suas express@edasias por:
Vear = Ty * TRLZ B0, t=1,2,..,n
Pu=TR-(T-TB..ZF)'+ RQR
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Os referentes coeficientes matriciais da partenpolial destas formulas
de Maclaurin, no caso do filtro de Kalman “2 em t@nstituem o filtro de

Kalman inicial exaty suas recursdes séo dadas na seqiiéncia:

F..=Z2P,.Z Fo. =Z,P,Z +H,

M =P,Z, M., =P..Z,

FY =F; F® =-FF,F.}

K?=TM™M,FY K®=TM_F?®+TM_ F®

L9 =T -K?Z, LY =-KPZ, (12)
Ut(O) - Yt —_ Zt }“/I(O) }“,t(fl) — -|-t }“/I(O) + Kt(O) Ut(O)

P, =T,RP, LY Pu =T,P, LO+T, P, L2 +RQR"

Al(O) =a, P, =AA R, =RQR

E importante mencionar que as recursdes em (12cidaEo com as

equacGes usuais do filtro de Kalman “2 em 1" aipdat momento em qué,; se

anula. O dltimo momento em que a referida matmé@-nula é denotado pdy
cuja existéncia € garantida teoricamente (cf. Kcapmi997). Logo, a partir de
d+1, o filtro de Kalman inicial exato em (12) dewer substituido pelo filtro de
Kalman “2 em 1", ou pelas equacbes de atualizacate eprevisdo, dadas
respectivamente em (3) e (4), com as condi¢OesiaimicP,,, =R, e

— 50

ad+l d+1-

De forma analoga ao procedimento adotado para olitro de Kalman
inicial exato, os coeficientes matriciais da pagptinomial das formulas de
Maclaurin, para as equacdes de suavizacdo em d8)dados, no formato de

recursde¥, por:

° Nos instantes em que,, =0, estas recursdes possuem formatos diferentesajgrnas

termos. Como tais casos nunca aparecerdo nos moelelespaco de estado de interesse desta
Dissertacdo, as versdes modificadas ndo serdocapesentadas. Para aprofundamentos, o leitor
interessado é convidado a estudar uma referénmiecbmpleta no assunto, qual seja, Koopman e

Durbin (2003).

10 Mesmo contelido da nota anterior.
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0 — 0y, (0
rt—l - Lt rt
O =—7'£®,,0 0y, @ @' (0)
rt—1 - Zt Ft Ut + Lt I’t + Lt rt
0) — 1 (ON© 0
Nt—l - Lt Nt Lt

NG =ZF0Z, 4 LONOLO + LONOLY + LONOLY

Nt(—zl) - Zt' Ft(Z) Zt + LEO)'NI(Z) LEO) + Lt(O)'Nt(l) Lfl) + Lt(l)'Nt(O) Lfl) + Lt(l)'Nt(l) LEO)
Vi =00 +Pur 8 + P

IE\)t|n = PElt - (PElt Nt(f)l) PELt + PELt Nt(})lpoo,t + Poo,t Nt(ﬂput + Poo,t Nt(Z)P )

=17 oot
0) — 0 — o — O =-_N®@ =
r@=r, , NO=N, ,r®=0, N®=N@ =0.

(13)

Conforme a garantia teorica apresentada por Koofr28v), as recursdes
em (13) devem ser implementadas somente para @stest =d,...1. Para os
outros instantes de tempo, as recursdes do suavizedato coincidirdo
plenamente com equacdes revisitadas em (4), comicalizacbes end+1 ja

discutidas.

3.5.
Estimacdo de parametros por (quasi) maxima verossim ilhanca

Como pode ser facilmente percebido nas secfesiaetero calculo das
recursdes de Kalman demanda o conhecimento dagesatio sistema. Estas, por
sua vez, podem depender de parametros que naasatadesconhecidos. Assim,
as recursdes de Kalman devem ser combinadas catinaedo dos parametros
via (Quas) maxima verossimilhan¢caDenota-se pory o vetor com todos 0s
parametros a serem estimados. A funcdo de verdsaimga do modelo

apresentado na eq. (1), para uma série temporahan® do processy para

t=12,...n, e avaliada eny, € dada por:

L@) = P(Yyy,) = p(y1)|j p(y, 1 0. (14)

O estimador de quas) maxima verossimilhancaé definido por
g =argmax,,, L) . Conforme Harvey (1989), para o modelo em espago d
estado Gaussiano, pode-se escrever o logaritma@ukc@o descrita na eq. (14)

apenas em termos de =u, (¢ e F, = F,(¢), a qual € chamada, neste contexto,
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deverossimilhanca decomposta pelo erro de predi§a@ expressao, em log, sob

uma inicializacédo nao-difusa do filtro de Kalmamagla por:

logLw) Oy [log|F, |+uF ], (15)
t=1

jaqueY, ~N(Zy,_,, Z B, Z+ H). Por outro lado, sob a abordagem do filtro de

Kalman inicial exato, as parcelas da fungdo devkrgssimilhanca em (15),

correspondentes aos instantdés=1...,d, sofrem algumas modificacdes.
Conforme demonstrado em Durbin e Koopman (2001}ilzamndo o insumo

adicionalF,, =F, (@) resultante do filtro de Kalman inicial exato, a¢éo de

verossimilhanca difugd ja emlog, é dada por:

n

ogLW) =-"Plog(2m)-7 Y log F., 5 3" llogF, FuFs, (16

t=d+1

Como observado nas equacoes (15) e (16), o pocesgstimacao via
maxima verossimilhanca demanda o uso de métodognuos devido a néo-
linearidade nos parametros. Este processo na grptide gerar problemas de
convergéncia numérica. Entretanto, a dificuldadeserabter convergéncia podera
ser mitigada ao se aplicar a verséao difusa em EMaJl€ncias empiricas sobre esta
dltima afirmacédo serdo apresentadas durante out@pit destinado inteiramente
as aplicagcOes desta Dissertacao.

3.6.
Diagnosticos e selecédo de modelos

Assim como outras metodologias estatisticas, a lagelem em espaco de
estado abarca o uso de critérios e de medidas axiBam no processo de
diagnosticos e na selecao de modelos.

' Mais uma vez, ressalta-se que, para modelos gueeroplam instantes, no periodo
difuso (ou seja, até), nos quaisF,, =0, esta verossimilhanca possui algumas modificacoes.

Para detalhes, vide Durbin e Koopman (2001), cap. 7
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No que concerne a pratica de diagnosticosjnasacdes padronizadas
definidas porv” = F,™?v,, sdo a matéria-prima essencial, pois, sob asdupst
bésicas do modelo em espaco de estado linear @aassstas constituem vetores
aleatorios independentes e identicamente distrsyidom distribuicio comum
N(0,1). Violagées de pelo menos uma dessas Ultimas duaticdes indicam ma

especificacdo do modelo adotado. Como ferramentss o0 comumente
utilizadas nessa verificagdo, citam-se as divaasatises gréficas: grafico de linha
da inovacdo padronizada no tempo, funcdes de aumtelacdo (FAC), Q-Q Plot
etc. Além disso, 0 uso de estatisticas descrittoas as inovacdes padronizadas,
tais como a d®urbin-Watson a média e a variancia, costuma ser, embora muito
simples, util para a averiguacdo de pressupostegdsatambém. Por fim,
também sdo recomendados, como procedimentos atesuda subjetividade, o
teste F para heterocedasticidade, o tekteng-Box para correlacdo serial e os
testesAnderson—Darlinge/ouJarque-Bergpara normalidade.

Em caso de existirem evidéncias de que as inovggsnizadas s&o nao-
Gaussianas, as expressdes dadas em (15) e (1&)castdmam ser usadas como
funcdes dejuasi log verossimilhanga& os estimadores/estimativas, resultantes de
maximizagdo destas, sdo denominados estimadomesltghs dequasi maxima
verossimilhanc¥.

Quanto ao processo de selecdo de modelos, Har989,(tap 5) e Durbin e
Koopman (2001, cap. 7) recomendam procedimentas qaxiliar a selecdo de
modelos e para que se verifique a qualidade dteajdsntre elas destacam-se:

O valor encontrado para o logaritmo da verossimifaa cujas
possiveis versdes sao descritas nas equacoes(®) e

Critérios de Informacéao, tais como AIC e BIC:
AlIC =1[—2log L@)+ 2@+ w)
n

BIC :%[—ZIog L@)+ (q+ w)log(n)] , (17)
nos quais w= din ) e q= ding

12 No entanto, cita-se que, mesmo ndo sendo algondeante para esta Dissertacdo em
particular, alguns cuidados no que dizem respeitdesiéncia estatistica devem ser tomados (cf.
Hamilton, 1994, cap. 13).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0713593/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0713593/CA

Modelos em espaco de estado e o filtro de Kalman 35

Medidas para avaliar o poder preditivo, tais com@seudo-R e
EQM, dados respectivamente por:

Pseudo- R=[ coff Y Y]’

EQM=—2- 3 (Y- ¥)?

n-d t=d+1

(18)
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