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A

Apêndices

A.1
Considerações Teóricas Complementares

A.1.1
Sobre a solução invariante da EFP

Vamos buscar soluções invariantes para a EFP (3.11), de acordo

com o obtido empiricamente para escalas τ longas e curtas, assumindo

comportamento de b0(τ) dado pela Eq. (3.10). Para tal, consideramos soluções

da forma:

P (r� τ) ≡
1

σ(τ)
p

�
r

σ(τ)

�

. (A.1)

Fazendo x = r/σ(τ), podemos definir a função τ -invariante:

p(x) ≡ σ(τ)P (σ(τ)x� τ) . (A.2)

Substituindo a Eq. (A.1) na Eq. (3.11), obtemos:

∂

∂τ
P (r� τ)|r=cte =

σ�(τ)

σ2(τ)
[1 + xdx]p(x) . (A.3)

As derivadas em r da EFP (3.11), podem ser reescritas como

−∂r(D
�1)(r� τ)P (r� τ)) =

a1

σ(τ)
[1 + xdx]p(x) � (A.4)

e

∂2
r (D

�2)(r� τ)P (r� τ)) =
2b2
σ(τ)

[1 + 2xdx]p(x) +
1

σ(τ)

�
b0(τ)

σ2(τ)
+ 2b2x

2

�

d2
xp(x) .

(A.5)
Das Eqs. (A.3), (A.4) e (A.5), obtém-se que:

�
b0(τ)

σ2(τ)
+ b2x

2

�

d2
xp(x)+

�

a1 + 4b2 +
σ�(τ)

σ(τ)

�

xdxp(x)+

�

a1 + 2b2 +
σ�(τ)

σ(τ)

�

p(x) = 0 .

(A.6)
De acordo com a Eq. (A.2), considerando o ansatz q-gaussiano (3.12),

obtém-se a forma τ -invariante:

p(x) ≡ Cq
1

[�+ b2x2]θ
� (A.7)
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onde θ = µ+1
2
, Cq é uma constante de normalização e � = b0(τ)/σ2(τ) é

independente de τ .

Substituindo a Eq. (A.7) na Eq. (A.6), e agrupando os termos

equivalentes:

4θ(θ + 1)b2x
2 − [a1 + 4b2 + σ��τ)

σ�τ)
]2b2θx

2

[�+ b2x2]1+θ
+

a1 + 2b2 + σ��τ)
σ�τ)

− 2b2θ

[�+ b2x2]θ
= 0 . (A.8)

Igualando a zero os coeficientes do polinômio, temos para os dois termos

da Eq. (A.8):

a1 + 2b2 +
σ�(τ)

σ(τ)
= 2b2θ . (A.9)

Logo,

θ =
a1 + 2b2 + σ��τ)

σ�τ)

2b2
. (A.10)

A partir da Eq. (3.12), encontramos:

µ = 1 +
a1 + σ��τ)

σ�τ)

b2
. (A.11)

Considerando a Eq. (3.10) para b0(τ):

b�0(τ)

b0(τ)
= −γ ln 2 ≡ −B . (A.12)

Do fato que b0(τ) ∝ σ2(τ):

σ�(τ)

σ(τ)
=

1

2

b�0(τ)

b0(τ)
= −

B

2
. (A.13)

Logo, usando a Eq. (A.11)

µ = 1 +
a1 − B/2

b2
� (A.14)

que equivale à Eq. (3.13).

Vamos agora proceder à dedução da Eq. (3.14). A Eq. (3.12) pode ser

reescrita como:

P (r� τ) ∼ (1 +
b2

b0(τ)
r2)−�µ+1)/2 . (A.15)

Relacionando os expoentes das Eqs. (A.15) e (2.10), temos:

1 + µ

2
=

1

q − 1
�

q =
3 + µ

1 + µ
. (A.16)
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Assim, podemos estabelecer a relação:

q − 1

5− 3q
=

1

µ− 2
. (A.17)

Comparando-se a Eq. (A.15) com a expressão da q-gaussiana dada pela

Eq. (2.14), e utilizando a Eq. (A.17), obtém-se:

1

(µ− 2)σ2(τ)
=

b2
b0(τ)

. (A.18)

Usando a Eq. (A.14):

σ2(τ) =
b0(τ)

a1 − B/2− b2
� (A.19)

que equivale à Eq. (3.14).

Assim, obtivemos a Eq. (3.12) como a solução invariante da EFP (3.11)

com os vínculos dados pelas Eqs. (3.13) e (3.14) .

A.1.2
Influência do reescalonamento no cálculo dos coeficientes de KM

Considere um retorno r, que desejamos reescalonar por um fator σ. Para

o valor reescalonado r� = r/σ, temos, da definição do coeficiente de KM de

primeira ordem (2.34) e (2.35):

D�1)�(r�) =
1

σ
D�1)(r) . (A.20)

Considerando a dependência linear em r, D�1)(r) = a1r+ a0, tem-se que:

D�1)�(r�) =
a1r + a0

σ
= a1

r

σ
+

a0

σ
= a�1r

� + a�0 .

Assim, o coeficiente reescalonado D�1)�(r�) será dado pelos parâmetros

a�1 = a1 e a�0 = a0/σ.

Para o coeficiente de difusão D�2),

D�2)�(r�) =
1

σ2
D�2)(r) . (A.21)

Considerando comportamento parabólico em r, D�2)(r) = b2r
2 + b1r+ b0,

tem-se que:

D�2)�(r�) =
b2r

2 + b1r + b0
σ2

= b2
r2

σ2
+

b1
σ

r

σ
+

b0
σ2

= b�2r
�2 + b�1r

� + b�0 (A.22)
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Logo, o coeficiente reescalonado D�2)�(r�) terá seus parâmetros

modificados por b�2 = b2, b
�

1 = b1/σ e b�0 = b0/σ
2.

A.1.3
Expansão de Itô­Taylor para coeficientes de KM[61]

Apresentaremos nesta seção, algumas etapas do cálculo da expansão de

Itô-Taylor até a segunda ordem, para as correções em τ -finito dos coeficientes

de KM dadas pelas Eqs. (6.3) e (6.4), onde τ ≡ Δt.

Consideramos nesta seção, por simplicidade de notação, D�1)(x(t)� t) ≡

A(t) e
�

2D�2)(x(t)� t) ≡ B(t).

A partir da Eq. (2.36), temos:

dx(t) = A(t)dt + B(t)dW � (A.23)

ou ainda, na forma integral

Δx(t) = x(t + τ)− x(t) =

� t+τ

t

A(t�)dt� +

� t+τ

t

B(t�)dW (t�) . (A.24)

Chamaremos as integrais da Eq. (A.24), respectivamente de I e II:

I =

� t+τ

t

A(t�)dt� �

II =

� t+τ

t

B(t�)dW (t�) .

Na Eq. (A.24) acima, vemos que é necessário conhecermos valores das

funções A e B para valores intermediários de tempo t�.

Para tal, vamos derivar Fórmula de Itô [63] que fornece uma expressão

para variações infinitesimais de funções arbitrárias F da variável estocática Xt,

F (Xt� t), considerando até a 1a ordem em dt:

dF = ∂tF (Xt� t)dt + ∂Xt
F (Xt� t)dXt +

1

2
∂2

XtXt
F (Xt� t)(dXt)

2 . (A.25)

Substituindo (A.23) em (A.25):

dF = ∂tFdt + ∂Xt
F [A(t)dt + B(t)dW ] +

+
1

2
∂2

XtXt
F

�
A2(t)(dt)2 + A(t)B(t)dtdW + B2(t)(dW )2

�
. (A.26)

Usando que < (dW )2 >= dt e retendo apenas termos até a ordem dt:
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dF =

�

∂tF + A(t)∂Xt
F +

1

2
B2(t)∂2

XtXt
F

�

dt + B(t)∂Xt
FdW � (A.27)

que reproduz a Eq. (6.6).

Reescrevendo a Eq. (A.27):

dF = L0Fdt + L1FdW � (A.28)

com os operadores L0 e L1 definidos por:

L0 ≡ ∂tFdt + A(t)∂Xt
+

1

2
B2(t)∂2

XtXt
�

L1 ≡ B(t)∂Xt
. (A.29)

A fórmula de Itô apresentada na Eq. (A.27), na forma integral, se escreve

como:

F (Xt� � t
�) = F (Xt� t) +

� t�

t

dF (t��)dt�� . (A.30)

Considerando a Eq. (A.30) para F (Xt� � t
�) ≡ A(t�) na expressão I da

Eq. (A.24):

I =

� t+τ

t

A(t�)dt� =

� t+τ

t

dt�A(t) +

� t+τ

t

dt�
� t�

t

L0A(t��)dt�� +

+

� t+τ

t

dt�
� t�

t

L1A(t��)dW (t��) . (A.31)

Utilizando as definições dos operadores L0 e L1 dados pela

Eq. (A.24)(com ∂A/∂t = 0),

I =

� t+τ

t

dt�A(t) +

� t+τ

t

dt�
� t�

t

A(t��)∂X
t��
A(t��)dt��

+

� t+τ

t

dt�
� t�

t

1

2
B2(t��)∂2

X
t��

X
t��
A(t��)dt��

+

� t+τ

t

dt�
� t�

t

B(t��)∂X
t��
A(t��)dW (t��) . (A.32)

Analogamente, utilizando a Eq. (A.30) para F (Xt� � t
�) ≡ B(t�) na

expressão II da Eq. (A.24):
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II =

� t+τ

t

B(t�)dW (t��) =

� t+τ

t

dW (t�)B(t) +

� t+τ

t

dW (t�)

� t�

t

L0B(t��)dt�� +

+

� t+τ

t

dW (t�)

� t�

t

L1B(t��)dW (t��) . (A.33)

Utilizando as definições dos operadores L0 e L1 dados pela

Eq. (A.24)(com ∂B/∂t = 0),

II =

� t+τ

t

dW (t�)B(t) +

� t+τ

t

dW (t�)

� t�

t

A(t��)∂X
t��
B(t��)dt��

+

� t+τ

t

dW (t�)

� t�

t

1

2
B2(t��)∂2

X
t��

X
t��
B(t��)dt��

+

� t+τ

t

dW (t�)

� t�

t

B(t��)∂X
t��
B(t��)dW (t��) . (A.34)

Novamente, os valores de A e B em instantes intermediários t�� podem

ser expandidos usando iterativamente a Fórmula de Itô (A.30), obtendo-se

correções de ordem superior.

Truncando a expansão em (A.32) e (A.34), as operações no instante t��

são tomadas no instante inicial t. Assim,

I = A(t)

� t+τ

t

dt� + A(t)∂Xt
A(t)

� t+τ

t

dt�
� t�

t

dt�� +
1

2
B2(t)∂2

XtXt
A(t)×

×

� t+τ

t

dt�
� t�

t

dt�� + B(t)∂Xt
A(t)

� t+τ

t

dt�
� t�

t

dW (t��) � (A.35)

e

II = B(t)

� t+τ

t

dW (t�) + A(t)∂Xt
B(t)

� t+τ

t

dW (t�)

� t�

t

dt�� +
1

2
B2(t)∂2

XtXt
B(t)×

×

� t+τ

t

dW (t�)

� t�

t

dt�� + B(t)∂Xt
B(t)

� t+τ

t

dW (t�)

� t�

t

dW (t��) . (A.36)

Para o cálculo do valor médio �x(t + τ)− x(t)� em (6.3) e (6.4),

utilizamos em (A.35) os valores médios das seguintes integrais estocástical [63]:
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I0 =

� t+τ

t

dt� = τ (A.37)

I0�0 =

� t+τ

t

dt�
� t�

t

dt�� =
τ 2

2
(A.38)

I0�1 =

�� t+τ

t

dt�
� t�

t

dW (t��)

�

= 0 . (A.39)

Analogamente, em (A.36):

I1 =

�� t+τ

t

dW (t�)

�

= 0 (A.40)

I1�0 =

�� t+τ

t

dW (t�)

� t�

t

dt��

�

= 0 (A.41)

I1�1 =

�� t+τ

t

dW (t�)

� t�

t

dW (t��)

�

= τ . (A.42)

Finalmente, agregando as integrais I e II, obtemos o valor médio

de (A.24):

�x(t + τ)− x(t)� = AI0 + AA�I0�0 + BA�I1�0 +
1

2
B2A��I0�0 + BI1 + AB�I0�1

+BB�I1�1 +
1

2
B2B��I0�1 + termos de ordem mais alta

= AI0 + BI1 + (AA� +
1

2
B2A��)I0�0 + (AB� +

1

2
B2B��)I0�1

+BA�I1�0 + BB�I1�1 + termos de ordem mais alta (A.43)

Utilizando os valores médios das integrais estocásticas (A.37) a (A.42),

obtém-se que:

�x(t + τ)− x(t)� = Aτ + (AA� +
1

2
BA��)

τ 2

2
. (A.44)

Logo:

D̃�1)(x� t) =
1

τ
�x(t + τ)− x(t)� = A + (AA� +

1

2
BA��)

τ

2
. (A.45)

A substituição das definições de A e B reproduz a Eq. (6.8).

Demonstração análoga nos leva à Eq. (6.9).

Para considerar aproximações de ordens maiores, devemos seguir os

mesmos procedimentos apresentados nesta seção, contudo, aparecem nos

cálculos, integrais de mais altas ordens. Embora seja possível resolvê-las
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manualmente, o grande número de termos nas equações de ordens maiores

do que três, sugere a utilização de programas específicos para o tratamento

algébrico de equações, como o Maple c�, distribuído pela Maplesoft. Ele pode

ser utilizado, por exemplo, para a generalização das expressões para coeficientes

de KM de terceira ou quarta ordem. Mais informações podem ser obtidas

em [65].

A.1.4
Testes estatísticos de estacionaridade

Realizamos dois testes estatísticos para verificar a estacionariedade das

séries financeiras analisadas. Utilizamos para esse fim, o programa Eviews c�.

Os testes adotados foram:

(i) Augmented Dickey-Fuller (ADF);

(ii) Philips-Perron (PP).

Os testes são baseados em uma regressão estatística da série analisada.

Para ilustrá-lo, consideremos a equação estocástica:

Yt = α + ρYt−1 + ut � (A.46)

onde ut é um ruído branco. Se |ρ| > 1, a série é explosiva. Subtraindo Yt−1 nos

dois membros da Eq. (A.46), temos

ΔYt = α + δYt−1 + ut � (A.47)

com δ = ρ− 1. O teste considera δ = 0 a hipótese nula. A hipótese alternativa

é δ < 0. É realizado um teste do tipo t, generalizado por Dickey-Fuller, no

parâmetro δ estimado. Se t > valor crítico do teste, então não há rejeição da

hipótese nula, ou seja, existe uma raiz unitária (série não-estacionária). Se t <

valor crítico do teste, há rejeição da hipótese nula, ou seja, não existe raiz

unitária (série estacionária). Assim, o teste gera valores críticos para p-valor

de 1%, 5% e 10%, nas quais a hipótese nula é rejeitada.

A diferença entre os testes está no tratamento de séries com correlações

de mais altas ordens. O teste ADF adiciona termos γ na equação de diferenças:

ΔYt = α+ βT + δYt−1 + γ1ΔYt−1 + γ2ΔYt−2 + ...+ γp−1ΔYt−p−1 + ut . (A.48)

Por outro lado, o teste PP faz uma correção não-paramétrica ao teste-t

no coeficiente δ para levar em conta a correlação em ut. O programa Eviews

usa o estimador de correlação de Newey-West ω, que é aplicado ao teste t do

PP.
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Em ambos os testes, as séries de retorno para os mercados analisados

e a série de volumes para o IBOVESPA foram classificadas como bastante

estacionárias, ou seja o valor de t foi bem menor do que os valores de referência.

Para verificar a consistência desses testes, os aplicamos também nas séries de

preços, e os resultados, como esperado, classificaram estas séries como não-

estacionárias.

Apresentamos alguns resultados dos testes ADF na tabela A.1.4. CV(*)

representa os valores críticos para a rejeição da hipótese de raiz nula. Valores

menores que CV(*) classificam a série como estacionária. O prefixo D significa

série de incrementos de preços para 1 dia e Dlog significa retorno logarítmico

para 1 dia.

Tabela A�1: Teste ADF para séries de preços, incrementos e retornos logarítmicos
para os índices Merval, IBOVESPA e AOX e série de volumes para o BOVESPA,
respectivamente.

Variável ADF Test 1%CV(*) 5%CV(*) 10%CV(*) Estacionária

Merval -1,06 -3,97 -3,41 -3,13 NÃO
DMerval -23,2 -3,97 -3,41 -3,13 SIM

DlogMerval -22,0 -3,97 -3,41 -3,13 SIM

BOVESPA 0,58 -3,97 -3,41 -3,13 NÃO
DBOVESPA -27,8 -3,97 -3,41 -3,13 SIM

DlogBOVESPA -28,3 -3,97 -3,41 -3,13 SIM

AOX -1,95 -3,97 -3,41 -3,13 NÃO
DAOX -16,5 -3,97 -3,41 -3,13 SIM

DlogAOX -16,5 -3,97 -3,41 -3,13 SIM

Volume -39,64 -3,43 -2,86 -2,56 SIM

Os testes PP apresentos na tabela A.1.4 apontaram resultados ainda

melhores em relação à presença de estacionaridade nas séries de retorno do

que os testes ADF:

Em suma, os testes estatísticos ADF e PP classificam, como deveriam,

todas as séries de preço como séries não-estacionárias. As séries de retornos

para 1 dia (τ = 5) por outro lado, são todas classificadas como bastante

estacionárias, fato que valida nossas aproximações para o cálculo dos

coeficientes de KM.

Uma análise mais extensa sobre os testes pode ser encontrada em [57, 73].
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Tabela A�2: Teste PP para séries de preços, incrementos e retornos logarítmicos
para os índices Merval, BOVESPA e AOX e série de volumes para o BOVESPA,
respectivamente.

Variável PP Test 1%CV(*) 5%CV(*) 10%CV(*) Estacionária

Merval -1,01 -3,97 -3,41 -3,13 NÃO
DMerval -49,0 -3,97 -3,41 -3,13 SIM

DlogMerval -47,8 -3,97 -3,41 -3,13 SIM

BOVESPA 0,64 -3,97 -3,41 -3,13 NÃO
DBOVESPA -55,5 -3,97 -3,41 -3,13 SIM

DlogBOVESPA -53,8 -3,97 -3,41 -3,13 SIM

AOX -2,30 -3,97 -3,41 -3,13 NÃO
DAOX -40,6 -3,97 -3,41 -3,13 SIM

DlogAOX -40,8 -3,97 -3,41 -3,13 SIM

Volume -81,1 -3,43 -2,86 -2,56 SIM

A.2
Análises Complementares sobre o IBOVESPA

A.2.1
Limite para escalas curtas

Apresentamos nessa seção, o comportamento dos coeficientes {ai� bj} ao

realizarmos o limite Δτ → 0. As dependências em τ dos parâmetros �a1 e �b0

são utilizadas como exemplos e exibidas nas Figs. A.1 e A.2, para diferentes

valores de Δτ .

A.1(a): A.1(b):

Figura A�1: Parâmetro ã1 calculado para diversos Δτ a partir das séries de 15
minutos (a) e de 30 segundos (b) apresentadas nesta tese para o IBOVESPA.

Levando-se em conta as restrições de acessibilidade empírica do limite

de Δτ → 0, apresentados na seção (3.2), nota-se a partir das Figs. A.1 e A.2,

que dentro das flutuações estatísticas, o comportamento limite dos parâmetros

podem ser estimados a partir dos resultados para Δτ = 0� 2. Assim, nesta
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A.2(a): A.2(b):

Figura A�2: Parâmetro b̃0 calculado para diversos Δτ a partir das séries de 15
minutos (a) e de 30 segundos (b) apresentadas nesta tese para o IBOVESPA.

tese, nossa análise foi feita considerando os resultados obtidos para Δτ = 0� 2

como aqueles que definem {ai� bj} em todos os mercados e escalas temporais

utilizadas.

A.2.2
Informações sobre as séries de dados utilizadas

Ao analisar o IBOVESPA ao longo de diversas escalas de tempo,

utilizamos três séries de dados, diária, e intradiárias, com ticks de 15 minutos

e 30 segundos. Elas foram apresentadas no Capítulo 3. Como escala temporal

definimos uma escala logarítmica reversa apresentada na Eq. (3.1).

Para realizar a evolução temporal das FDPs de retorno em direção

a menores escalas de tempo, da ordem de minutos, precisamos definir a

quantidade média de minutos por 32 dias presentes nas séries intradiárias.

Assim, precisamos fazer uma relação entre os retornos construídos a partir das

três séries, utilizando a escala τ dada pela Eq. (3.1).

Primeiramente, os dados intradiários foram verificados quanto à origem

das fontes, i.e., se os valores apresentavam correspondência ao final do dia com

os dos dados diários. As séries intradiárias também foram todas deflacionadas

pelo IGP-DI diário, ou seja, aplicamos para todos os dados de alta frequência

de cada dia, o mesmo índice deflator relativo aquela data.

A série de preços de fechamento intradiário não possui o mesmo número

de ticks em cada dia e logo, em cada ano. Assim, calculamos a média de ticks

intradiários para cada período estudado. Dessa forma, foi possível construir

com uma melhor aproximação as FDPs de retorno para as escalas diárias a

partir das escalas intradiárias.
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Apresentamos na tabela A.3, o número médio de horas por dia de pregão

na BOVESPA utilizando a série de dados de 15 minutos para o período entre

01/1998 e 06/2003.

Ano dias marcadores média de ticks média de horas
1998 247 7057 28,57 7h 9min
1999 246 7521 30,57 7h 39min
2000 248 7189 28,99 7h 15min
2001 244 7315 29,98 7h 30min
2002 247 7151 28,95 7h 14min
2003 61 1751 28,7 7h 11min
Total 1293 37984 29,38 7h 21min

Tabela A�3: Número médio de horas/dia de pregão da série de preços catalogadas
a cada 15 minutos para o período entre 01/1998 e 06/2003 no IBOVESPA.

Verificamos na tabela A.3 que em média, não há grande diferença entre

as horas médias de pregão por dia entre os anos estudados. Além disso, a

série de dados de 15 minutos total possui 1293 dias e 37984 ticks. Dessa forma

temos 7,34h /dia ou 29,38 ticks /dia. Para calcular os retornos reescalonados,

consideramos 32 dias de negócio possuindo em média 14101 minutos.

Analogamente, para a série de dados de 30 segundos, temos na tabela A.4,

o número médio de minutos por dia de pregão para o período entre 01 de

novembro de 2002 e 19 de julho de 2006. De acordo com esses valores, podemos

perceber que a média de minutos por dia de negociação também não varia

muito significativamente no período analisado. Considerando o total de ticks

por dia, calculamos os retornos reescalonados a partir da série de preços de 30

segundos, consideramos 32 dias de negócio possuindo em média 13799 minutos

para toda a série.

Ano dias marcadores média minutos/dia
2002 39 33865 434,17
2003 248 215224 433,92
2004 249 215340 432,41
2005 249 212539 426,78
2006 136 117342 431,40
Total 921 794310 431,22

Tabela A�4: Número médio de min/dia de pregão da série de preços catalogados a
cada 30 segundos para o período entre 01/11/02 e 19/07/06 do IBOVESPA.

A partir da definição do número médio de minutos para 32 dias de pregão,

de cada amostra de dados intradiários, construímos a tabela A.5 utilizando a

Eq. (3.1). Assim, as escalas em vermelho na tabela A.5 foram construídas com

Δt0 = 14101 minutos. Analogamente, os dados em azul, com Δt0 = 13799
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minutos. Esses valores de τ são os utilizados nas FDPs teóricas e empíricas da

Fig. 3.9.

Δt τ
128 dias -2
64 dias -1
32 dias 0
16 dias 1
8 dias 2
4 dias 3
2 dias 4
1 dia 5

225 minutos 5,97
105 minutos 7,07
60 minutos 7,88
30 minutos 8,88
13 minutos 10,05
8 minutos 10,75
4 minutos 11,75
2 minutos 12,75
1 minutos 13,75
30 segundos 14,75

Tabela A�5: Valores de τ segundo a Eq. (3.1) utilizados nas FDPs teóricas e
empíricas apresentadas na Fig. 3.9 (de baixo para cima). As cores representam as
séries de dados utilizadas para a construção do histograma empírico: preto - diária,
vermelho - 15 minutos, azul - 30 segundos.
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A.2.3
Comparação dos resultados para retornos logarítmicos e incrementos

Investigamos a robustez dos parâmetros de KM segundo a utilização de

incrementos de preços ou retornos logarítmicos. Para tal, além dos resultados

para retornos logarítmicos apresentados no Capítulo 3 para o IBOVESPA,

também calculamos os incrementos, definidos pela Eq. (1.1). Nesta seção, a

época utilizada foi de um período pós-Real, de 4 de julho de 1994 até 28 de

junho de 2007, totalizando 3214 dados em 13 anos. Os coeficientes de KM

foram calculados em uma região de σ = 1� 75 e com Δτ = 0� 2. Apresentamos

os resultados na Fig.A.3.

A.3(a): A.3(b):

Figura A�3: Coeficientes a1 e b2 (a) e b0 (b) calculados a partir de séries de retornos
e incrementos diários. Eles foram calculados em uma região de σ = 1� 75 e com
Δτ = 0� 2.

Podemos verificar que os coeficientes calculados não mudam signifi-

cativamente entre as séries de retorno e incrementos. Comparando os coefi-

cientes calculados a partir das séries de incremento e de retorno, verificamos

que o coeficiente a1 possui nível maior para escalas menores em τ , onde a

maior magnitude dos incrementos influencia mais fortemente os parâmetros.

Essa diferença diminui com o aumento das escalas τ . O termo b2 possui nível

apenas ligeiramente diferente entre retornos e incrementos. Podemos perceber

também que o coeficiente b0 possui mesma inclinação para escalas τ < 2.
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A.3

Séries Temporais dos Índices dos Mercados Mundiais
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Figura A�4: Séries de preço dos índices mundiais apresentados.
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A.4
Análise Estatística da Quantidade de Transações

Também investigamos a série dos lotes de ações ou número de

transações, realizadas por período. Chamaremos esta quantidade simplesmente

de quantidade de transações (QT ). A série analisada foi do período de 2006,

sendo composto de 3600 períodos de 30 minutos. Estes dados foram obtidos

diretamente da BOVESPA. Apresentamos esta série na Fig. A.5, comparando-a

com a série de volumes negociados para o mesmo período. Também obtivemos

a partir da série de 30 minutos, novas séries em escalas maiores, agregando os

dados.

Figura A�5: Series temporais de volume e de quantidade de transações em um
trecho (para melhor visualização do intervalo relativo a 1 dia) no ano de 2006 para
a escala de 30 minutos.

Podemos constatar que a série de volumes é a mais volátil. A série de

transações possui um ciclo diário (que compreende 15 períodos de 30 minutos)

mais notável.

Ao contrário da FDP dos volumes vista no Capítulo 5, observamos

que nas diferentes escalas de agregação adotadas, a FDP da quantidade

de transações segue o comportamento de uma distribuição Gama (ou uma

distribuição q-Gama com q próximo de 1). Podemos verificar este ajuste na

Fig. A.6. Se acumularmos esta grandeza em função do número de períodos
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de transação (tempo), obtemos um gráfico com uma inclinação praticamente

única, como podemos comprovar na Fig. A.7. O valor dessa inclinação é de

1� 7.10−4, que multiplicada pelo valor acumulado máximo 2� 14.107 nos fornece

o número total de dados de forma coerente.

Figura A�6: Ajustes da função Gama obtidos para as FDPs da quantidade de
transações para diferentes escalas para a BOVESPA no ano de 2006: 30min(a),
60min(b), 90min(c), 120min(d). A FDP Gama ajustada foi calculada com peso
estatístico e para todo o intervalo de dados.

Figura A�7: Número de ticks de 30 minutos em função da quantidade de transações
acumulada QTc na BOVESPA durante o ano de 2006.

Os parâmetros α e κ obtidos das distribuições Gama ajustadas para a

distribuição da quantidade de transações para diversas escalas são apresentados

na tabela A.6.
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Escala α κ 10−4média 10−4σ
30min 7,39 802 0,59 0,32
60min 9,08 1269 1,18 0,58
90min 11,71 1467 1,77 0,80
120min 13,57 1694 2,37 1,01
150min 17,68 1622 2,96 1,21
180min 19,78 1752 3,55 1,39
210min 21,70 1858 4,14 1,60
240min 22,90 2000 4,73 1,75

Tabela A�6: Parâmetros das FDPs Gamas ajustadas para as distribuições de QT

em diversas escalas.

Aparentemente há dois regimes diferentes, para escalas maiores e menores

de 120 minutos. Contudo, essa diferença de regimes pode estar acontecendo

devido a dificuldades no ajuste das distribuições ou pobreza de dados para

escalas maiores.
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A.5
Lista de abreviaturas

– ADF - Augmented Duckey-Fuller

– BOVESPA - Bolsa de Valores de São Paulo

– CK - Chapman-Kolmogorov

– EFP - Equação de Fokker Planck

– EL - Equação de Langevin

– FDP - Função de densidade de probabilidade

– IBOVESPA - Índice de Bolsa de Valores de São Paulo

– IGP-DI - Índice geral de preços - disponibilidade interna

– KM - Kramers-Moyal

– PE - Processo estocástico

– PP - Philips-Perron
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