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6
Reconstrucao de Séries Financeiras

6.1
Introducao

Muitos fenomenos fisicos que envolvem grandezas flutuantes podem ser
descritos por uma equagao diferencial estocéstica do tipo de Ito-Langevin com
a forma apresentada na Eq. (2.36). Sabe-se que a FDP associada é governada
pela EFP (2.33) correspondente [24].

Para uma série temporal ideal, regida pela Eq. (2.36) e colecionada por
um periodo suficientemente longo e com alta resolugao, a dindmica do processo
pode ser reconstruida diretamente obtendo DM e D®) como foi feito nos
Capitulos 3 e 4, usando sua definigao estatistica, dada pela Eq. (2.34). Nesta
secao da tese reconstruiremos mediante esse método e utilizando um algoritmo

numérico, uma série de retornos intradiarios do IBOVESPA.

6.2
Calculo dos coeficientes de KM

Utilizamos como exemplo de reconstrucao de uma série temporal, a
série de retornos normalizados do IBOVESPA para a escala temporal linear
de quatro minutos. Eles foram calculados a partir de uma série de pregos
catalogados a cada 30 segundos, sem sobreposi¢ao dos dados. O periodo
adotado foi de 01 de novembro de 2002 a 19 de julho de 2006, totalizando
794.310 dados. Desta forma, a série de retornos de quatro minutos possui
99.288 dados.

Definimos como unidade de tempo a escala de 4 minutos, para a qual,
portanto, 7 = At = 1.

Da obtencao dos momentos condicionais, calculamos as funcoes D (z, 7)
e D®(z,7) na Eq. (2.35), obtendo formas lineares e quadriticas em z
respectivamente, como apresentado na Fig. 6.1. Para 7 = 1, obtivemos
(ay, by, bo) = (0,85 £ 0,05;0,45 & 0,03; 0,40 + 0,02).

Para calcular os coeficientes de KM necessarios para a integracao da

Eq. (2.36), consideramos como primeira aproximagao, as fungoes DO ¢ D(2),
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Figura 6.1: Coeficientes D) e D® dos dados numéricos para 7 = 1. Linhas
correspondem aos melhores ajustes, linear e quadratico respectivamente, por minimos
quadrados aos dados.

obtidas para a menor escala disponivel, ou seja, 7 = 1. Dado que DM (x) =

—a1r e D@ (z) = by + byx?, a solucdo estacionaria da Eq. (2.33) é

Py
P(,’L‘) fr—y —b 1+a71 , (61)
[1 + ﬁla] b2

que possui forma ¢-gaussiana e constante de normalizacao F, dada por

(2L +1]
bz by A condica
a . 1
\ ey condigao

bo = a; — by (6.2)
surge do fato de que, uma vez que os dados estao normalizados, a variancia
0% = by/(ay — by), deve ser unitéria.

Os valores dos parametros dos coeficientes de KM calculados com 7 =1
produzem uma FDP estacionaria, Eq. (6.1), em boa concordancia com o
histograma empirico, conforme mostrado na Fig. 6.2.

A Eq. (2.36) foi integrada numericamente através do método de
Euler [63]. Para comparacao, utilizamos também os métodos de Milstein e
Runge-Kutta [63], e os resultados nao foram significativamente diferentes. O
passo de integragao foi dt = 1073, e os dados foram gravados a cada 1/dt
passos, consistentemente com nossa escolha de 7 = 1. Apresentamos a série
empirica na Fig. 6.3(a) e a gerada numericamente na Fig. 6.3(b). O histograma
da série artificial coincide, naturalmente, com a distribuicao estacionéria dada
pela Eq. (6.1).

Além de obter os histogramas, em concordancia com os valores teéricos,

também monitoramos as correlacoes. Na Fig. 6.4, observamos que a fungao de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510939/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0510939/CA

Capitulo 6. Reconstrugcdo de Séries Financeiras 82

104 -

1 0-5 T T T T T

Figura 6.2: FDPs dos retornos normalizados. Simbolos correspondem aos
histogramas empiricos. FDPs teoricas dadas pela Eq. (3.12) com (ai,bs,by) =
(0,85;0,45;0,40) obtidas do célculo dos coeficientes de tendéncia e difusao de acordo
com as Eqs. (6.3) e (6.4) (linhas pontilhadas), e (a1, b2, by) = (1,9;1,10;0, 81) obtidos
da Egs. (6.15) e (6.16) (linhas cheias).

autocorrelagao da série obtida a partir dos coeficientes para 7-finito possuia
um tempo de correlagao maior que o da série empirica, apesar das FDPs serem

muito semelhantes.

6.3
Correcio dos coeficientes de KM

O resultado apresentado acima nos leva a algumas consideragoes. Em
alguns casos, estimativas numéricas nao podem ser sempre extrapoladas em
dire¢ao ao limite 7 — 0, devido a taxa limitada de aquisicao dos dados reais.
Dessa forma, como vimos, temos acesso apenas as estimacoes finitas em 7 dos
parametros D e D@ onde 7 nem sempre ¢ pequeno em comparacao com os
tempos caracteristicos do processo. Assim, para algumas séries temporais reais,
como as séries financeiras, os métodos de reconstrugao precisam ser revisados.

O erro devido ao uso de 7-finito pode ser estimado da expansao da
Eq. (2.36). Recentemente, Sura e Barsugli [64] obtiveram as corregoes de
primeira ordem para os coeficientes dados pela Eq. (2.35). Para um dado
incremento 7, as aproximagoes em diferencas finitas apresentadas na Eq. (2.35)
podem ser reescritas como:

DO, ) = 2 (X (1 +7) X (1) xco=e- (6.3
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Figura 6.3: Séries temporais de retornos: empirica (a), artificiais geradas com
parametros (ag, be, by) = (0,85;0,45;0,40) (b) e (a1, b2,b9) = (1,9;1,10;0,81) (c).

2D (r,7) = = (X(t+7) ~ X)) |xioms- (6.4

Uma das formas para estimarmos as corregoes introduzidas quando se
adota um incremento de tempo 7-finito nas Eqs. (6.3) e (6.4), ¢ a expansao em
série de Ito-Taylor [63] de X (t+ 7). Para obté-la, vamos considerar a Eq. (2.36)

em sua forma integral:

t+7 t+71
Xpr =X, + / DW(X,)ds + / \/2D@(X,)dW, (6.5)
t t

Na Eq. (6.5), os valores de D®eD® em instantes intermedidrios sdo
obtidos utilizando-se a formula de It6 [63] para fungdes arbitrarias da variavel

estocastica X; (ver Apéndice A.1.3):
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Figura 6.4: Fungao de autocorrelagao linear C(t) em fungao do tempo. Os simbolos
correspondem aos dados empiricos, as linhas correspondem aos processos artificiais
gerados com parametros (dy,ba,bo) = (0,85;0,45;0,40) (linhas pontilhadas) e
(a1,b2,b0) = (1,9;1,10;0,81) (linhas cheias).

dF(Xy,t) = (0, F+DWox, F+DP oy, x, F)dt+(V2D®dx, F)dW = L°Fdt+L'FdW .

(6.6)
A primeira aplicacdo da féormula de It6 a Eq. (6.5) fornece (ver

Apéndice A.1.3):

t+71 s 3
Xopr = X + / (D(l)(Xt)Jr / Lo(DW(X,))ds' + / Ll(D(l)(Xs/))dWs/) ds +
t

t t
t+1 s S
2D@) (X +/ Lor/2D@) Xy ds’ +/ Li1/2D®) Xy dWS/) dWs . (6.7)
/( 0+ [ Loyf2DB (s + [ Lifepex)

Apos aplicagOes sucessivas, podem ser obtidas corre¢oes de ordem
superior.

Considerando apenas os termos da expansao até a primeira ordem nas
Egs. (6.3) e (6.4), obtemos (ver Apéndice A.1.3):

- DO (DAY D@y
D(l)(x,T):D(1)+< <2 ) 4 (4 ) >T+O(7'2) (6.8)
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D®(z,7) = DP 4 [=(DD)? + DO(DWY + WV DE) ( D(2)>’

(DO (m)” n <¢D<2>)3 (VD®) }r + 0(2). (6.9)

N | —

As Egs. (6.8) e (6.9) nos fornecem uma alternativa direta para corrigir os
erros devido ao 7-finito. Apesar disso, precisamos especificar as formas de D™,
(DWY D@ e (D). Outras maneiras de se determinar o erro em coeficientes
de KM sao referenciadas em [64].

Embora as correcoes de primeira ordem geralmente sejam suficientes, ha
situacoes onde esta correcao nao é apropriada. Neste caso, consideraremos uma
correcao exata desenvolvida recentemente para os dois primeiros coeficientes
de KM calculados com 7-finitos [65]:

a = a Z [,_al]j 77, (6.10)

= (7 + 1)
: [(—2(a1 — b))
bo = 50; G (6.11)
s 2 al _ b2 ]J+ [al]j+1 ;
by= by ; GO . (6.12)

Se a Eq. (6.2) é valida, obtemos a relagao bo = a1 — by, valida também
para qualquer ordem de truncamento das séries acima.

Somando as séries infinitas e levando em conta a condicao dada pela
Eq. (6.2), obtém-se

G = L= eXI;(_“”) , (6.13)
- 1 — exp(—2byT)

by = . 14
0 2T (6.14)

As Egs. (6.13) e (6.14) podem ser invertidas para se extrair os parametros

exatos em funcao dos estimados:

In(1—ay7)

o= T ur (6.15)
—T
In(1 — 2be7)
bp= —=. 1
‘ —27 (6.16)

Também podemos extrair valores aproximados dos parametros
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verdadeiros a partir das séries truncadas apresentadas nas Eqgs. (6.10), (6.11)
e (6.12). Chamando de a§”) o valor obtido pela inversao da Eq. (6.10) truncada
em uma ordem n para um dado a;, podemos analisar a convergéncia desse
parametro. Na Fig. 6.5, observamos que a convergéncia, dentro de uma margem
de erro de 5%, depende do valor de @;. E mais rapida para valores pequenos de
ap, ou seja, tao logo 1/a; torna-se grande em comparacdo com a escala 7 = 1.
Contudo, este nao parece ser o caso dos dados empiricos das séries financeiras
analisadas nesta tese: para a; ~ 0,85 a convergéncia é atingida somente na

sexta ordem.

o Ooaoé

2| ()

O0.85

C
© © © QOBOI

)
(0]

T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

a,

Figura 6.5: (a) Dependéncia de a(ln) em func¢édo da ordem de aproximacao n dada na

Eq. (6.10), para diferentes valores de @;. (b) Ordem na qual o valor limite é atingido
em funcao de a1, com erro de 5%.

A partir das Egs. (6.15), (6.16) e (6.2), obtivemos os parametros exatos
(al, b(] e bz) = (1, 90, 17 10, 0, 81)
Também comparamos os resultados teéricos obtidos para 7 = 1 com

a analise de séries temporais geradas numericamente usando as estimativas
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teoricas de D e D?). A Eq. (2.36) também foi resolvida mediante o método
de Euler, com o mesmo procedimento adotado para gerar a série artificial de
retornos a partir de D e D). Como podemos verificar na Fig. 6.3(c), a série
artificial também possui boa concordéncia com a série empirica da Fig. 6.3(a).

Uma vez que a;/by =~ a;/ 52, ambos os conjuntos de valores, os exatos e
os para 7-finito produzem uma FDP tedrica em muito boa aproximagao com
os histogramas empiricos, como ilustrado na Fig. 6.2.

A principal diferenca estd no calculo das correlagdes. Na Fig. 6.4,
observamos a boa aproximagcao entre a funcao de autocorrelacao gerada a partir
das séries artificiais com os parametros limites e com os empiricos, enquanto
que os coeficientes obtidos com 7-finito geravam um tempo de correlagao maior,
apesar das FDPs serem muito semelhantes.

Finalmente, se o processo é estacionario e markoviano, verificado através
da equagao de CK e dos testes de estacionariedade PP e ADF, como mostrado
nos capitulos anteriores, entdo a probabilidade conjunta P(x;, x4y ,) contém
toda a informagao do processo estocéstico. Na Fig. 6.6, apresentamos as curvas
de nivel dos FDPs conjuntas obtidas das séries temporais empiricas e artificiais
para 7 = 1.

Vemos que o processo artificial, gerado levando-se em conta as corregoes
as estimativas de 7-finito dos coeficientes de KM, fornece comportamento mais
proximo aos dados empiricos, quando comparado ao processo artificial sem
corre¢ao. Em particular, a probabilidade conjunta na Fig. 6.6(c) mostra uma
dependéncia mais fraca entre retornos sucessivos de acordo com o obtido na
Fig. 6.4.

6.4
Conclusdes preliminares

Neste capitulo da tese, reconstruimos artificialmente uma série empirica
de retornos intradiarios. Além de reproduzir os histogramas empiricos, a
série artificial possui niveis de correlagao linear realistas. Para fazer esta
reconstrugao, vimos a necessidade de realizar corregoes de ordens superiores
aos calculos dos coeficientes de KM para 7-finito. Para tal, utilizamos uma
expansao teorica de ordem infinita apresentada em [65]. O conteido deste

capitulo pode também ser encontrado na Ref. [66].
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Figura 6.6: FDPs conjuntas para retornos consecutivos, construidos a partir de:
(a) dados empiricos, (b) processo artificial gerado com parametros (ai,be,by) =
(0,85;0,45;0,40), (c¢) (a1,be,bo) = (1,9;1,10;0,81) e (d) dados empiricos

misturados.
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