
2 

Mecânica Quântica 

 

 

 

 

A Mecânica Quântica é a descrição matemática do comportamento dos 

elétrons, e com isso, dos sistemas químicos. Enquanto que a mecânica clássica é 

aplicável à partículas macroscópicas, a mecânica quântica é necessária quando 

tratamos de partículas microscópicas.  

Na mecânica clássica é possível determinar a posição e velocidade de cada 

partícula do sistema num dado instante, entretanto, o princípio de Heisenberg 

mostra que não é possível determinar, simultaneamente, a posição exata e a 

velocidade de uma partícula microscópica. Para descrever o estado de um sistema 

na mecânica quântica, postula-se a existência de uma função de coordenadas 

chamada de função de onda Ψ, que é uma função do tempo (Ψ = Ψ(x,t)).  

A função de onda contém todas as informações possíveis sobre o sistema. A 

partir dela pode-se descrever um estado quântico e estudar sistemas moleculares 

poliatômicos resolvendo-se a equação de Shrödinger para tais sistemas.39  

Um grande número de métodos tem sido desenvolvido para uma solução 

aproximada da equação de Shrödinger para sistemas com muitos elétrons. A 

maioria destes métodos baseia-se no método de Hartree-Fock (HF), porém, nesse 

método só se leva em consideração parte da correlação eletrônica, o que impõe a 

necessidade de se utilizar métodos pós-HF. A energia calculada pelo método HF 

possui erros por volta de 1%, o que é relativamente alto quando comparado à 

energia de uma ligação, que é por volta de 100 kcal mol–1. Esse erro é corrigido 

quando consideramos as interações instantâneas entre os elétrons, que é chamada 

de correlação eletrônica.39 Existem vários métodos que foram desenvolvidos a 

partir do HF, onde o termo de correlação eletrônica foi introduzida no sistema, 

sendo que a escolha de algum deles deve ser feita levando-se em consideração o 

sistema de interesse e as propriedades que se pretendem estudar.  
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2.1 

Equação de Schrödinger39-42  

 

A equação de Schrödinger é uma equação que descreve como um estado 

quântico, ψ(r,t), de um sistema físico muda com o tempo. 

 

H Ψ(r,t) = E Ψ(r,t)                                              (1) 

 

onde ψ é a função de onda, E é a energia associada a esta função e o termo H é o 

operador Hamiltoniano de ψ com respeito às coordenadas de cada elétron em 

função do tempo. O estado Ψ(r,t) é a descrição mais completa que pode ser dada a 

um sistema físico, segundo o 1º postulado da mecânica quântica. 

Em 1926, Max Born postulou que a densidade de probabilidade de se 

encontrar uma partícula numa dada posição e instante t poderia ser obtida a partir 

da função de onda pela relação: 

 

 p(x,t) = | Ψ(r,t) |2                                                                    (2) 

 

Sendo que a probabilidade de encontrar a partícula, em algum lugar no 

espaço, é 

 

( ) 2 3, 1r t drψ =∫                                              (3) 

 

As funções de onda precisam possuir certas propriedades para ter 

significado físico: 1) ψ(r,t) deve pertencer a uma região finita do espaço de 

Hilbert, L2, 2) ψ(r,t) é um conjunto de funções de onda composta de funções 

suficientemente regulares (ψ(r,t) é um sub-espaço de L2), 3) precisa ser contínua e 

diferenciável, e 4) |ψ(r,t)|2 deve ser integrável. 

A equação de Schrödinger independente do tempo também pode ser escrita 

como uma equação de autovalores e autovetores. A equação de Schrödinger 

independente do tempo para uma molécula poliatômica composta por N elétrons e 

M núcleos pode ser escrita como: 
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Hψ(r,R) = Eψ (r,R)                                                 (4) 

 

onde r e R representam as coordenadas dos elétrons e núcleos, respectivamente. O 

operador Hamiltoniano é descrito neste caso, como: 

 

2 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2

N M N M M M N N
A A B

i A

i A i A A B A i j iA iA AB ij

Z Z Z
H

M r R r= = = = = > = >

= − ∇ − ∇ − + +∑ ∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑             (5) 

 

onde  

R
AB

 é a distância entre os núcleos A e B, R
AB

 = R
A
 – R

B
 

r
iA

 é a distância entre o núcleo A e o elétron i, r
iA

 = r
i
 – R

A
 

r
ij 

é a distância entre os elétrons i e j, r
ij
 = ri – rj 

Z
A
 é o número atômico do átomo A 

M
A
 é a razão da massa do núcleo A em relação ao elétron i 

Pode-se reescrever esta equação como: 

 

H = Te + TN + VNe + VN + Ve                                                         (6) 

 

onde TN é o operador de energia cinética nuclear, Te o operador de energia 

cinética eletrônica, VNe o operador referente à atração núcleo-elétron, Ve o 

operador da energia potencial repulsiva elétron-elétron e VN o operador de energia 

potencial repulsiva núcleo-núcleo. 

Tendo em vista que os núcleos são muito mais pesados que os elétrons, suas 

transições são mais lentas que as transições eletrônicas. Então, para uma boa 

aproximação, pode-se considerar os elétrons numa molécula se movendo num 

campo de núcleo fixo, essa aproximação chama-se aproximação de Born-

Oppenheimer. Com essa aproximação, o segundo termo da equação 6, a energia 

cinética do núcleo, pode ser desprezada e o quarto termo, a repulsão entre os 

núcleos, pode ser considerada constante. Qualquer connstante adicionada a um 

operador somente adiciona ao operador autovalor e naõ possui nenhum efeito no 

operador autofunção. Então, essa aproximação consiste em separar a equação de 

Schrödinger independente do tempo em duas partes: uma relacionada à parte 
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eletrônica e outra à parte nuclear. A equação nuclear diz respeito aos fenômenos 

da dinâmica molecular, da interação entre os núcleos que traz informação de um 

estado eletrônico particular do sistema molecular e da energia de repulsão núcleo-

núcleo. A equação eletrônica descreve os movimentos dos elétrons para uma dada 

configuração nuclear. Cada uma dessas configurações nuclear gera uma solução 

da energia no estado eletrônico de interesse. 

Usando essa aproximação, tem-se que: 

 

H = TN + Te + VNe + Ve + VN → HT = Te + VNe + Ve + VN                    (7) 

 

ou seja, o Hamiltoniano total HT é 

 

H = Hele + VN                                                                         (8) 

 

onde 

 

Hele = Te + VNe + Ve                                                               (9) 

 

é denominado o Hamiltoniano eletrônico.  

No átomo de hidrogênio, os únicos termos que compõem o operador 

Hamiltoniano são a energia cinética do elétron (assumindo o núcleo fixo) e a 

energia potencial de interação elétron-núcleo. Para este sistema, é possível 

empregar esse procedimento de “separação de variáveis”, no qual a Equação de 

Schrödinger independente do tempo é dividida em três equações que podem ser 

resolvidas de forma exata. Porém, percebeu-se que a equação de Schrödinger não 

tem solução analítica para sistemas moleculares, pois são sistemas onde há vários 

elétrons. Neste caso, faz-se uso de métodos aproximados que são baseados em 

aproximações matemáticas. Esses métodos são chamados de ab initio, e permitem 

obter soluções acuradas da equação de Schrödinger.  
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2.2 

Método Hartree-Fock-Roothaan39,41-43  

 

O método Hartree-Fock (HF) é um método aproximado para a determinação 

de funções de onda e energia no estado fundamental de sistemas quânticos de 

muitos corpos. Esse método é a base da teoria do orbital molecular, que diz que 

cada movimento do elétron pode ser descrito por uma simples função (orbital) que 

não depende explicitamente do movimento instantâneo dos outros elétrons. Ele é 

também o ponto de partida para todos os outros métodos quânticos ab initio. 

A origem do Método HF vem do final da década de 1920, logo depois da 

derivação da equação de Schrödinger, em 1926. Em 1927 J. R. Hartree introduziu 

o método do campo autoconsistente para o cálculo aproximado de funções de 

onda e de energias para átomos e íons. Seu método proposto tornou-se conhecido 

como o método de Hartree.  

Hartree fez algumas considerações que foram fundamentais num primeiro 

estágio de pesquisa para tentar resolver o problema da equação de Schrödinger de 

sistemas multieletrônicos. Ele aproximou o termo de interação intereletrônica para 

um termo de campo médio, e com isso, ele pôde separar as funções de onda de 

cada elétron para um sistema de N elétrons. 

 

                            (10) 

 

Este produto é chamado de produto de Hartree, e com ele a equação de 

Schrödinger pode ser separada em N equações independentes para cada elétron. A 

aproximação introduzida por Hartree trata os elétrons com funções de onda 

independentes e isso possui conseqüências drásticas, pois trata parte da correlação 

eletrônica.  

Em 1930, Slater e Fock independentemente mostraram que o método de 

Hartree não respeita o princípio da antissimetria da função de onda. O método 

utilizado por Hartree usa o princípio da exclusão de Pauli em sua antiga 

formulação, proibindo a presença de dois elétrons num mesmo estado quântico. 

Em seguida demonstrado que um determinante de Slater satisfaz esse princípio e é 

uma solução adequada para a aplicação do princípio variacional. Então, em 1935 

Hartree reformulou seu método tornando-o mais adequado. Hartree aproximou o 

N                                              
ψ(r) = ψ1(r1)ψ2(r2)ψ3(r3)ψ4(r4)...= Πψi(ri)

i 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710728/CA



 26 

termo de interação intereletrônica para um termo de campo médio, (υHF) resultante 

da presença dos demais elétrons. A função de onda eletrônica antissimétrica é 

dada por um determinante de Slater, que é a função de onda antissimétrica mais 

simples que pode ser usada para descrever o estado fundamental de sistemas de N 

elétrons. 

Considerando um sistema de dois elétrons em que os orbitais spin χi e χj 

estão ocupados. Se o elétron 1 estiver em χi e o elétron 2 estiver em χj, e vice-

versa, tem-se que: 

 

( ) ( ) ( )12 1 2 1 2,H

i jx x x xχ χΨ =                 ( ) ( ) ( )122121 , xxxx ji

H χχ=Ψ          (11)         

      

Cada um desses orbitais claramente distingue os elétrons, entretanto pode-se 

obter uma função de onda que não distingüe e satisfaça o princípio de exclusão de 

Pauli através da combinação linear destes dois produtos: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 2 1 2 1 2

2 2

1 1
,

2 2

i j

i j j i

i j

x x
x x x x x x

x x

χ χ
χ χ χ χ

χ χ
Ψ = − =    (12) 

 

onde o fator 2-½ é um fator de normalização e o sinal – assegura a antisimetria de 

ΨH com relação a troca de coordenadas dos elétrons 1 e 2. 

Então, para um sistema de N elétrons tem-se que: 

 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2 2
1 2

1
, , ,

!

i j k

i j k

N

i N j N k N

x x x

x x x
x x x

N

x x x

χ χ χ
χ χ χ

χ χ χ

Ψ =

K

K
K

M M O M

K

              (13) 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , ,
N i j k N i j k

x x x x x xχ χ χ χ χ χΨ = =K K K             (14) 

 

A troca de coordenadas de dois elétrons corresponde a troca de duas linhas 

do determinante de Slater, o que muda o sinal do determinante. Ter dois elétrons 

ocupando o mesmo orbital spin corresponde a ter duas colunas idênticas do 

determinante, que o faz ser zero. Portanto, não mais do que um elétron pode 

ocupar um orbital spin (Princípio de Exclusão de Pauli) 
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A função de onda antissimétrica mais simples, que pode ser usada para 

descrever o estado fundamental de um sistema com N elétrons, é um simples 

determinante de Slater: 

 

Nχχχ L210 =Ψ                                        (15) 

 

Pelo princípio variacional, a melhor função de onda dessa forma funcionalé 

aquela que dá a energia mais baixa possível: 

 

E0 = 〈Ψ0│H│ Ψ0〉                                        (16) 
 

O método variacional é baseado no seguinte teorema: Dado um sistema com 

operador Hamiltoniano H, então, se Ψ é uma função qualquer, que seja 

normalizada, bem comportada e que satisfaz as condições de contorno do 

problema, pode-se mostrar que esta função admite que o valor esperado do 

operador Hamiltoniano para uma função de onda aproximada é sempre maior que 

a energia exata E0 correspondente a esse Hamiltoniano. 

 

0* EdH ≥ΨΨ∫ τ                                                 (17) 

 

onde E0 é o valor verdadeiro da mais baixa energia do autovalor H. Em outras 

palavras, a função de onda aproximada conduz à menor energia. Assim sendo, os 

coeficientes dos orbitais moleculares Ψ são determinados de modo a conduzirem 

ao valor mínimo de energia E associada a esse orbital molecular. Em relação à 

obtenção de soluções aproximadas, o que se faz na prática é partir de uma função 

aceitável, com vários parâmetros ajustáveis, e variar esses parâmetros de modo 

minimizar E pois, segundo o princípio variacional, conseguirá obter-se uma 

melhor aproximação para a energia do estado fundamental E0. 

A flexibilidade variacional na função de onda (15) é na escolha dos spin-

orbitais. Através da minimização da energia E0 com relação a escolha dos spin-

orbitais, pode-se derivar uma equação, chamada quação de Hartree-Fock, que 

determina os spin-orbitais ótimos. A equação de Hartree-Fock (HF) é uma 

equação de autovalor da forma: 
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( ) ( ) ( )i if i x xχ εχ=                                              (18) 

 

( ) ( )2

1

1

2

M
HFA

i

A iA

Z
f i v i

r=

= − ∇ − +∑                                   (19) 

 

onde f(i) é o operador de Fock de um elétron efetivo e νHF
(i) é o potencial médio 

experimentado pelo elétron i devido a presença dos outros elétrons. A utilização 

do método Hartree-Fock implicou no uso do método do campo autoconsistente 

(SCF), que é capaz de obter soluções para as funções de onda do sistema a partir 

de uma função tentativa. Essa função tentativa é obtida a partir de uma estimativa 

inicial da função de onda, a qual é aperfeiçoada até convergir. A idéia básica do 

método SCF é simples, através de um “chute” inicial dos orbitais de spin, pode-se 

calcular o campo médio experimentado por cada elétron, e em seguida, resolve-se 

a equação de Fock para um novo conjunto de orbitais de spin. Usando estes novos 

orbitais de spin, tem-se um novo campo. Repete-se este procedimento até a 

autoconsistência ser alcançada. 

Em resumo, no método de Hartree-Fock, cada elétron é representado por 

uma função de onda que possui dependência apenas nas coordenadas daquele 

elétron. A probabilidade de se encontrar um elétron em um dado ponto nas 

vizinhanças de um núcleo é determinada apenas pela posição em relação ao 

núcleo, mas não em relação aos outros elétrons. Um certo elétron interage apenas 

com o campo médio dos outros elétrons, mas não há dependência mútua nas 

equações SCF e não se considera as interações instantâneas entre esses elétrons, 

ou seja, os movimentos não estão correlacionados.  

Então, método de Hartree-Fock faz cinco simplificações para tratar sistemas 

multieletrônicos:  

1) Considera a aproximação de Born-Oppenheimer. 

2) Despreza efeitos relativísticos. 

3) Usa uma combinação linear de um número finito de funções ortonormais, que 

supõe-se formar uma base completa. 

4) Cada autofunção do operador Hamiltoniano retorna a energia e é descrita por 

um determinante de Slater. 
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5) A aproximação SCF está implícita e somente parte da correlação eletrônica é 

considerada.  

 

Para átomos, o problema de resolver a equação de Hartree-Fock é 

simplificado devido à simetria esférica, diferentemente do caso de moléculas, 

onde perde-se essa simetria. Uma solução que tornou-se amplamente aplicada 

para cálculos de propriedades eletrônicas de qualquer sistema foi o método 

proposto por Roothaan. Ele sugeriu que as funções que fossem utilizadas para 

representar orbitais moleculares poderiam ser obtidas em termos de funções que 

representassem orbitais atômicos. Se considerarmos que orbitais atômicos de 

sistemas multieletrônicos são funções aproximadas, a mesma idéia poderia ser 

utilizada para construi-los através de funções matemáticas que permitissem 

computacionalmente cálculos precisos de propriedades atômicas e moleculares. 

Este método ficou conhecido como o método de combinação linear de orbitais 

atômicos (linear combination of atomic orbitals - LCAO).  

Roothaan e Hall reformularam as equações de Hartree e Fock com o intuito 

de obter soluções numéricas. O método consiste em introduzir um conjunto de 

funções de base normalizadas na equação Hartree-Fock. Para expandir a parte 

espacial dos spin-orbitais. O problema então fica resumido a uma mera 

diagonalização matricial. A forma espacial dos orbitais pode ser representada por 

uma combinação linear de K funções de base monoeletrônicas, como segue: 

 

∑
=

=
κ

ν
ννφ

1

pp (r)gC(r)                                              (20) 

 

onde, k é o número de funções do conjunto e os Cvp são coeficientes a serem 

determinados. 

Como a função de onda pode ser representada por uma combinação 

linearmente independente de k funções de base que constituem a função de onda 

total, a equação de Fock pode ser escrita como: 

 

 )(gC)(C)( 1p1p1 ∑ ∑=
ν ν

νννν ε rrgrf p                              (21) 
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Multiplicando-se por g*
µ (r1) e integrando, temos: 

 

∑ ∑=
ν ν

νµννµν ε )1(g)1(gC)1()1()1(C pp pgfg                   (22) 

 

onde gυ(1) ≡ gυ(r1) 

 

Definindo os elementos da matriz de superposição (S) e a matyriz de Fock 

(F) como: 

 

)1()1( νµµν ggS =                                                (23) 

 

)1()1()1( νµµν gfgF =                                            (24) 

 

podemos escrever 

 

∑ ∑=
ν ν

νµνµν νε pp CSCF p .                                    (25) 

 

Em forma matricial, 

 

F C = S CЄ                                                                       (26) 

 

onde Є é uma matriz diagonal dos autovalores da matriz de Fock F que contém as 

energias orbitais.  

 

 

2.2.1.  

Conjunto de base44
                                                      

 

Então, Roothaan  propôs representar os orbitais  Hartree-Fock como 

combinações lineares de um conjunto completo de funções conhecidas, que são 

chamadas de conjunto de base. Deve-se relacionar qual conjunto de base será 
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usada a fim de representar os orbitais ψ1 em termos de funções analíticas simples 

fυ com suas propriedades conhecidas.  

Um conjunto de bases é o conjunto de funções usadas para criar os orbitais 

moleculares, que são expandidos como uma combinação linear de tais funções 

com coeficientes a serem determinados.  

A escolha da base é fundamental em cálculos teóricos, uma vez que a 

precisão dos cálculos de propriedades físicas e químicas de sistemas atômicos e 

moleculares depende do conjunto de funções de base. Funções de onda dos 

elétrons em uma molécula são orbitais espaciais. O orbital espacial ψi(r) é uma 

função ortonormal do vetor posição r, que descreve a distribuição eletrônica no 

espaço. 

Se os orbitais espaciais forem bases completas, o orbital espacial pode ser 

expandido: 

 

                                                               N→∞ 

F(r) = ∑ aiψi = a1ψ1 + a2ψ2 + a3ψ3 ... + a∞ψ∞                                     (27) 
                                                              i = 1 

 

A forma dessas funções é muito importante para uma boa convergência. 

Para escolher um conjunto de bases é necessário fixar um número mínimo de 

bases para cada átomo. Para isto deve-se considerar a distribuição eletrônica de 

cada átomo, e a partir dela pode-se saber o número mínimo de funções que uma 

base para aquele átomo deve ter. 

O orbital 1s é da forma Ne–ζr que é relativamente simples. As funções com 

momentos angulares superior, como 2p e 3d, podem ser facilmente construídas a 

partir das funções s, multiplicando por fatores x, y e z. Funções deste tipo 

chamam-se orbitais do tipo Slater e são da forma:  

 

ΦSTO = N x 
a
 y 

b
 z 

c
 e 

− ζ r                                                        (28) 

 

onde ζ é o chamado expoente orbital zeta, N é a constante de normalização e os 

fatores x, y e z são dos orbitais 2px, 2py, 2pz, dxy, etc. 

 Para minimizar problemas inerentes ao cálculo de integrais com funções 

exponenciais, usa-se frequentemente uma forma gaussiana, exp(–αr2), para a parte 

radial da função: 
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ΦGTO = N  exp(− a r
2
)                                            (29) 

 

O melhor é combiná-las a fim de obter o melhor resultado nos cálculos. Os 

conjuntos de base do tipo STO-nG são conjuntos de base mínima ou single-zeta, 

onde n representa o número de funções gaussianas primitivas compreendendo a 

um conjunto de bases simples. Para um conjunto de base mínima, os orbitais de 

caroço e valência são representados pelo mesmo número de funções Gaussianas 

primitivas.  

Na base dupla ou double-zeta, cada orbital de valência é representado por 

duas funções de base, mas cada orbital interno continua a ser representado por 

apenas uma função de base. Na base triple-zeta-valence, cada orbital de valência é 

representado por 3 funções e os orbitais internos são obtidos pela combinação de 

funções GTO.  

Em alguns sistemas também são necessários outros tipos de funções para 

uma melhor descrição. Podemos acrescentar as funções de polarização e também 

as funções difusas. A adição de funções de polarização a um conjunto de bases 

permite uma melhor descrição dos elétrons, pois através destas funções consegue-

se uma descrição das deformações sofridas pelos orbitais que participam em uma 

ligação química. Dentre os conjuntos de base com funções de polarização mais 

utilizados em cálculos moleculares destacam-se a 6-31G* e 6-31**G. Um 

asterisco (*) no final da base quer dizer que essa polarização tomou em 

consideração os orbitais “p”. Dois asteriscos (**) significa que a polarização 

tomou em consideração os orbitais “s”, além dos orbiatais “p”. 

Já as funções difusas, elas permitem descrever uma região maior do espaço 

dos orbitais ocupados. Utilizam-se estas funções para melhorar a representação de 

sistemas que tenham densidades eletrônicas afastadas do núcleo. Dentre essa 

funções, podemos citar a 6-31+G e 6-31++G. Um + significa que estamos 

olhando para os orbitais “p”, enquanto que ++ significa que estamos olhando para 

ambos os orbitais “p” e “s”. 
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2.3.  

Métodos para tratamento da correlação eletrônica39 

          

Uma função de onda HF leva em consideração as interações entre elétrons 

somente de forma média, porém é necessário considerar as interações instantâneas 

entre os elétrons. Os movimentos dos elétrons são correlacionados um com os 

outros, o que é chamado de correlação eletrônica. É preciso encontrar um modo de 

introduzir a correlação instantânea dos elétrons na função de onda.  

Dentro do método HF, a função de onda antissimétrica que descreve um 

conjunto de elétrons é aproximada por um simples determinante de Slater. As 

funções de onda exatas, entretanto, em geral não podem ser representadas como 

determinantes únicos. A aproximação feita por somente um determinate não leva 

em conta a correlação entre elétrons de spin oposto, levando a uma energia 

eletrônica total diferente da solução exata da equação de Schrödinger não-

relativística dentro da aproximação de Born-Oppenheimer. Assim, o limite HF 

está sempre acima desta energia. Essa diferença é chamada de energia de 

correlação. 

Na realidade, uma parte da correlação eletrônica é considerada dentro da 

aproximação HF, encontrada no termo de troca eletrônica que descreve a 

correlação entre elétrons com spins paralelos. Isto que evita que dois elétrons com 

spins paralelos se encontrem na mesma reagião do espaço. 

Uma das maneiras para fornecer a correlação eletrônica instantânea é 

introduzir a distância intereletrônica rij até a função de onda. Esse método é 

somente praticável para sistemas com poucos elétrons. E uma outra maneira é 

através de métodos pós-HF. Como exemplos desses métodos temos o de Interação 

de configuração (CI), a Teoria de perturbação Moller-Plesset (MP2, MP3, MP4, 

etc.), Coupled-cluster (CC) e o Campo multiconfiguracional auto-consistente 

(MCSCF). 
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2.3.1.  

Interação de Configuração (CI)41-43  

  

Um dos métodos mais importantes para encontrar  correlação eletrônica é a 

enteração de configuração (CI). Ele se baseia nas funções de onda HF e leva uma 

combinação linear de determinantes excitados ΦI como uma função de onda e 

otimiza os fatores CI.  

CI é um método variacional pós-HF para resolver a equação de Schrödinger 

não-relativística dentro da aproximação de Born-Oppenheimer para sistemas 

quânticos de muitos elétrons. Porém, este método é limitado à sistemas 

relatiamente pequenos. 

A idéia básica deste método é diagonalizar os Hamiltonianos de N-elétrons 

numa base de N-funções eletrônicas (determinantes de Slater). Ou seja, 

representar a função de onda exata como uma combinação linear de funções de N-

elétrons e usar o método variacional linear.  

A aproximação HF consiste em utilizar como função de estado em único 

determinante onde os spin-orbitais ψi
(i) são determinados pelo método variacional 

e são soluções das equações de HF: 

 

A
N

N ,...,...,, )()2(
2

)1(
1 ψψψ=Φ                                       (30) 

 

Como os ψi
(i) formam um conjunto completo de funções de uma partícula é 

possível construir através deles um conjunto completo de funções de N partículas 

utilizando-se sistematicamente esses orbitais e usando os determinantes como 

base do espaço de Hilbert anti-simetrizado. Se N for o número de elétons no 

sistema e 2K > N o número de spin-orbitais usados na equação (30) o número de 

elementos distintos desta base é dado por: 

 

)!2(!

)!2(2

NKN

K

N

K

−
=








                                               (31) 

 

Os determinantes desta base são formados considerando como referência o 

estado fundamental HF 0Φ e as excitações possíveis. Um determinante é dito 
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mono-excitado, 
a

rΦ , quando um elétrons, então ocupando o spin-orbital ψa no 

estado fundamental é promovido para um spin-orbital ψr, então desocupado. 

De maneira similar diz-se que um determinante é duplamente excitado, 

ab

rsΦ quando dois elétrons antes ocupando os spin-orbitais ψa e ψb são 

promovidos aos orbitais ψr e ψs, respectivamente. 

A base de determinantes, com o número de elementos dado pela equação 

(30) forma um conjunto completo. O método CI baseia-se em construir o auto-

estado ψ  de H como uma combinação linear desses determinantes de Slater, ou 

seja, propõe-se que  

 

∑∑ ∑
<<
<<

<
<

+Φ+Φ+Φ+Φ=

tsr
cba

abc

rst

abc

rst

ra
sr
ba

ab

rs

ab

rs

a

r

a

r CCCC ...
,

00ψ         (32) 

 

onde os CI’s são os parâmetros a serem determinados usando o princípio 

variacional e 0Φ é o estado HF tomado como referência para construir os 

determinantes com excitações. 

A expansão (32) é a função de estado para o CI completo (FCI); no caso da 

expansão conter um número limitado de excitações, o CI é dito truncado. 

                           

              

2.3.2.  

Complete Active Space SCF (CASSCF)45        

     

O CASSCF é uma importante aproximação do método do Campo 

autoconsistente multi-configuracional (MCSCF). O MCSCF é um método na 

Química quântica usado para gerar qualitativamente estados de referência de 

moléculas nos casos onde o Hartree-Fock e a Teoria do funcional de densidade 

não são adequados (por exemplo, moléculas com estrutura de ressonância). Ele 

usa uma combinação linear de funções de estado de ajuste (SCF) ou determinantes 

de ajuste para aproximar a função de onda eletrônica exata de um átomo ou 

molécula. 
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No CASSCF, as configurações são geradas a partir da separação dos orbitais 

moleculares em orbitais ativos e inativos. O espaço ativo é constituído pelos 

orbitais ocupados mais energéticos (orbitais de valência) e os orbitais vazios 

menos energéticos (orbitais virtuais), figura 1. Os outros orbitais são os orbitais 

inativos. A seleção do conjunto de orbitais deve ser feita levando em consideração 

o sistema em estudo e o custo computacional. 

 

 
Figura 1. Representação do espaço ativo. 

 

No método CASSCF, o conjunto de orbitais (ocupados e virtuais) é dividido 

em quatro subconjuntos: 

1) orbitais de caroço (core): são os orbitais moleculares mais internos, com 

características atômicas. Por isso, permanecem praticamente inalterados 

durante o processo de excitação e ionização de elétrons de valência, 

quebra e formação de ligações químicas; 
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2) orbitais inativos: são orbitais que, apesar de não participarem diretamente 

dos processos mencionados acima, precisam ser otimizados para melhorar 

a descrição do sistema; 

3) orbitais ativos: são os orbitais diretamente envolvidos nos processos 

mencionados no item 1; serão otimizados novamente; 

4) orbitais virtuais: são os orbitais que não serão ocupados. 

 

Utilizando esses quatro conjuntos de orbitais moleculares, o método 

CASSCF permite gerar automaticamente as configurações que serão empregadas 

para construir a expansão CASSCF. Os orbitais de caroço e do espaço inativo 

serão sempre duplamente ocupados, sendo que os orbitais do espaço inativo serão 

otimizados novamente e os do caroço serão mantidos na forma original. Os 

orbitais do espaço virtual serão mantidos sempre vazios, fora do espaço ativo. E 

os orbitias do espaço ativo também serão otimizados, tendo ocupação inicial igual 

a zero, um ou dois. 

Após a escolha dos orbitais, distribuem-se os elétrons do espaço ativo de 

todas as maneiras possíveis, gerando todas as configurações possíveis. Essas 

configurações são usadas para definir a função de onda CASSCF. Somente os 

elétrons contidos no espaço ativo serão correlacionados, então, a escolha dos 

orbitais é de grande importância para o sucesso do cálculo. 

Uma função de onda CASSCF é geralmente usada para obter uma primeira 

aproximação da chamada correlação estática, que representa a contribuição 

necessária para descrever corretamente os processos de dissociação de ligação. 

Isso requer uma função de onda que inclui um conjunto de configurações 

eletrônicas de importância. A correlação dinâmica, representando a contribuição 

da energia de quebra por interações instantâneas entre os elétrons, é normalmente 

pequena e pode ser calculada com grande acurácia por outros métodos como CI, 

CC, MRCI e CASPT2.  
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2.3.3.  

Multireference configuration Interaction (MRCI)46-49       

 

O método MRCI é uma boa ferramenta para calcular funções de energia 

potencial (PEF) e propriedades moleculares. Em comparação a muitos outros 

métodos usados em Química Quântica, que são baseados em estados de referência 

de configurações simples, as funções de onda MRCI dão um maior balanço da 

descrição global do PEF. Em cálculos do Full CI (FCI)47-49 foi demonstrado para 

um número de moléculas pequenas que funções de onda MRCI, com excitações 

simples e duplas de funções relativas ao campo autoconsistente do espaço ativo 

completo (CASSCF), fornece PEFs que chega perto dos resultados do FCI. Outra 

vantagem desse método é que as funções de onda para estados eletrônicos 

excitados podem ser calculadas. Há também casos onde funções de onda de 

estados eletrônicos fundamentais não podem ser bem representadas por simples 

configurações, e no qual uma descrição dos efeitos de correlação eletrônica requer 

funções de onda MRCI. 

O principal obstáculo do método MRCI convencional é o tipo de expansão 

de configuração e o esforço computacional que aumenta com o número de 

configurações de referência. Então, faz-se necessário aplicar um esquema de 

seleção de configurações usando a teoria de perturbação, ou selecionando aos 

poucos um pequeno número dominante de configurações de referência. 

Entretanto, é freqüentemente difícil fazer seleções de um pequeno número de 

configurações e predizer o efeito da seleção da configuração nas propriedades 

não-energéticas, como dipolo ou momento de transição.  

A aplicabilidade do método MRCI tem sido limitada, pois o comprimento 

da expansão da configuração e o arquivo de armazenamento rapidamente 

aumentam com o número de configurações de referência. Em geral, uma função 

de onda MRCI pode ser escrita da seguinte forma 

 

i

i

i S a P ab

S a P ab
a PS ab

c c cΨ Ψ= Ψ + +Ψ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑                       (33) 
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onde a, b representam orbitais externos (não ocupados na configuração de 

referência) e S e P representam os estados internos N – 1 e N – 2. Ψ1, ΨS
a, e ΨP

ab 

são configurações internas, isoladas e duplamente externas, respectivamente.  

 

 

2.3.4.  

Coupled-cluster (CC)41,50-53
                                                                        

 

Coupled-cluster é uma técnica numérica usada para descrever sistemas de 

muitos corpos. Ele é uma das várias metodologias ab initio pós-HF. Como todos 

os métodos pós-HF, ele começa a partir do método de orbital molecular Hartree-

Fock e adiciona um termo de correção para levar em consideração a correlação 

eletrônica. Este método é um dos mais aprimorados, confiáveis e 

computacionalmente acessíveis para moléculas de tamanho pequeno a médio.  

O método Coupled Cluster (CC) foi originalmente formulado por Coster50 e 

Kümmel,51 e reformulado por Cizek e Josef Paldus,54
 Pople, et. al.55 e Bartlett et. 

al.56  

A teoria CC fornece uma solução para a equação de Schrödinger 

independente do tempo, 

 

H ψ 〉 = E ψ 〉 .                                                      (34) 

 

A idéia básica deste método consiste em dividir um sistema de muitos 

elétrons em vários aglomerados com poucos elétrons, os clusters. Então, 

calculam-se as interações dos elétrons de um mesmo cluster e, em seguida, a 

interação entre os diversos clusters.  

A função de onda na teoria CC é escrita como um ponto de partida, que 

nada mais é do que um “chute inteligente”: 

 

ψ 〉 = eT ϕ0 〉                                                (35) 

 

T = T1 + T2 + ... + Tn                                                              (36) 
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onde φ0 〉 é o determinante de Slater usualmente construído no método HF, T é o 

operador de excitação ou de grupos que, quando age em ϕ0 produz uma 

combinação linear de determinantes de Slater excitados. 

A escolha desse “chute” é oportuna porque ela garante a propriedade de 

extensividade do tamanho. Uma desvantagem desse método é que ele é não 

variacional. 

Levando em consideração a forma de T, o operador exponencial eT pode ser 

tratado como uma séria de Taylor: 

 

eT ≈ 1 + T + T2/2! + T3/3! + ...                                   (37) 

 

Considerando apenas T1 e T2, tem-se que: 

 

eT = 1 + T1 + T2 + T1
2/2 + T2

2/2 + T1T2                                       (38) 

 

Essa série é finita, pois o número de orbitais ocupados é finito, assim como 

o número de excitações. 

O termo T permite incluir todas as excitações i possíveis de uma só vez. A 

forma do operador de excitação envolve dois tipos de operadores: o operador de 

criação e o operador de aniquilação.  

 

1
†

i a

ai
a
i a aT t=∑ ∑                                              (39) 

 

2

, ,

††1

4 i j a b

ai j b
ab
ij a a a aT t= ∑ ∑                                      (40) 

 

e assim por diante, até Tn. A aplicação de T1, T2, T3, T4 ... gera configurações de 

excitações simples, duplas, triplas, quádruplas, etc. Nesta notação, i e j 

representam os orbitais ocupados e a e b, os orbitais desocupados ou virtuais. Os 

operadores a
† e a atuam como operadores de criação e aniquilação, 

respectivamente. Um operador de aniquilação é um operador que diminui o 

número de partículas num dado estado, e um operador de criação é um operador 

que aumenta o número de partículas num dado sistema e é um adjunto do 
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operador de aniquilação. Os operadores de criação e aniquilação no coupled 

cluster são escritos na forma canônica, onde cada termo está em sua ordem 

normal.  

O cálculo mais simples dentro desse método inclui somente o termo T2 no 

operador do cluster e chama-se aproximação CCD (coupled cluster com 

excitações duplas). Embora seja claro que as excitações duplas desempenham um 

papel dominante em cálculos de correlação, existem problemas em que a inclusão 

das excitações simples é de fundamental importância. Um modelo de coupled 

cluster levando em consideração as excitações simples e duplas (CCSD) foi 

formulado e implementado por Purvis e Bartlett52. O método CCSD é um método 

aproximado do método CC, onde a função de onda é escrita como 

 

ψCCSD = eT1+T2 ϕ0 〉                                         (41) 

 

Já em uma segunda variante, o método CCSD(T), o termo das excitações 

triplas é incluído através da Teoria de Perturbação.53 

 

 

2.4 

Teoria do Funcional de densidade41,43 

 

Em 1927, Thomas e Fermi propuseram uma nova abordagem para a 

obtenção da energia eletrônica. Ao invés de utilizar funções de onda que possuem 

3N coordenadas eles utilizaram a densidade eletrônica (ρ), que é definida em 3 

dimensões. Então, foi possível reduzir o número de integrais para a descrição de 

um sistema, reduzindo o custo computacional. No Modelo Thomas-Fermi (TF) 

parte-se do pressuposto que os elétrons estão distribuídos uniformemente no 

espaço, e usando argumentos estatísticos para aproximar a distribuição dos 

elétrons, Thomas e Fermi desenvolveram o funcional de energia Thomas-Fermi 

(TF). A energia total do sistema, nessa abordagem de Thomas e Fermi, é descrita 

como um funcional da densidade eletrônica (ρ): 
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( ) ( )
( )
( )

2
2

5 3 3 1

8TF

r
T C r d r dr

m r

ρ
ρ ρ

ρ
∇

= +∫ ∫
h

                         (42) 

 

A energia de um átomo é: 

 

ETF[ρ] = TTF[ρ] + Vnúcleo-elétron[ρ] + Velétron-elétron[ρ]                    (43) 

 

onde TTF[ρ] é a energia cinética, Vnúcleo-elétron[ρ] é a energia potencial elétron-

núcleo e Velétron-elétron[ρ] é a energia potencial de repulsão elétron-elétron. 

O modelo TF é limitado, pois ETF é uma energia aproximada e não 

representa a interação de troca, por isso, essa aproximação não despertou muito 

interesse na comunidade científica. Porém, na década de 60, Hohenberg e Kohn 

publicaram trabalhos mostrando que existe um funcional da densidade eletrônica 

para uma molécula no estado fundamental. A energia de troca (Etroca) e de 

correlação (Ecorr) foram representadas nesse modelo. A Etroca foi incluída, pois 

elétrons com mesmo spin ficam separados, e a energia tende a cair, e a Ecorr foi 

incluída para representar a energia de interação entre os elétrons. Desta forma, o 

efeito de troca que está ligado ao spin e a correlação eletrônica são adicionados na 

equação de energia para se obter a energia total, levando a um funcional da forma: 

 

ETF[ρ] = TTF[ρ] + Vnúcleo-elétron[ρ] + Velétron-elétron[ρ] + Etroca[ρ] + Ecorr[ρ]     (44) 

 

Os conceitos modernos da Teoria do Funcional de Densidade (DFT), 

formulados por Kohn e Sham, incluem efeitos de troca e correlação eletrônica 

para os cálculos quânticos. A grande vantagem desta metodologia, em relação aos 

métodos pós-Hartree-Fock (por exemplo, CC), para o cálculo da correlação 

eletrônica, está no ganho em velocidade computacional e em espaço em memória. 

A idéia básica do DFT é que a energia de um sistema eletrônico pode ser escrita 

em termos da densidade eletrônica, ρ.  

Segundo o Teorema de Hohemberg-Kohn (HK), o Hamiltoniano de um 

sistema eletrônico molecular, com M núcleos e N elétrons, na aproximação de 

Bohr-Oppenheimer e desprezando os efeitos relativísticos, é dado por: 
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2

1 1 1 1 1

1 1

2

N M N N N M B
A A B

i

i A i i j j A B BA i A Bi j

Z Z Z
H

R r R Rr r= = = < = < =

= − ∇ − + +
− −−

∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑          (45) 

 

e aH T U V V= + + +                                     (46) 

 

A densidade eletrônica é definida por: 

 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1, , , , , ,
N N N

r r r r r r r dr drρ ψ ψ= ∗∫ ∫K K K K                    (47) 

 

A energia total do sistema é dada por: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

1 2
1 2

1 2

( )

1

2

e

s XC

E H T V r r

r r
T E dr dr r r dr

r r

ψ ψ ψ ψ ψ ρ υ ψ

ρ ρ
ρ ρ ρ υ

= = + + =

= + + +
−∫ ∫ ∫

            (48) 

 

onde Ts(ρ) é o funcional de energia cinética de um sistema de elétrons que não 

interagem e tem a mesma densidade eletrônica do sistema de elétrons que 

interagem, EXC(ρ) é a energia de troca-correlação, que inclui o termo de interação 

elétron-elétron não clássica, mas também a parte residual da energia cinética, T(ρ) 

– Ts(ρ) e T(ρ) é a energia cinética exata para o sistema de elétrons que interagem. 

Porém, esse é um problema intratável para muitos elétrons interagindo em um 

potencial externo. 

Para resolver esse problema, segundo o Teorema de Kohn-Sham, é possível 

utilizar-se um sistema de referência de elétrons que não interagem com um 

Hamiltoniano que tenha um potencial local efetivo, υef(r): 

 

( )21

2
KS

efH rυ= − ∇ +                                         (49) 

 

A função de onda ψKS do estado fundamental é aproximada pelo produto 

anti-simetrizado de N funções de onda de um elétron ψi
KS(ri), representado pelo 

determinante de Slater: 
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( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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N
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r r r
r r r

N

r r r

ψ ψ ψ
ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

Ψ =

K

K
K
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K

                  (50) 

 

Os orbitais são obtidos a partir da Equação de Schrödinger independente do 

tempo de um elétron: 

 

21

2
KS KS

ef i i iυ ψ ε ψ − ∇ + = 
 

                                    (51) 

 

A conexão entre esse sistema hipotético e o sistema real pode ser 

estabelecida escolhendo-se o potencial efetivo, de forma que a densidade 

eletrônica resultante seja igual à densidade eletrônica fundamental: 

 

( ) ( ) ( )2

0
1

N
KS

s i i

i

r n r rρ ψ ρ
=

= =∑                                (52) 

 

Pelo princípio variacional, o potencial efetivo é obtido minimizando-se a 

expressão da energia total E0: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2

1 2

( )

1

2

e

s XC

E H T V r r

r r
T E dr dr r r dr

r r

υ ψ ψ ψ ψ ψ ρ υ ψ

ρ ρ
ρ ρ ρ υ

= = + + =

= + + +
−∫ ∫ ∫

        (53) 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1
1

1

1
1

1

ef XC

XC

r
r r dr r

r r

r E
r dr

r r r

ρ
υ υ υ

ρ δ ρ
υ

δρ

= + + =
−

= + +
−

∫

∫
                        (54) 

 

Existem vários funcionais de troca e correlação, e também os funcionais 

híbridos, que incluem tanto a energia de troca quanto de correlação.  
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2.8 

Estados de Transição57-60 

 

Um estado de transição (TS) numa reação química é uma configuração 

particular ao longo da coordenada da reação que se define como o estado que 

corresponde ao máximo de energia ao longo dessa coordenada, ou seja, é uma 

espécie molecular que é representada por um ponto de cela. A energia dessa 

espécie é necessária para determinar a energia de ativação e depois, calcular a 

constante de velocidade. A geometria de um estado de transição é uma importante 

informação para descrever um mecanismo de reação. 

Uma estrutura de TS é matematicamente definida como a geometria no 

ponto de sela da superfície que possui derivada de energia igual a zero, com 

respeito ao movimento das coordenadas nucleares, e possui também uma segunda 

derivada positiva de energia, que possui uma curvatura negativa. 

No resultado do cálculo para encontrar um estado de transição deve haver 

apenas uma frequência imaginária. Na realidade, a freqüência é exibida com o 

sinal negativo pelo algoritmo, e é obtida em função da raiz quadrada da constante 

de força do modo normal característico do estado de transição. Esta constante de 

força, uma grandeza negativa, muda a natureza das forças harmônicas atuantes, 

que passam a ser denominadas auxiliadoras ao invés de restauradores. 

A otimização do TS que será usada nesse trabalho usa o algoritmo de Berny 

com coordenadas internas redundantes, que é o algoritmo mais popular para essa 

otimização. A escolha do sistema de coordenadas para iniciar a estrutura 

molecular é irrelevante, e não possui nenhum efeito no modo do procedimento de 

otimização. A otimização por coordenadas internas redundantes usa informações 

da geometria e especificações de diferenciação numérica. 

A menos que se especifique de outra maneira, uma otimização de geometria 

pelo algoritmo de Berny começa com uma suposição para a matriz Hessiana, que 

é determinada usando conectividades determinadas por raios atômicos e um 

campo de força simples. A matriz inicial é melhorada em cada ponto usando as 

primeiras derivadas computadas. 

Esse esquema geralmente funciona muito bem, mas em alguns casos, tais 

como z-matrizes com arranjos incomuns de átomos, o chute inicial pode ser tão 

ruim que a otimização não inicia corretamente ou gasta muitas etapas para 
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melhorar a matriz Hessiana sem se aproximar da estrutura otimizada. Além disso, 

para as otimizações dos estados de transição, algum conhecimento da curvatura 

em torno do ponto de sela é necessário e o erro aproximado da matriz Hessian 

deve ser melhorado. Nesses casos, pode-se usar um nível mais baixo de cálculo 

para melhorar as constantes de força analiticamente ou numericamente. 

Quando se procura por um mínimo local, o algoritmo de Berny usa uma 

combinação de etapas da otimização da função racional e a busca linear para 

conseguir a velocidade e a confiabilidade (como descrito abaixo). Esta etapa da 

busca linear não pode ser aplicada ao procurar por um estado de transição. 

Consequentemente, as otimizações de estado da transição são muito mais 

sensíveis à curvatura da superfície. Uma otimização de estado da transição deve 

sempre iniciar usando uma das opções descritas acima para especificar a 

informação da curvatura. Sem uma segunda matriz derivada total, o passo inicial é 

dependente da escolha do sistema de coordenadas, assim é melhor tentar fazer a 

coordenada da reação (sentido da curvatura negativa) correspondendo a uma ou 

duas coordenadas internas redundantes ou a variáveis da Z-matriz. 

O algoritmo de otimização de Berny checa a curvatura através do número de 

autovalores negativos de sua matriz da derivada aproximada em cada etapa de 

uma otimização de estado da transição. O algoritmo de otimização de Berny no 

Gaussian é baseado em algoritmos anteriores escrito por H.B. Schlegel.58 A matriz 

Hessiana é atualizada, a menos que uma Hessiana analítica esteja computada. A 

atualização é feita normalmente usando o método Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno (BFGS)59 iterativo para estados de transição em coordenadas internas 

redundantes, e usando uma modificação do procedimento original da atualização 

de Schlegel para otimizações em coordenadas internas.  
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