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Suavidade em Arvores de Regressao

Nesse capitulo sera apresentado o conceito de suavidade e sua aplicagao
em arvores de regressao. Primeiro serao formuladas as defini¢oes relacionadas
as funcoes de transicao. Boa parte dessa teoria é adaptagao do trabalho de
Li, Griffiths e Ward (33), que utilizou a técnica de suavidade para ajustar
curvas e superficies a pontos dispersos. Em seguida, na secao 3.2, as arvores de
regressao serdo relacionadas as funcoes de transicao e, por fim, na secao 3.3, a

regressao no método RCRI é formalizada.

3.1
Funcoes de Transicao

Definicao 3.1.1 Seja D um subconjunto de R? e Np uma vizinhanca do bordo
de D. Uma fungdo gp : RY — [0,1] € chamada de funcdio transicao com
relagao a regiio D se gp(x) =0V x & DUNp, 0 <gp(x) <1VxeNpe
gp(x)=1VxeD—Np.

A figura 3.1 a seguir ilustra a definicao acima, mostrando como serao os

valores de gp(x) em cada regidao de R?.

el Rd

QN goix) =1 QN 0 < go(x) < 1

0 <gp(x) <1 gn(x)=0

Figura 3.1: Valores da funcao de transigao por regioes.
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Proposicao 3.1.2 Sejam g e gp funcoes de transicao com relagao as regioes
A € R e B € RY, respectivamente. As funcoes gagp e 1 —ga definidas a

sequir também sdo funcoes de transicao com relacdo a regioes em RY.

gigp: R4 — [0,1] l—ga: R4 — [0,1]
x +— gi(x)gp(x) x +— 1—ga(x)
Demonstracao:

Figura 3.2: Diagrama das regioes definidas pelos conjuntos A e B.

Primeiro veja que gagp é fungao de transigao com relagao a AN B, onde

Nang = NaN(BUNB))U (NN (AUN,)):

~Sex¢ (ANB)UN4sp = x¢ AUNjoux ¢ BUN =
ga(x) =0ougp(x) =0 = gagp(x) = ga(x)gn(x) = 0;

~Sex €N = xeNsN(BUNB) oux e NgN(AUN,) =
(0<ga(x)<legp(x)>0) ou (0<gp(x)<lega(x)>0)=
8485(x) = ga(x)gr(x) > 0;

~Sex€(ANB)—Nap = xeEA-NsexeB-Np =
ga(x) =1legp(x)=1 = gagp(x) = ga(x)gn(x) = 1.

Para terminar, veja que 1 — g4 é funcao de transicdo com relacao a A€,

onde N e = Ny:

~Sex g AUNsge = XEA-Nae = xEA-Ny = gux)=1 =
(I-ga)(x)=1-ga(x)=1-1=0;

—SexeNg = xeNy = 0<gu(x) <1 =0>—-gax)>-1 =
1>1—-ga(x)>0 = 0<(1—ga)(x)<I;

~Sex€ A= Nye = x¢ AUNy = ga(z)=0 =
(1—ga)(x) =1-galx) =1
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Na aplicacao em arvores de regressao, em particular, algumas funcoes
de transicao sao mais interessantes que outras. Entre muitas maneiras de
construi-las a apresentada a seguir é um exemplo que satisfaz as caracteristicas
desejadas nesse trabalho.

Seja OD o bordo de uma regiao D e dp : R — R uma funcio distancia

com relacao ao bordo, continua, com sinal e que satisfaz

>0, sexeD—-0D
dp(x)¢ =0, sexe€dD
<0, sexe D¢

Se o bordo de D for definido implicitamente por uma funcao F,
0D = {x € R? | F(x) = 0}, um exemplo para dp pode ser a distancia
algébrica, definida por dp(x) = F(x). Caso seja possivel calcular a distancia
geométrica, ela também podera ser usada para definir dp, mas nesse caso sera
necessario considerar o sinal positivo para os pontos em D e negativo para
aqueles fora de D.

Seja s : R — [0,1] uma fun¢do degrau, continua, nao-decrescente, tal
que lim;_._ o s(t) = 0, limy_.s(t) = 1, s(0) = % e s(t;n) + s(—t;n) = 1.
Um exemplo de fungao degrau com essas caracteristicas é a funcao logistica,
definida por: 1

si(t;) = TLet (3-1)

Também pode ser citada como exemplo a funcao Heaviside, definida por:
0, set<0 sa(tin) =2 (14 L) sa(t+Lin—1) +

set=0 (1—=L)sa(t—1;n—1))
set>0 n=123,...

S2(t70) = %7
1,

(3-2)

Além das caracteristicas ja comentadas é interessante dizer que, de acordo

com o trabalho de Li e Tian (34), a Heaviside também satisfaz:

— s2( . ;n) é de classe C"! paran > 1;
— s2( . ;n) é uma funcdo polinomial por partes V n;
—sa(t;n) =1,set>n; sa(t;n) =0,set < —n;
O 1ltimo exemplo de funcao degrau é a funcao polinomial definida na
equagao (3-3) a seguir:

0, set < —%
ss(t; \) = ¢ 1, set > + (3-3)

L 15M, 53343 30545 g =
stact—5 1" +51°, caso contrario
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Esta fungao foi apresentada por Lage, Bordignon, Petronetto, Veiga,
Tavares, Lewiner e Lopes em (30). L4 é possivel verificar que s3 também satisfaz
as seguintes caracteristicas desejadas:

— s3( . ;\) é continua e tem derivada continua V A, ou seja, é de classe C';
— s3( . ;A\) é uma fungao polinomial por partes V X;
—s3(bN) =0=t< —5; ss(bA) =1l=t> 1

A figura 3.3 a seguir ilustra os trés exemplos de fungao degraus citados:

1) (1)
-1 08 06 04 .02 0z 04,06 08 1 ) 1 3 1] b ) & -1 08 06 D4 02 02 04,06 08 1

3.3(a): s1 com vy = 5. 3.3(b): sg com n = 5. 3.3(c): s3 com A = 5.

Figura 3.3: Graficos dos exemplos citados de fungao degrau.

Proposicao 3.1.3 A composta gp = s odp € uma funcao de transicdo

continua com relacdo a regido D.

Demonstracgao:

gD Rd — R — [0,1]

x +— dp(x) +— s(dp(x))

Seja Np = {x € R? | 0 < s(dp(x)) < 1} a vizinhanga de dD.

- Sex¢ DUNp = x¢ Dex¢Np.
Comox ¢ D = dp(x) <0 = s(dp(x)) < 1.
Além disso, x ¢ Np = s(dp(x)) =0 ou s(dp(x)) = 1.
Entao, s(dp(x)) =0 = gp(x) =0.
- SexeNp = 0<gp(x) <1 pela prépria definigao de Np.
~-SexeD—-Np = xeDex¢ Np.
Comox €D = dp(x) >0 = s(dp(x)) > 3.
Além disso, x ¢ Np = s(dp(x)) =0 ou s(dp(x)) = 1.
Entao, s(dp(x)) =1 = gp(x) = 1.

Para finalizar, o grau de diferenciabilidade de gp vai depender do grau
de diferenciabilidade de s e dp. Como, pelas defini¢oes, s e dp sao continuas,
gp também serd uma funcao continua, uma vez que ela é a composta de duas
funcGes continuas.

O
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3.2
Aplicacao em Arvores

Suponha a estrutura de arvore binaria definida no capitulo anterior,
onde cada né interno define implicitamente o bordo de uma regido em R?
por D = {x € R? | p(x) = 0}. Sejam D = {x € R? | p(x) < 0} e
D¢ = {x € R? | p(x) > 0} as regioes que caracterizam os filhos & esquerda e
a direita desse nd. Para cada uma dessas regioes é construida uma funcao de
transicao, gp e gpe. A construcao de gp e gpe é feita de acordo com a secao
anterior, onde as fungdes distancia sao as distancias algébricas definidas por
dp(x) = —p(x), dp:(x) = p(x) e s estd definida em (3-3).

oD = {x e R? | p(x) = 0}

P

gp gpe

Figura 3.4: Criagao de cada né interno da arvore.

Como ja foi comentado, seja Ry a regiao definida pela folha k, que é a
intersecao entre as regioes definidas pelo caminho entre a raiz e a folha em
questao. A funcao de transicao Gy, associada a essa regiao, pode ser definida
pelo produto das funcoes de transicao pelo caminho da raiz até essa folha.
Como na figura 2.1 do capitulo anterior, a figura 3.5 a seguir apresenta um
exemplo de estrutura de arvore e faz sua relacao com as fungoes de transicao.

Para esse exemplo,

G1(x) = gp, (X)gD, (%)

Ga(x) = gp, (X)gns(x) = g, (x)(1 — gp,(x))
G3(x) = gp;(x)gn,(x) = (1 — 8p,(x))gn,(X)
Gu(x) = gpe(x)gps(x) = (1 — gp, (x))(1 — gp,(x))
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3.5(a): Arvore padrio. . : Arvore por regides.

Ry

Figura 3.5: Exemplo da aplicagao de suavidade em &rvores de regressao.

De forma geral, para uma arvore qualquer,

= ] & (3-4)

g€k
é a funcao de transicdo associada a regiao definida pela folha k, onde G, =

conjunto das funcoes de transicao pelo caminho da raiz até a folha k.

Proposicao 3.2.1 Seja uma drvore com | folhas. Entao, 22:1 Gr(x) =1
para todo x € RY.

Demonstracao:

A proposicdo serd demonstrada por inducao. Primeiro o caso base: uma
arvore com um unico né interno e duas folhas. Sejam D e D¢ as regices definidas
pelo n6 interno. Nesse caso, G1(x) = gp(x) e Ga(x) = gpe(x) = 1 — gp(x).
Entao, G1(x) + G2(x) = gp(x) + 8p-(x) = gp(x) + 1 —gp(x) = 1.

Agora suponha que seja verdade para um arvore qualquer com [ folhas.
Ou seja, i Gr(x) =1

Para incrementar essa arvore basta substituir uma folha por um né
interno mais suas duas folhas descendentes. Sem perdas, substitua a folha
fi por um né interno e adicione as folhas f; 4 e fip, como mostra a figura 3.6.
Assim a arvore passa a ter [ + 1 folhas: 1A,1B,2,...,l. Sejam D e D¢ as

regices definidas pelo novo né interno. Dessa forma, Gia(x) = gp(x)G1(x) e

Gip(x) = gpe(x)Gi(x) = (1 — gp(x))G1(x).
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fi f f; £y f f; £y

fia fip

3.6(a): Arvore com [ folhas. 3.6(b): Arvore com [ + 1 folhas.

Figura 3.6: [lustragao do incremento no nimero de folhas.

Entao, para essa nova arvore, com [+ 1 folhas, a soma de todas as funcées

de transicao associadas as regioes definidas pelas folhas é:

Gia(x) + Gip(x) + Y4y Gi(x)
gp(X)G1(x) + gpe(x)G1(x) + 3j_, Gr(x)
gp(x)G1(x) + (1 — gp(x))Gi(x) + Y4, Gi(x) =

G1(x)(gn(x )+1_gD(X))+Zk s Gi(x) =
(X)+Zk o Gi(x)
(x)

3.3
Regressao Construtiva nas Regides Implicitas

Seguindo ainda a estrutura de arvore definida no capitulo anterior,
suponha que cada folha k guarda uma regressio em R* C R? isto é, uma
funcao f, : R? — R. A estimativa final dada pela arvore de regressiao do

método RCRI pode ser expressa por:

F(x) = Gi(x)fi(x), (3-5)

onde a fungao de transicao Gy estd definida na equagao (3-4).
Esse estimador tem diversas vantagens, entre elas o fato de ser um
estimador de classe C™, onde m é a menor entre as classes de Gy e f,

k=1,...,1. Além disso, como {Gy}!_, representa uma partigao da unidade,
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isto €, 22:1 Gi(x) =1, o erro global pode ser controlado através do controle

do erro local, aplicando a proposicao 3.3.1 a seguir.

Proposigao 3.3.1 Seja F uma fungio real definida em R e {Dy}L_, uma
particio de RY. Para cada k = 1,....1 sejam g a funcio de transicio
com relagdo a regiao Dy e N, a vizinhanca de Dy, definida por g, ou seja,
Ne={x€eR? | x¢& Dy egi(x)#0}.

Se para cada k = 1,...,1 £, é uma aproximagao local de F tal que
| F(x) — fi(x) | <&, Vx€DLUN: e Yt  gx(x) =1, entdo a aprozimagdo
global definida por f‘(x) = 22:1 g (x)f(x) satisfaz a sequinte propriedade:

‘F(x)—f‘(x) ‘ <eVxeR?
Demonstracao:

Feo) - F(x) | = | Pl - S, 00 | =
(Ziﬂ:l gk(X)) F(x) — Zﬁgzl g (%) fi (%) ‘ _

S 8E(OF(x) = 370, gr(x)fi(x) ) _

i1 gh(x) (F(x) — () | <
S | &e(%) (F(x) — fu(x)) | =

S gr(X) | F(x) — fi(x) | < i ge(x)e = ¢
]

Nada ainda foi dito sobre o formato dessas regressoes, porém o fato da
equagao (2-1) incluir a média amostral § indica uma tendéncia para que essa
regressao seja uma fungao constante. Se for desejado que a regressao seja linear,
ou de qualquer outro formato, basta fazer algumas alteragdes na equagao (2-1)
de forma que a particdo definida pelo polinémio p separe quem esta super-
estimado de quem esta sub-estimado, em vez de separar quem esta acima ou
abaixo da média.

Logo, cada f}, é uma funcao constante, fj(x) = ¢, e o estimador gerado

pela arvore é dado por:

F(x) =) Gp(x)cy . (3-6)
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A seguir sdo apresentadas duas maneiras diferentes de determinar os
valores de ¢;. A primeira delas mostra a forma local, onde para estimar ¢ s6
sao levados em consideracao os pontos dentro da regiao Ry U Np,. A segunda
mostra uma estimativa global, onde todos os valores ¢, £k = 1,2,...,1[, sao
estimados a0 mesmo tempo e por isso todos os pontos da amostra sao levados
em consideracao.

Continuando com a notacio X = {xi,X,...,xy} C Rl e Y =
{y1,v2,...,yn} C R para os dados da amostra, suponha que ja foi feito todo
o processo descrito na secao 2.2, ou seja, a estrutura da arvore ja esta pronta,
ja se sabe quantos nds, quais os polinomios em cada nd, e quantas folhas ela
tem. Também considere o vetor de coeficientes ¢ = (cy, ..., )", que guarda os

elementos a serem estimados nessa secao.

Estimativa Local

Como ja foi comentado, o modelo local para estimar ¢ leva em consid-
eracao apenas os pontos na regiao definida pela folha k e sua vizinhanca, isto
é, Ry U Np,. Para ser mais preciso, os pontos x tais que Gx(x) # 0.

O estimador de cada elemento do vetor ¢ é simplesmente a média

ponderada pela funcao de transicao Gy. Dessa forma ¢ = (¢1,...,¢) e
~ Zﬁ\; G (xi)yi
k= N (3-7)
> i1 Gi(xy)

Se for garantido, para toda folha k, um erro local menor que 4, ou seja,
se V1<k<leVital que x; € Ry UNg, tem-se erro; = |y; — ¢i| < 7, entao,
pela aplicacao da proposicao 3.3.1, é garantido que o erro global também sera
menor que . Dessa forma, se for interessante definir um limite superior para

o erro global, basta adicionar um critério de parada que controle o erro local.

Estimativa Global

A estimativa global se difere da local principalmente pelo fato de que
nela ¢ é estimado de forma a minimizar o erro total da amostra. A primeira

hipétese a ser feita é que F representa a relacao entre x; e y;, isto é:

!
yi:f‘(xi)—l—si:ZGk(Xi)ck—i—ei V1<i<N
k=1

onde €; é uma varidvel aleatéria normal, de média nula e variancia o2, que

representa o erro na estimativa.
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O vetor de coeficientes ¢ = (c1, ..., )" é estimado por minimos quadra-
dos, como descreve o apéndice A. Para isso é resolvido o seguinte sistema,

apresentado em A-3,

G'Gc = G'y (3-8)
onde G, c e y sao definidos por:
Gl(X1> Gg(Xl) Ce Gl(xl) c U1
Gl(Xg) GQ(XQ) Ce GZ(XQ) .1 Y2
G = ) ) . c= : y = )
: : : . :
Gl(XN) GQ(XN) ce Gl(XN) ! YN

Dessa forma,

¢=(G'G)"'G'y

¢ o estimador dos parametros em c. Mais detalhes sobre suas condicbes de

existéncia, tendéncia e consisténcia podem ser encontrados no apéndice A.

Exemplo 3.3.2 Pode-se determinar a regressao dada pela arvore a partir dos
dados da amostra do exemplo 2.2.1, exposto no capitulo anterior. A figura
3.7 a seguir mostra o resultado usando tanto a regressao local (em azul)
quanto a regressao global (em vermelho). Apenas com esse exemplo nao é
possivel afirmar que uma forma é mais interessante que a outra. O que se
pode dizer é que as duas estimativas sao similares e identificam os diferentes

comportamentos da amostra dentro do dominio.

4
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Figura 3.7: Exemplo das regressoes local e global para uma dimensao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521445/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0521445/CA

Regressdo Construtiva por Regides Definidas Implicitamente 34

Suavizar a estimativa de uma arvore de regressao por meio de fungoes de
transicao, ou outras funcoes semelhantes, é uma pratica comum. Por exemplo,
como ja foi comentado, da Rosa, Veiga e Medeiros (11) utilizaram essa técnica
na criacado do STR-Tree. A construcao da funcao de transicao deles é bem
semelhante & descrita nesse trabalho, porém eles escolheram como s a funcao
logistica. J& Chaudhuri, Huang, Loh e Yao criam em (9) o modelo SUPPORT,
onde a suavidade é feita por meio de uma fung¢ao, que nao é uma funcao de
transicao, chamada por eles de “média ponderada”.

A primeira vantagem em usar a fungao (3-3) no lugar da logistica é
que sua forma é polinomial, assim ela é mais rapida de ser avaliada, pois
fungoes exponenciais sao caras computacionalmente. Além disso, o que ¢é ainda
mais interessante, é que no caso da fungao definida em (3-3) o conjunto
{t € R|s(t) # 0es(t) # 1} ¢é limitado, o que para um modelo recursivo
pode significar mais eficiéncia, ja que s serao levados em consideracao as

folhas que definem regioes proximas a X.
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