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2
Método de Regressao Construtiva em Regides Implicitas

Esse capitulo tem como objetivo apresentar a estrutura e a construgao
da drvore do método de Regressao Construtiva em Regides Implicitas (RCRI).
De acordo com a introducao, o problema consiste em encontrar uma funcao f
que descreva a relacao entre x; e y;, a partir de uma amostra de tamanho N

composta pelos dados

X:{xl,x27...,xN}€Rd e Y=A{y,v,...,yn} €R.

2.1
Particio do Dominio e Caracterizacdo da Arvore

A maioria dos trabalhos nesse tema divide o dominio apenas por retas
paralelas aos eixos, como por exemplo os modelos CART (5), SUPPORT
(9), STR-Tree (11), MARS (17), entre outros. Com isso as parti¢oes ficam
restritas a conjuntos do tipo {x € R? | z; < a}. A vantagem disso é
que assim é possivel realizar interpretacoes do modelo. Por outro lado, essas
particbes nao sao eficientes para separar dados cuja distribuicao no dominio
dependa de combinagoes das coordenadas. Além disso, para determinar em
qual coordenada sera feita a divisao, geralmente, é resolvido um problema
de otimizacdo para cada nd da arvore. Dessa forma a implementacao é bem
complexa e requer muito tempo de execugao.

O método RCRI propoe algo diferente, onde as regides podem assumir
formas bem mais flexiveis, a fim de melhorar a regressao, com uma imple-
mentacao razoavelmente simples. Ele é caracterizado por uma arvore binaria
onde cada né interno define implicitamente o bordo de uma regiao em R
através do conjunto de nivel zero de uma fungao polinomio multivariada. Na
verdade, o que cada nd interno guarda sao os coeficientes de um polinémio
p- Dessa forma o bordo da regiao definida por ele pode ser expresso por
0D = {x € R? | p(x) = 0}. Observe que assim é realizada a seguinte particao
do dominio: R* = D U D¢, onde D = {x € R? | p(x) < 0}, sub-drvore &
esquerda, e D¢ = {x € R? | p(x) > 0}, a sub-4rvore & direita. Como ilustracio

veja a figura 2.1.
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2.1(a): Arvore padrao. . : Arvore por regides.
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Figura 2.1: Exemplo da arvore para o método RCRI.

Se for associada a cada folha k da arvore uma regiao Ry, definida pela
intersecao entre as regides no caminho da raiz até a folha em questdo, o
conjunto de regioes associadas as folhas também sera uma parti¢do do dominio.

Para o exemplo da figura 2.1 as regites definidas nessa arvore sao:

} Di={xeR!|pi(x) >0}
D5 = {x € R"| pa(x) > 0}
D5 = {x € R?| ps(x) > 0}

RlZDlﬂDQ RQZDlng RB D ng R4:Dme§

2.2
Construcao do Polinémio p

Nesse trabalho, como ja foi comentado, a particio do dominio é definida
implicitamente pelo bordo de uma regido em R¢, D = {x € R? | p(x) = 0},
onde p é um polinémio multivariado de grau ¢g. Para encontrar os coeficientes

desse polinomio p suponha, V 7,1 <¢ < N, a seguinte relagao:

vi=y+p(x)+ei, (2-1)

onde p é um polinomio de grau g, ¥ é a média amostral dos valores em Y e
£; sa0 varidveis aleatérias iid, normais, com média zero e variancia o2. Veja
que p(x;) representa o quanto distante da média ficou y;, a menos do erro &;.
Se D = {x € R?| p(x) <0}, D representa os pontos abaixo da média e D¢
os pontos acima dela. Entao a particao D e D¢ tem como objetivo separar os

pontos que ficaram acima da média daqueles que ficaram abaixo.
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Exemplo 2.2.1 O gréfico apresentado na figura 2.2 mostra um exemplo em

uma dimensao para um polinémio de grau 1, ou seja, d=1e g = 1.
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LF 0.517356 D

Figura 2.2: Exemplo de parti¢gdo do dominio para uma dimensao.

A regiao D é definida a partir do polindmio p. Em breve serd explicado
como encontrar os coeficientes desse polindmio, por enquanto, para esse
exemplo, suponha p(x) = —1.59605z + 0.825725. Entao a regido D serd

expressa por:

D ={zeR|p(r) <0}
— [ €R| — 159605z + 0.825725 < 0}
_ —0.8257
={zeR|z> —01.8529560255
— {z €R |z > 0.517356}

Numero de Coeficientes do Polindmio

Antes de mostrar como serao determinados os coeficientes do polindémio
p ¢é preciso saber quantos coeficientes ele tem. Esse nimero depende do seu
grau ¢ e da dimensao d do seu dominio. Ele é expresso por uma equacgao de

diferengas, como mostra a proposi¢cao a seguir.
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Proposicao 2.2.2 Seja n(g,d) o nimero de coeficientes de um polinémio de

grau g, homogeneo, com d varidveis. £ verdade que:

n(l,d)=d+1
n(g,1) =g+1
n(g,d) =n(g—1,d) +n(g,d —1)

Demonstracao:

Na demonstragao sera usada a seguinte nomenclatura: o coeficiente do
monomio de grau zero sera chamado de a; os coeficientes dos monomios de grau
1 serdo chamados de a;, 1 < i < d; os coeficientes dos monomios de grau 2 serao
chamados de a;;, 1 <i < dei < j <d;eassim por diante. O exemplo a seguir
considera um polindémio p de grau 3 em R?, ou seja, x = (z1, 79, 73) € R3 e

p(x) = a + } grau 0
a1x1 + agxo + azxrg + } grau 1

auﬂﬂf + appzire + aizrirs +

CLQQI% + ag3Tox3 + grau 2
0,33.7752), +
3 2 2
a1117] +  a11227%2 + a11321T3 +

2 .
122125 +  G123T1T2T3 +
2
a133T173 +
3 5 grau 3
Q2225 + G223T5T3 +

2
a233x2x3 +

3
433373

Primeiro, a verificagdo das expressoes n(1,d) =d+1en(g,1) =g+1
¢ imediata. Para mostrar que n(g,d) = n(g — 1,d) + n(g,d — 1) observe que
n(g,d) —n(g,d — 1) = nimero de coeficientes adicionados quando o nimero
de variaveis do polinémio, ou seja, a dimensao do dominio, passa de d — 1 para
d. Esses coeficientes a mais podem ser enumerados da seguinte forma:

aq grau 1
aig, ad, G3d, ---, Qdd grau 2
a11d, @12d, Q13d, --- 5 Qldd
@224, Q23d, --- , @24dd
grau 3
Addd
ai..11d, @1..12d, @1..13ds --- 5 0@1..1dd
ai...22d, @1..23d, --- 5 @1..2dd
grau g

ad...dd
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J4 os coeficientes de um polindémio de grau g — 1 em RY, aqueles
considerados em n(g — 1,d), podem ser enumerados da seguinte forma:

a grau 0
ay, ag, as, ..., aq grau 1
ai, a2, aiz, ..., Qiqd
a22, a23, ..., Q24
grau 2
Add
ai..1i, ai.i12, ar..is, ..., 0Qa1.1d
ay..22, @ai.23, ..., Qai..2d
graug — 1
aq...d

Observe que existe uma relacao biunivoca entre os dois conjuntos de
coeficientes. Se para os elementos do primeiro conjunto for desconsiderado o
ultimo d no indice dos coeficientes, serdo obtidos exatamente os elementos do
segundo conjunto. Dessa forma pode-se afirmar que a cardinalidade dos dois

conjuntos é a mesma. Ou seja,
Il(g,d) - Il(g,d - 1) - Il(g - 1vd) = Il(g,d) = l’l(g - 17d) —|—Il(g,d - 1)
O

Estimativa dos Parametros

Agora, que ja se sabe como determinar o nimero de coeficientes de um
polinémio, é possivel mostrar como esses coeficientes sao estimados. Eles serao
estimados através do estimador de minimos quadrados lineares, apresentado

no apéndice A. Para determinar o estimador basta resolver o sistema:
M*Ma = M*§ (2-2)

onde M, a e ¢ sao definidos a seguir, considerando x; = (z1,...,%4) € n 0

nimero de dados da amostra que chegaram ao né (para o caso da raiz, n = N).

- 2 2 3
Y1 — Y 1z .0 Tg XY Tz ... Ty TY ... Ty
- 2 2 3
Yo — Y 1 @y ... Tog T3 ToTaa ... Ty Ty ... Ty
= ) M =
— 7 1 x Tnd T2 TmT 2%, x
Yn Yy nl - nd nl nldn2 .- nd nl - nd

n

nxn(g, d)
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a = ( aa ... aq a1 12 ... Aq4 111 - - - add‘..d)
n(g, d)

2.3

Critérios de Parada

Depois de determinar o polinémio p, os dados de entrada X sao parti-

cionados da seguinte forma:

X; = {xeX|pkx) <0} Xy, = {xeX|px) >0}
Yi = {yeY|xeXi} Y, {yieY | x; € Xo}

Sejam n; e ny o numero de elementos em X; e Xy (ou em Y; e Y3),
respectivamente. Os critérios de parada a seguir servem para determinar se
um né deve ser dividido, dando origem a dois outros nés e virando um né

interno. Caso contrario, esse nd passa a ser uma folha.

1° Critério de Parada: Profundidade da Arvore

Esse é um critério bem simples, onde nao serda permitido que a arvore
passe de uma profundidade pré-estabelecida. Dessa maneira procura-se evitar

arvores muito profundas, que em geral resultam em estimativas ruins.

2° Critério de Parada: Nimero de Elementos

Esse critério serve para garantir que se N — oo, entao n — oo, onde
N = numero total de dados na amostra e n = nimero de dados da amostra
que chegam ao né em questao. Dessa forma, a consisténcia do estimador, que
é um comportamento assintético, pode ser levada em consideragao.

O objetivo deste critério é determinar um limite inferior, dependente do
tamanho da amostra, para o niimero de elementos que chega a um né qualquer.
Seja 0 < g < 1; com esse critério serd garantido que n > ny, = ¢N.

E importante ressaltar que a escolha de ¢ influencia diretamente no
tamanho da drvore. Quanto menor, mais profunda ela pode ser. A escolha desse
valor seré feita de acordo com os interesses e com os dados, mas ¢ tem que ser
tal que nym = ¢IN > n(g,d), caso contrario nao seria possivel determinar os
coeficientes do polinémio p.

Entao, escolhido um valor para ¢ de forma que ny, = ¢N > n(g,d),
o critério sera: Se depois da criacdo dos conjuntos X; e X, n1 < ny, ou
ng < Nyim, 08 conjuntos X; e Xy serao desconsiderados, esse ndé nao sera

dividido e passa a ser uma folha; caso contrério, a divisdo serd mantida.
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3° Critério de Parada: Teste com as Médias de Y| e Y5

Esse teste procura verificar se, apds a divisao em Y; e Y3, é verdade que
os dois grupos de elementos possuem médias diferentes. Com isso, a idéia é
evitar que um grupo de dados de uma mesma varidvel aleatoria seja dividido
em dois. Essa verificacao serd feita através de um simples teste de hipodtese,
que pode ser encontrado em diversos livros de estatistica, como por exemplo,
Hoel, Port e Stone (22).

Suponha Y] e Y, duas amostras independentes, com distribuigao normal,
médias desconhecidas piq e ps, e variancia também desconhecida, porém iguais,
0? = 02 = 0. Suponha também Y, Y,, S? e S? as médias e variancias
amostrais de Y; e Y;, respectivamente.

A hipétese nula que se deseja testar é:
Hy:py = o .

Sob Hy, a estatistica de teste ty definida a seguir é uma variavel aleatéria

com distribuicao t de Student com ny 4+ ny — 2 graus de liberdade.

?1 — ?2 SQ _ (n1 — 1)8% + ('I’LQ — 1)S22

tO = tn1+n272 D
S, /nilJrn% ny +ng — 2

Seja t,, ¢ uma varidvel aleatéria com distribuigao t de Student e t,, € R

(2:3)

tal que P(t, > tqn) = a. Além disso, o nivel de significancia « é definido por:
a = P( erro tipo I ) = P( rejeitar Hy | Hy verdade ).

Entao, escolhido um nivel de significancia « e calculado o valor de tg
de acordo com a expressao acima, esse critério de parada é feito da seguinte
maneira: se —tenitny—2 < to <t2 nitny-2, nao se pode rejeitar Hy e assim esse
né nao ¢é dividido e passa a ser uma folha; caso contrdrio, Hy é rejeitada e a

divisao mantida.
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