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Introducao

Nas mais variadas areas, como por exemplo, na engenharia, economia e
atudria, existem decisdes que envolvem incertezas. Sempre que hé incerteza,
hé a necessidade da utilizacdo de ferramentas estatisticas, que procuram
compreender o cendrio e determinar o melhor rumo a ser seguido. Por causa
disso, cada vez mais, torna-se necessario o estudo e o aprimoramento dessas
técnicas.

Uma dessas ferramentas, que vem sendo estudada e aprimorada por anos,
sao os modelos de aprendizagem supervisionada. Estes procuram, a partir de
uma amostra de tamanho N, com dados de entrada X = {x;,Xs,...,xy} € R?

e dados de saida Y = {y1,y2,...,yn} € R, encontrar uma funcao

f: RE — R
x — y=[f(x)

que descreva a relacao entre x; e y;. Em geral x; é chamado de variavel
explicativa e y; de variavel de predicao.
Sao muitas as formas como esse problema pode ser resolvido. Provavel-

mente a alternativa mais simples é o modelo de regressao linear, definido por:
Yi = a+ 0x; + &,

onde a e = (f1,...,[q4) sdo constantes a serem determinadas e &; representa
a componente aleatéria no mecanismo gerador de y;.

Por um lado existem as vantagens de um modelo simples como esse, seus
coeficientes podem ser facilmente encontrados através de minimos quadra-
dos ordindrios, por exemplo. Em compensagao, sua estrutura baseia-se em
hipdteses muito fortes, nesse caso, a suposta relacao linear entre os elementos
de X e Y. Algumas vezes essa é uma suposicao bem razoavel, mas na maioria

das vezes nao.
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Muitas das alternativas nao lineares vem de métodos nao paramétricos,

que de forma geral sdo modelados por:

vi = f(xi) + &

onde f ¢ uma fungao que descreve a relagao entre x; e y; e {&;}, sdo varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas que representam a com-
ponente aleatoéria da estimativa. Os métodos de regressao baseados em arvores
sao exemplos de modelos nao lineares e nao paramétricos e o foco desse tra-
balho. No texto a seguir serao dados mais detalhes sobre eles. Outros exemplos
de modelos nao paramétricos podem ser encontrados no capitulo 5 do livro de
Wasserman (48).

Métodos Baseados em Arvores

Uma regressao baseada em arvores é um modelo cuja fungao de predigao

f é descrita por:

Fx) =D fu)Ie(x € Ry) (1-1)

onde { Ry }L_, sdo retangulos que formam uma particio do dominio de f, fj sdo
fungoes de regressao definidas em Ry e I é a funcao indicadora, que assume
valor 1 se x € Ry e zero caso contrario. Tais retangulos sdo definidos pela
estrutura de arvore bindaria: cada divisao de um né interno particiona o dominio
por retas paralelas aos eixos e no final do processo cada folha ¢ define um

retangulo R;, como mostra a figura 1.1 a seguir.

Ry
Tr < ag 1 > a] - Ry

Ry

agl
Ts < Qs To > g Ty <ag  xp>ay
Ry
@

1.1(a): Arvore 1.1(b): Retangulos

Figura 1.1: Métodos Baseados em Arvores

A particdo por retas paralelas aos eixos possibilita interpretacdes sobre
o modelo gerado, o que é um ponto muito positivo. Por outro lado, o modelo

tem dificuldade em reconhecer padroes mais elaborados no dominio.
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Entre os métodos baseados em arvores, o que diferencia um modelo do
outro é: a forma como é escolhida a coordenada j, na qual serd feita a divisao
em cada nd; o valor a em que essa coordenada serd dividida; os critérios que
determinam se um né é um né interno ou terminal, ou seja, uma folha; e o
formato das funcoes f.

O algoritmo CART (Classification and Regression Tree), proposto por
Breiman, Friedman, Olshen e Stone em 1984 (5), é com certeza um marco
na bibliografia de arvores de classificagdo (varidvel de predigao inteira) e
regressao (varidvel de predicao continua). Apesar de antigo, continua sendo
uma importante referéncia e comparagao para qualquer método nessa area.

O algoritmo de regressao do modelo CART procede da seguinte maneira.
A escolha da coordenada j e do valor de a € R definem uma divisao nos dados
de entrada: X = X; UXgreY =Y, UYg, onde

Xy = {xie X |zy <a} Xp = {xi€X |z >a}
Y, = {yieY |x;€ X} Yr = {y;i €Y | x; € Xg}.

e x;; ¢ a j-ésima coordenada do vetor x;. O valor de a escolhido para a
coordenada j, aj, ¢ aquele que maximiza o decrescimento no erro médio

quadratico, ou seja, aquele que maximiza AR =R — Ry — Rg, com

R=3%,ev¥i— y)° Rp= D yiev, Wi — yrL)? Rp= D yieveYi — Ur)?
y= # Dy Yi yrL = ﬁ Dy Yi Yr = ﬁ > ey Vi

Depois de computados todos os valores de a; e seu respectivos decresci-
mentos AR, a coordenada escolhida para ser feita a divisao ¢ aquela com
maior AR;. Essa sequéncia de passos se repete até que a arvore esteja com-
pleta. Por fim, suas fungoes de regressao em Ry sao constantes e definidas pela

média amostral entre os pontos que pertencem ao retangulo Ry:

_ Z{i | xi€Ry} Yi

fk (X) = C

Outro método bastante conhecido é o algoritmo MARS (Multivariate
Adaptive Regression Splines). Ele foi desenvolvido por Friedman em 1991 (17)
e pode ser visto como uma modificacgdo do modelo CART. Sua modelagem é
preparada para trabalhar com grandes quantidades de dados de entrada e é um
método de regressao mais flexivel, que generaliza a saida constante por partes
do modelo CART para fungoes continuas e diferencidveis, geradas através de
splines. Mais detalhes sobre esse modelo podem ser encontrados no livro de
Hastie, Tibshirani e Friedman (20), e no livro de Hastie e Tibshirani (19).
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Em 1994 Chaudhuri apresentou no artigo (9) o modelo SUPPORT
(Smoothed and Unsmoothed Piecewise-Polynomial Regression Trees). A prin-
cipal diferenca nesse método é que as fungoes fj sao polinomiais e a saida final
é suave. Seu algoritmo recursivo é composto por trés etapas. Na primeira delas
o dominio é dividido em retangulos, de forma semelhante ao modelo CART,
até que os dados em cada retangulo estejam adequadamente ajustados por
um polinémio de grau pré-estabelecido. Na segunda etapa os coeficientes desse
polindmio sao escolhidos de forma a melhor ajustar, nao s6 os dados em cada
retangulo, como também em uma vizinhancga dele. Para terminar, o estimador
final é obtido através de uma média ponderada dos polinomios ja definidos,
onde o conceito de suavidade é aplicado para garantir que a saida do estimador
nao seja descontinua, como no caso do modelo CART.

Bem mais recente, em 2008, da Rosa, Veiga e Medeiros apresentaram no
artigo (11) um novo algoritmo em arvores de regressao, denominado STR-Tree
(Smooth Transition Regression Tree). Como no modelo CART), nele as fungoes
fr sao constantes, fj(x) = ¢,. Seu grande diferencial é a utilizagao da fungao

logistica, apresentada abaixo, para realizar a suavidade na estimativa.

1

G700 =1 Sea

Na estrutura do STR-Tree cada né interno guarda uma fungao logistica,
onde z; é a coordenada de divisao desse nd, a o valor em que essa divisao é
feita e A um parametro de suavidade. Observe que G(x;7j,a,\) € [0, 1]. Sua

estimativa final ndo serd mais dada pela equagao (1-1) e sim por

l
f(x) = E crBi(x),
k=1
onde By é produto de fungoes logisticas e [ o nimero de folhas na arvore. Por
exemplo, se a arvore tiver quatro folhas e trés nds internos, como na figura

1.1(a), as fungoes By serao:

Bi(x) = G(x;1,a1,\)G(x52,a1, )

By(x) = G(x;1,a1,\)(1 —G(%x;2,a2,N))
Bs(x) = (1—-G(x;1,a1,0)G(x;2,a3,\)
By(x) = (1-=G(x;1,a1,N)(1 —G(x;2,a3, )

A idéia intuitiva é que By(x) indica um peso associado & regressao na
folha k quando o dado de entrada for x. Esse peso é inversamente relacionado

a distancia entre x e a fronteira de R; O interessante é que para um mesmo
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dado de entrada x a soma dos pesos para todas as folhas é 1, isto é, a arvore

gera pela sua prépria construgao uma particao da unidade.

Contribuicao

A proposta desse trabalho é um novo modelo baseado em &rvores de
regressao, chamado de método de Regressao Construtiva em Regioes Implicitas
(RCRI). Também se trata de um modelo com arvores bindrias e fungoes fj
constantes. Além disso, assim como as regressées nos modelos SUPPORT e
STR-Tree, sua saida é uma fungao diferencidvel.

A primeira diferenca entre esse novo modelo e os demais ¢ a forma como
a suavidade é feita. Apesar de bem parecida com a suavidade no modelo STR-
Tree, a funcao logistica é substituida por uma funcao degrau s, polinomial, tal
que o conjunto {t € R | s(t) # 0 e s(t) # 1} ¢é limitado. Esta pequena mudanca
ja garante mais eficiéncia computacional para o algoritmo, como serd mostrado
mais adiante.

A funcédo degrau escolhida para esse trabalho foi sugerida por Lage,
Bordignon, Petronetto, Veiga, Tavares, Lewiner e Lopes em (30), onde, com
o dominio restrito ao plano, as retas que definem a particio nao sao mais
paralelas aos eixos, e sim na direcao de maior distribuicao dos dados de entrada,
obtida pela Analise de Componentes Principais. Esta idéia foi originada pelo
artigo (4) de Bordignon, Castro, Lewiner, Lopes e Tavares, que trata do uso
de arvores binarias para compressao de pontos esparsos.

A segunda e grande diferenga é que no RCRI cada né interno nao
particiona mais o dominio por retas paralelas aos eixos. A particao é feita por
conjunto de nivel zero de polinémios definidos em R¢ e por isso podem assumir
formatos bem mais elaborados, como por exemplo, no plano esses conjuntos
podem ser retas nao necessariamente paralelas aos eixos, elipses, hipérboles ou
até curvas de graus maiores. Dessa forma, a particao do dominio, que antes
era feita por retangulos, agora é feita por regides definidas implicitamente.

Esse novo modelo foi aplicado para dados de atudaria e de geologia. Tais
conjuntos de dados foram analisados pela primeira vez através de algoritmos
de arvores de regressao. Para terminar essa secao de contribuicoes tem que
ser destacado que, ainda nesse trabalho, o método RCRI foi expandido para
sua forma intervalar, onde ele passa a trabalhar nao sé com dados reais como

também com dados intervalares na variavel de predicao.

Organizacao

O capitulo 2 a seguir apresenta a construcao recursiva do método RCRI.

La estao a caracterizacao de sua arvore, a definicao das regioes implicitas que
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particionam o dominio, os critérios de parada e outros detalhes necessarios
para definir o algoritmo.

J& no capitulo 3 o objetivo é apresentar como é feita a suavidade nesse
novo modelo. Para isso, primeiro sdo apresentados os conceitos de funcao
de transicao e com eles a idéia de suavidade é introduzida naturalmente.
Ainda nesse capitulo sdo definidas duas diferentes formas de estimacio dos
parametros das regressoes nas regioes que particionam o dominio.

Nesse momento toda a estrutura do método RCRI ja é conhecida e seu
algoritmo ja estd completo. O préximo passo é a realizagao de testes, que sao
apresentados no capitulo 5, a fim de avaliar seu desempenho em dados gerados
e em dados reais. Esse capitulo termina com uma comparacao entre o novo
método e os métodos CART (5), MARS (17) e STR-Tree (11).

As aplicagoes em atudria e geologia estao apresentadas no capitulo 6. La
cada aplicagao é desenvolvida, seu problema é contextualizado, sua modelagem
é descrita com detalhes, a escolha dos parametros justificadas, os resultados
apresentados e devidamente comentados.

No capitulo 7 é feita a extensao do método RCRI para dados intervalares.
Todo esse capitulo se desenvolve com o objetivo de mostrar as modifica¢oes
sofridas pelo algoritmo original e o desempenho dessa nova versao, ilustrado
com exemplos e uma aplicagao em geologia.

Por fim, no capitulo 8, sao apresentadas as conclusoes finais. Os apéndices
A, B e C apresentam pequenos resumo sobre minimos quadrados para
regressoes lineares, SVR e aritmética intervalar, respectivamente, e podem vir

a auxiliar na compreensao do texto.
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