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A
Estimadores por Minimos Quadrados para Regressoes
Lineares

Sejam Y = {y1,y2,...,yn} CRe X = {x1,X2,...,xxy} C R" dados da

amostra. Suponha que os dados se relacionam da seguinte forma:

onde f : R® — R™ é uma fungao conhecida, € R™ é o vetor de parametros
da regressao e g; é uma variavel aleatéria normal de média nula e variancia o2,
que representa o erro na estimativa.

Suponha f(x) = (fi(x),...,f,(x)). A equagdo A-1 pode ser escrita na

seguinte forma matricial.

Y1 f (X1) f, (X1) m(X1) 51 €1
Y2 f (Xz) fy (X2) m(Xz) 52 €2
_ : 2
YN f (XN) f2(XN) £, (XN) B EN
—— —— ——
Y M B £
(A-2)

O estimador por minimos quadrados para 3 é aquele que minimiza a

soma dos quadrados dos erros. Ou seja,

eR™ cR™
g =1 g =1

fj(XJﬁj)

R N N
(3 = arg min (y; — £(x;))* = arg min (yl —

m

7j=1

Para encontrar 5 a equacao acima seré derivada e igualada a zero. Como

resultado tem-se:

% =0 = Z Z £i.(x:)E; (i) 3; = ka(xi)yi

i=1 j=1
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Considerando as derivadas em todas as variaveis, 3y ... 3, 0 problema

passa a ser um sistema m X m representado pela seguinte forma matricial:
M*M§ = My (A-3)

onde a matriz M e os vetores 3 e y estdao definidos na equacao A-2.

A.l
Condicao para Existéncia

Para que exista E que seja solucao do sistema A-3 é suficiente que a

matriz M*M seja inversivel. Nesse caso:

B=(MM) My (A-4)

A.2
Estimador nao Tendencioso

Definicao A.2.1 Um estimador B € chamado um estimador nao tendencioso

para o pardametro (3 se E[B] = £.

A defini¢ao acima foi tirada do livro do Hoel, Port e Stone (22). Observe
que E[E] = [ é 0 mesmo que E[B— gl = 0.

Proposicao A.2.2 Supondo M*M nao singular, € possivel afirmar que o

estimador B definido pela equacdo A-4 é ndo tendencioso.

Demonstracao:
§= (M*M) "~ 1Mty
B = (MM)"' M (Mg +e)
B = (M ) MtMﬁJr(MtM) Mte
_ B= 5+ M M)~ M
B—B = (MM) ' M.
i3
E [ﬁ—ﬁ] — E[(MM)"'M] =0
O
A3

Condicao para Consisténcia

Observe que B depende do tamanho da amostra, uma vez que M e y
dependem de N. Por isso, nessa secao, ele serd chamado de BN e M*M sera

chamado de M*My. Assim {BN}?\?:I define uma sequéncia de estimadores.
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A seguir, a definicao de estimador consistente, retirada do livro do Casella e
Berger (6).

Definicao A.3.1 Uma sequéncia se estimadores BN € uma Sequéncia consis-
tente de estimadores para o parametro 3 se BN converge em probabilidade para
B. Isto €, se para todo € > 0, limy_.o P (|On — (| <€) = 1.

Ja foi mostrado, por Anderson e Taylor em (2) e por Eicker em (14), que
a condicao necessaria e suficiente para EN ser um estimador consistente para
B é que A\pin (M*My) o, onde Ayin (M*My) é o menor autovalor da
matriz M*My.
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B
SVR - Support Vector Regression

Suponha o problema de aprender a relacdo entre certos pontos x; € R?
e y; € R a partir de uma amostra de tamanho N definida pelo conjunto
S = {(x1,11),(x2,92),...,(Xn,yn)}. Uma das maneiras de resolver esse
problema é através da ferramente de aprendisagem computaciobnal SVR.

A idéia principal por trds do SVR consiste em mapear x € R? em um
espaco de dimensdao maior que d, chamado de F, através de uma funcao nao
linear ¢ : R? — F. Depois disso, com os dados ja mapeados, ¢ feita uma

regressao linear nos dados {(¢(x1),v1), (6(X2),¥y2),- -, (¢(xn),yn)}. A funcado
de previsao dessa regressao linear pode ser modelada por

f(x) = (w,0(x)) +b (B-1)

onde b € R e w € F. Observe que encontrar o valores de b e w é um problema

de regressao linear em F, mas nao em RY, por causa da funcao ¢.

B.1
Problema Primal

Para determinar os valores de b e w serd resolvido um problema de
otimizacao quadratica, que busca minimizar a soma dos dos erros que ultra-

passarem um certo valor. Esse problema é definido por:

Minimize,, ;¢ ¢ 5/wl*+C 3L (& + &)
sujeito a:
(W, (%)) +b) —ys <e+& i=1,....N (B-2)
yi — (W, 0(x;)) +b) <e+& i=1,...,N
&,& >0 i=1,...,N

onde as constantes C e ¢ sao definidas pelo usudrio e C representa a penalidade
realizada quando o erro em um ponto qualquer for maior €, que indica o erro
maximo permitido sem penalidade. Ja &; e &; sao variaveis slack, que indicam

o quanto o erro no ponto ¢ ultrapassou €.
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B.2
Problema Dual
A forma dual do problema de otimizagao definido na equagao (B-2) pode

ser definida por:

Maximizea, a, Sor (G — )y — e Son (G + ) —
32 T (s — a)(d; — o) {d(xi), 9(x;))
sujeito a: (B-3)
SN (Gi—a)=0 i=1,...,N
0<ay,d; <C i=1,...,N

onde «; e &; sao os multiplicadores de Lagrange. As condigdes de Karush-

Kuhn-Tucker (KKT) para esse problema sao:

ai((w,d(x;)) +b—y; —e—=§&)=0 i=1,....N
Gily; — (W, d(xi)) —b—e—§&)=0 i=1,...,N
i = 0,66 =0 i=1,....N
(G; — C)& =0, (0 — C)& =0 i=1,...,N

B.3
Nucleo

Na forma dual, exposto na equagao (B-3), o problema passa a depender
apenas de (¢(x;),#(x;)) e ndo mais de ¢ propriamente dito. De fato, para
resolver esse problema, a funcdo ¢ nao serd conhecida. O que se conhece é
K(x;,x;) = (¢(x;), ¢(x;)), que sera chamada de funcao nicleo, ou simples-
mente nicleo.

O ntcleo é mais um parametro escolhido pelo usuario. Existem diversas

alternativas, como por exemplo, o nicleo gaussiano definido por

[[xi — x|
K(x;,x;) =exp | ———22 ).
( 1) ]) 272
Para conhecer mais sobre os nicleos, sua definicao e propriedades, uma

boa referéncia ¢ o livro de Shawe-Taylor e Cristianini (42).

B.4
Solucao

Voltando ao problema dual definido na equacao (B-3), se (&; — «;) for
substituido por ¢;, utilizando as condigoes de KKT o problema pode ser

reescrito para:
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Maximizes, ... 5, 22:1 0iYi — € 22:1 10i] = 3 Zi:l 22:1 0;0; K (i, %;)

sujeito a: l (B-4)
S s=0 i=1,...,1
Seja  0* = (d7,05,...,0%) a solucao do problema exposto na

equacao (B-4), que pode ser obtida através de qualquer método em otimizacao
quadrética, como por exemplo, para o caso do algoritmo LIBSVM (8) foi usado
0 SMO (sequential minimal optimization). A a fungao de previsao definida pela

equagao (B-1) sera:

N
Fx) =07 K (xi,x) + b,
=1

onde b* =y, — e + ZN 0F K (x;,%,) para qualquer x; tal que 0 < 0f < C.

i=1"1

Para mais detalhes sobre o modelo e o algoritmo do SVR veja (10) e (44).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521445/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0521445/CA

C

Aritmética Intervalar

A aritmética intervalar é uma extensao da aritmética para segmentos da
reta. Um dos primeiros pesquisadores que desenvolveram essa teoria foi Moore,
comegando por sua tese de doutorado (38) e seguindo por diversas outras
publicagdes, como por exemplo (39) e (40). A partir dai surgiram diversos
artigos e livros sobre aritmética intervalar e o assunto virou foco de muita

pesquisa, principalmente na area de computacao numérica.

C1

Intervalos

Um intervalo compacto real, ou somente um intervalo, é um subconjunto

nao-vazio, fechado e limitado de niimeros reais da forma
z]=]z,T]={reR |z <z< T},

onde zx , é o limite inferior e T é o limite superior do intervalo.

Os limites inferior e superiror também sdo chamados, respectivamente,
de infimo e supremo, e podem ser denotados por inf[x] e sup[z]. O conjunto
de todos os intervalos reais serda chamado por IR.

Um intervalo é chamado pontual se x = 7, nesse caso pode-se escrever
simplesmente z. O interior de um intervalo [z], denotado por |z[ ou int[z], é
definido por:

Jz[=intlz] :={z eR |z <z <T}.

As relagoes de igualdade (=), pertinéncia (€), inclusao (C), inclusao
propria (C), unido (N) e interse¢do (N) sao extensoes da teoria dos conjuntos.
A ordenacao no conjunto IR pode ser feita a partir da ordenagao dos

numeros reais da seguinte forma:

< [y] & x <y para todo z € [z] e y € [y]
[z] <[y] & x <y para todo z € [z] e y € [y]
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C.2
Operacoes Elementares

As operacoes de soma, subtracdo, multiplicacdo e divisao sdo definidas

em IR da seguinte maneira:

o: IRxIR — IR
([z],[y]) = [zlolyl={zoy|zelr]eyely}

onde o € {+4,—,-,/} representa qualquer uma das quatro operagoes ele-
mentares. Dessa forma, a defini¢ao de [z]/[y] é restrita a intervalos com 0 ¢ [y].

Formulas mais diretas podem ser usadas:

2]+ y] = [z+y, T+

2=yl = [z2-7, 7~y

(2] - [y] = [min{zy, 2y, Ty, 7y} , max{zy, 1Y, Ty, Ty} |
al/lyl = [=]-[1/7, 1/y], para 0 ¢ [y].

E interessante observar que essas operacoes elementares obedecem a

relacao de inclusdo isotonica:

[z] C ],y S ] = [z]oly] C [#']o Y], Voe{+ -/}

Somente algumas propriedades algébricas da aritmética de nimeros reais
permanecem validas na aritmética intervalar. E possivel ver, pela definicao, que
as operacoes de adicao e multiplicagao em IR satisfazem as leis de comutativi-
dade e associatividade. Os elementos neutros da adi¢ao e da multiplicagao sao,
respectivamente, os intervalos [0, 0] e [1, 1].

Um propriedade que geralmente nao é satisfeita é a lei da distributivi-
dade. Porém, uma forma mais fraca, chamada a lei de subdistributividade, pode

ser aplicada em IR:

B
S
H_
w
=
N 1N
B
=
H_
&)
0

C3

Funcoes Intervalares

Um dos grandes problemas da andlise intervalar é avaliar a imagem de

uma fungao real em um intervalo. Isto é, dada uma fungao real ¢,

¢:DCR—=R,
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e um intervalo [z] € D, deseja-se encontrar ¢([z]) definida por:

p(la]) = {plx) | © €[]}

Se ¢ for uma funcdo continua, entao ¢([z]) serd um intervalo. Assim a

funcdo ¢ pode ser estendida para o conjunto IR da seguinte forma:

: DcIR — IR
[zl  — o([z]) = e([z])

onde D representa todos os intervalos em D.
Usando propriedades de monotonicidade das fungoes reais elementares,
pode-se escrever a imagem de algumas fungoes estendidas para intervalos, como

por exemplo:

o([z,7]) = [p(z), p(T)], se ¢ éndo decrescente
o([z,Z]) = [e(T), p(z)], se ¢ éndo crescente
abs([x]) = [{[z]), |[]]]

[]” = [{[2])?, |[«]|”]

onde ([z]) representa o menor valor absoluto no intervalo [z] e |[z]| o maior
valor absoluto.

Mas nem sempre é possivel se encontrar uma expressao que defina a im-
agem de uma funcao real em um intervalo. Por isso um dos problemas funda-
mentais da aritmética intervalar é determinar, através de calculos numéricos,
um intervalo fechado que contenha essa imagem e que seja o mais proximo
possivel dela.

E f4cil obter uma estimativa de f ([x]) simplesmente substituindo x por
[z] na expressao que define f, e entao avaliar f usando a aritmética intervalar.
Assumindo que todas as operagoes de aritmética intervalar sdao bem definidas,

este tipo de avaliacao é chamada de extensao natural de f e é denotada por

fi([=]).

Teorema C.1 (Teorema Fundamental da Aritmética Intervalar)
Sejam f: D C R — R uma fungao continua, f;| a sua extensio natural e

[z] € D um intervalo qualquer. Entao, f([z]) € fi([=]).

A igualdade ocorre em situacoes muitas raras. Mesmo assim, muitas
vezes, a extensdao natural é o melhor que se pode fazer para estimar f([z]).
Um estudo mais completo sobre aritmética intervalar pode ser encontrado no
livro de Stolfi e Figueiredo (45).
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