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A

E stim ad ores p or M ı́nim os Q u ad rad os p ara Regressões

L ineares

Sejam Y = {y1, y2, . . . , yN} ⊂ R e X = {x1,x2, . . . ,xN} ⊂ R
n dados da

amostra. Suponha q ue os dados se relacionam da seguinte forma:

yi = f(xi)β + εi , ∀ 1 ≤ i ≤ N (A-1)

onde f : R
n → R

m é uma função conhecida, β ∈ R
m é o vetor de parâmetros

da regressão e εi é uma variável aleatória normal de média nula e variância σ2,

q ue representa o erro na estimativa.

Suponha f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)). A eq uação A-1 pode ser escrita na

seguinte forma matricial.




y1

y2

...

yN




︸ ︷︷ ︸
y

=




f1(x1) f2(x1) . . . fm(x1)

f1(x2) f2(x2) . . . fm(x2)
...

...
...

f1(xN) f2(xN) . . . fm(xN)




︸ ︷︷ ︸
M




β1

β2

...

βm




︸ ︷︷ ︸
β

+




ε1

ε2

...

εN




︸ ︷︷ ︸
ε

(A-2)

O estimador por mı́nimos q uadrados para β é aq uele q ue minimiza a

soma dos q uadrados dos erros. Ou seja,

β̂ = arg min
β∈Rm

N∑

i= 1

(yi − f(xi)β)2 = arg min
β∈Rm

N∑

i= 1

(
yi −

m∑

j= 1

fj(xi)βj

)2

Para encontrar β̂ a eq uação acima será derivada e igualada a zero. Como

resultado tem-se:

∂

∂βk

= 0 ⇒

N∑

i= 1

m∑

j= 1

fk(xi)fj(xi)βj =
N∑

i= 1

fk(xi)yi
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Considerando as derivadas em todas as variáveis, β1 . . . βm, o problema

passa a ser um sistema m × m representado pela seguinte forma matricial:

MtMβ = Mty (A-3)

onde a matriz M e os vetores β e y estão defi nidos na eq uação A-2.

A.1

Cond ição p ara E x istência

Para q ue exista β̂ q ue seja solução do sistema A-3 é sufi ciente q ue a

matriz MtM seja inverśıvel. Nesse caso:

β̂ = (MtM)−1 Mty (A-4)

A.2

E stim ad or não T end encioso

D efinição A .2 .1 Um estimador β̂ é chamado um estimador não tendencioso

para o parâmetro β se E[β̂] = β.

A defi nição acima foi tirada do livro do Hoel, Port e Stone (22). Observe

q ue E[β̂] = β é o mesmo q ue E[β̂ − β] = 0.

Proposição A .2 .2 Supondo MtM não singular, é posśıvel afirmar que o

estimador β̂ definido pela equação A-4 é não tendencioso.

D emonstração:

β̂ = (MtM)−1 Mty

β̂ = (MtM)−1 Mt (Mβ + ε)

β̂ = (MtM)−1 MtMβ + (MtM)−1 Mtε

β̂ = β + (MtM)−1 Mtε

β̂ − β = (MtM)−1 Mtε

⇓

E
[
β̂ − β

]
= E

[
(MtM)−1 Mtε

]
= 0

¤

A.3

Cond ição p ara Consistência

Observe q ue β̂ depende do tamanho da amostra, uma vez q ue M e y

dependem de N . Por isso, nessa seção, ele será chamado de β̂N e MtM será

chamado de MtMN . Assim {β̂N}
∞

N = 1 defi ne uma seq uência de estimadores.
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A seguir, a defi nição de estimador consistente, retirada do livro do Casella e

Berger (6).

D efinição A .3 .1 Uma sequência se estimadores β̂N é uma sequência consis-

tente de estimadores para o parâmetro β se β̂N converge em probabilidade para

β. Isto é, se para todo ε > 0, limN → ∞ P (|βN − β| < ε) = 1.

Já foi mostrado, por Anderson e Taylor em (2) e por Eick er em (14), q ue

a condição necessária e sufi ciente para β̂N ser um estimador consistente para

β é q ue λm in (MtMN) −−→
N→∞

∞, onde λm in (MtMN) é o menor autovalor da

matriz MtMN .
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B

S V R - S u p p ort V ector Regression

Suponha o problema de aprender a relação entre certos pontos xi ∈ R
d

e yi ∈ R a partir de uma amostra de tamanho N defi nida pelo conjunto

S = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN)}. Uma das maneiras de resolver esse

problema é através da ferramente de aprendisagem computaciobnal SVR.

A idéia principal por trás do SVR consiste em mapear x ∈ R
d em um

espaço de dimensão maior q ue d, chamado de F , através de uma função não

linear φ : R
d → F . Depois disso, com os dados já mapeados, é feita uma

regressão linear nos dados {(φ(x1), y1), (φ(x2), y2), . . . , (φ(xN), yN)}. A função

de previsão dessa regressão linear pode ser modelada por

f(x) = 〈w, φ(x)〉 + b (B-1)

onde b ∈ R e w ∈ F . Observe q ue encontrar o valores de b e w é um problema

de regressão linear em F , mas não em R
d, por causa da função φ.

B.1

P roblem a P rim al

Para determinar os valores de b e w será resolvido um problema de

otimização q uadrática, q ue busca minimizar a soma dos dos erros q ue ultra-

passarem um certo valor. Esse problema é defi nido por:

Minimize
w,b ,ξi,ξ̂i

1
2
‖w‖2 + C

∑N

i= 1(ξi + ξ̂i)

sujeito a:

(〈w, φ(xi)〉 + b) − yi ≤ ε + ξi i = 1, . . . , N

yi − (〈w, φ(xi)〉 + b) ≤ ε + ξ̂i i = 1, . . . , N

ξi, ξ̂i ≥ 0 i = 1, . . . , N

(B-2)

onde as constantes C e ε são defi nidas pelo usuário e C representa a penalidade

realizada q uando o erro em um ponto q ualq uer for maior ε, q ue indica o erro

máximo permitido sem penalidade. Já ξi e ξ̂i são variáveis slack , q ue indicam

o q uanto o erro no ponto i ultrapassou ε.
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B.2

P roblem a D u al

A forma dual do problema de otimização defi nido na eq uação (B-2) pode

ser defi nida por:

Maximizeαi,α̂i

∑N

i= 1(α̂i − αi)yi − ε
∑N

i= 1(α̂i + αi)−
1
2

∑N

i= 1

∑N

j= 1(α̂i − αi)(α̂j − αj)〈φ(xi), φ(xj)〉

sujeito a:
∑N

i= 1(α̂i − αi) = 0 i = 1, . . . , N

0 ≤ αi, α̂i ≤ C i = 1, . . . , N

(B-3)

onde αi e α̂i são os multiplicadores de Lagrange. As condições de K arush-

K uhn-Tuck er (K K T) para esse problema são:

αi(〈w, φ(xi)〉 + b − yi − ε − ξi) = 0 i = 1, . . . , N

α̂i(yi − 〈w, φ(xi)〉 − b − ε − ξ̂i) = 0 i = 1, . . . , N

α̂iαi = 0, ξ̂iξi = 0 i = 1, . . . , N

(α̂i − C)ξ̂i = 0, (αi − C)ξi = 0 i = 1, . . . , N

B.3

N ú cleo

Na forma dual, exposto na eq uação (B-3), o problema passa a depender

apenas de 〈φ(xi), φ(xj)〉 e não mais de φ propriamente dito. De fato, para

resolver esse problema, a função φ não será conhecida. O q ue se conhece é

K(xi,xj) = 〈φ(xi), φ(xj)〉, q ue será chamada de função núcleo, ou simples-

mente núcleo.

O núcleo é mais um parâmetro escolhido pelo usuário. Existem diversas

alternativas, como por exemplo, o núcleo gaussiano defi nido por

K(xi,xj) = exp

(
−
‖xi − xj‖

2γ2

)
.

Para conhecer mais sobre os núcleos, sua defi nição e propriedades, uma

boa referência é o livro de Shaw e-Taylor e Cristianini (42).

B.4

S olu ção

Voltando ao problema dual defi nido na eq uação (B-3), se (α̂i − αi) for

substitúıdo por δi, utilizando as condições de K K T o problema pode ser

reescrito para:
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Maximizeδ1,...,δl

∑l

i= 1 δiyi − ε
∑l

i= 1 |δi| −
1
2

∑l

i= 1

∑l

j= 1 δiδjK(xi,xj)

sujeito a:
∑l

i= 1 δi = 0 i = 1, . . . , l

0 ≤ δi ≤ C i = 1, . . . , l

(B-4)

Seja δ∗ = (δ∗1, δ
∗

2, . . . , δ
∗

N) a solução do problema exposto na

eq uação (B-4), q ue pode ser obtida através de q ualq uer método em otimização

q uadrática, como por exemplo, para o caso do algoritmo LIBSVM (8) foi usado

o SMO (sequential minimal optimization). A a função de previsão defi nida pela

eq uação (B-1) será:

f(x) =
N∑

i= 1

δ∗i K(xi,x) + b∗,

onde b∗ = yk − ε +
∑N

i= 1 δ∗i K(xi,xk) para q ualq uer xk tal q ue 0 < δ∗k < C.

Para mais detalhes sobre o modelo e o algoritmo do SVR veja (10) e (44).
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C

Aritm ética Intervalar

A aritmética intervalar é uma extensão da aritmética para segmentos da

reta. Um dos primeiros pesq uisadores q ue desenvolveram essa teoria foi Moore,

começando por sua tese de doutorado (38) e seguindo por diversas outras

publicações, como por exemplo (39) e (40). A partir dáı surgiram diversos

artigos e livros sobre aritmética intervalar e o assunto virou foco de muita

pesq uisa, principalmente na área de computação numérica.

C.1

Intervalos

Um intervalo compacto real, ou somente um intervalo, é um subconjunto

não-vaz io, fechado e limitado de números reais da forma

[x] ≡ [ x , x ] := {x ∈ R | x ≤ x ≤ x } ,

onde x , é o limite inferior e x é o limite superior do intervalo.

Os limites inferior e superiror também são chamados, respectivamente,

de ı́nfimo e supremo, e podem ser denotados por inf[x] e sup[x]. O conjunto

de todos os intervalos reais será chamado por IR.

Um intervalo é chamado pontual se x = x, nesse caso pode-se escrever

simplesmente x. O interior de um intervalo [x], denotado por ]x[ ou int[x], é

defi nido por:

]x[≡ int[x] := {x ∈ R | x < x < x} .

As relações de igualdade (=), pertinência (∈), inclusão (⊆), inclusão

própria (⊂), união (∩) e interseção (∩) são extensões da teoria dos conjuntos.

A ordenação no conjunto IR pode ser feita a partir da ordenação dos

números reais da seguinte forma:

[x] < [y] ⇔ x < y para todo x ∈ [x] e y ∈ [y]

[x] ≤ [y] ⇔ x ≤ y para todo x ∈ [x] e y ∈ [y]
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C.2

O p erações E lem entares

As operações de soma, subtração, multiplicação e divisão são defi nidas

em IR da seguinte maneira:

◦ : IR × IR → IR

([x], [y]) 7→ [x] ◦ [y] = {x ◦ y | x ∈ [x] e y ∈ [y]}

onde ◦ ∈ {+,−, ·, /} representa q ualq uer uma das q uatro operações ele-

mentares. Dessa forma, a defi nição de [x]/[y] é restrita a intervalos com 0 /∈ [y].

Fórmulas mais diretas podem ser usadas:

[x] + [y] = [x + y , x + y]

[x] − [y] = [x − y , x − y]

[x] · [y] = [ min{xy, xy, xy, xy} , max{xy, xy, xy, xy} ]

[x]/ [y] = [x] · [1/y , 1/y], para 0 /∈ [y].

É interessante observar q ue essas operações elementares obedecem a

relação de inclusão isotônica:

[x] ⊆ [x′] , [y] ⊆ [y′] ⇒ [x] ◦ [y] ⊆ [x′] ◦ [y′], ∀ ◦ ∈ {+,−, ·, /}.

Somente algumas propriedades algébricas da aritmética de números reais

permanecem válidas na aritmética intervalar. É posśıvel ver, pela defi nição, q ue

as operações de adição e multiplicação em IR satisfazem as leis de comutativi-

dade e associatividade. Os elementos neutros da adição e da multiplicação são,

respectivamente, os intervalos [0, 0] e [1, 1].

Um propriedade q ue geralmente não é satisfeita é a lei da distributivi-

dade. Porém, uma forma mais fraca, chamada a lei de subdistributividade, pode

ser aplicada em IR:

[x] · ([y] ± [z]) ⊆ [x] · [y] ± [x] · [z],

([y] ± [z]).[x] ⊆ [y].[x] ± [z].[x].

C.3

F u nções Intervalares

Um dos grandes problemas da análise intervalar é avaliar a imagem de

uma função real em um intervalo. Isto é, dada uma função real ϕ,

ϕ : D ⊂ R → R,
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e um intervalo [x] ∈ D, deseja-se encontrar ϕ([x]) defi nida por:

ϕ([x]) := {ϕ(x) | x ∈ [x]}.

Se ϕ for uma função cont́ınua, então ϕ([x]) será um intervalo. Assim a

função ϕ pode ser estendida para o conjunto IR da seguinte forma:

ϕ̃ : D̃ ⊂ IR → IR

[x] 7→ ϕ̃([x]) = ϕ([x])

onde D̃ representa todos os intervalos em D.

Usando propriedades de monotonicidade das funções reais elementares,

pode-se escrever a imagem de algumas funções estendidas para intervalos, como

por exemplo:

ϕ([x, x]) = [ϕ(x), ϕ(x)] , se ϕ é não decrescente

ϕ([x, x]) = [ϕ(x), ϕ(x)] , se ϕ é não crescente

abs([x]) = [〈[x]〉, |[x]|]

[x]2 = [〈[x]〉2, |[x]|2]

onde 〈[x]〉 representa o menor valor absoluto no intervalo [x] e |[x]| o maior

valor absoluto.

Mas nem sempre é posśıvel se encontrar uma expressão q ue defi na a im-

agem de uma função real em um intervalo. Por isso um dos problemas funda-

mentais da aritmética intervalar é determinar, através de cálculos numéricos,

um intervalo fechado q ue contenha essa imagem e q ue seja o mais próximo

posśıvel dela.

É fácil obter uma estimativa de f([x]) simplesmente substituindo x por

[x] na expressão q ue defi ne f , e então avaliar f usando a aritmética intervalar.

Assumindo q ue todas as operações de aritmética intervalar são bem defi nidas,

este tipo de avaliação é chamada de extensão natural de f e é denotada por

f[ ]([x]).

Teorema C.1 (Teorema Fundamental da Aritmética Intervalar)

Sejam f : D ⊂ R → R uma função cont́ınua, f[ ] a sua extensão natural e

[x] ∈ D um intervalo qualquer. E ntão, f([x]) ⊆ f[ ]([x]).

A igualdade ocorre em situações muitas raras. Mesmo assim, muitas

vezes, a extensão natural é o melhor q ue se pode fazer para estimar f([x]).

Um estudo mais completo sobre aritmética intervalar pode ser encontrado no

livro de Stolfi e Figueiredo (45).
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