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SERIES, TEMPORAIS APLICADAS AO PLANEJAMENTO
ENERGETICO DA OPERACAO DO SIN

4.1

INTRODUCAO

Grande parte dos fendmenos que ocorrem na natureza possui  comportamento
aleatdrio, de modo que é quase impossivel afirmar como a natureza vai se comportar no
futuro. Entretanto, podem-se obter previsdes razoéveis sobre a ocorréncia destes fendmenos
com o auxilio de ferramentas estatisticas que gjudam a prever comportamentos estocasticos,
como o comportamento da vazéo natural de um rio.

Modelos estocasticos, também chamados processos estocasticos, sdo modelos
matematicos capazes de descreverem sistemas que a0 longo do tempo sdo delineados por leis
probabilisticas. Estes modelos, em gera modelam observagdes continuas medidas em pontos
discretos do tempo, por exemplo, séries de dados de negdcios, de economia, de engenharia e
de ciéncias naturais que ocorrem sob a forma de séries temporais.

Os processos estocasticos descrevem medidas disponiveis ao longo do tempo, sob a
forma de séries temporais e muitas vezes, os dados descritos apresentam uma dependéncia
entre si. O corpo de técnicas disponivels para a andise de séries de observacdes dependentes
€ chamado de Analise de Séries Temporais.

A Andlise de Séries Temporais é uma ferramenta que possibilita o entendimento co
comportamento de fendmenos naturais. E a partir deste entendimento que cientistas,
engenheiros e pesquisadores adquirem embasamento para modelar estes fenbmenos e entdo
obter os model os que representam com veracidade a ocorréncia destes na natureza.

A obtencdo destes model os é importante por que:

Eles podem fornecer informacfes sobre a natureza do sistema que gerou a s&ie
tempord,;

A partir deles, podem ser obtidas previsdes timas de valores futuros da série;
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Ajudam a entender a relagdo dindmica entre varidveis correlacionadas, e com isso
entender como a agdo de uma variavel influencia sobre a outra, por exemplo: temperatura,
chuva e vazéo afluente.

Podem ser utilizados para obter politicas de controle 6timo, mostrando como uma
varidvel controlada do processo pode ser manipulada para minimizar distdrbios em alguma

varidvel dependente.

4.2

SERIES TEMPORAIS

Uma série temporal € um conjunto de dados observados e coletados
cronologicamente. Na andlise de séries temporais a ordem de ocorréncia dos fatos € crucidl.
Existem séries temporais continuas que sdo provenientes de dados coletados em todo instante
de tempo ou sé&ries temporais discretas que provém de dados discretos. As séries temporais,
em sua maioria séo espacadas em intervalos constantes de tempo, sgjam eles horario, didrio,
semanal, mensal, anual, etc.

Séries temporais de dados naturais sdo geramente discretas, e igualmente espacadas
no tempo. Este tipo de série é o mais utilizado e simplifica muito a matemética que suporta os
modelos. Além disso, séries continuas no tempo podem ser discretizadas em intervalos
iguais, como a de temperatura por exemplo. Os dados continuos podem dar origem a dados
horérios, calculados pela média horaria dos dados continuos observados.

Existem séries que podem ser perfeitamente model adas por uma fungdo polinomial, e
com isso a observacdo futura pode ser prevista com exatidao. Este tipo de série segue uma
fungéo deterministica Quando ndo se pode prever com exatidao as observacdes futuras e elas
podem ser descritas somente em termos de distribuicéo de probabilidade, esta série segue um

modelo ndo deterministico o que gerdmente € um modelo edtatistico ou estocastico.

4.3
PROCESSOS ESTOCASTICOS
Em se tratando de fendmenos naturais é impossivel de se prever deterministicamente

0 que vai ocorrer no futuro. Meteorol ogistas nunca afirmam o quanto de chuvavai cair no dia
seguinte, eles dizem somente que h& probabilidade de chuva. Uma vez ocorrida a chuva,
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entdo a quantidade de chuva é conhecida exatamente. Nao obstante, is continuara
acontecendo para as chuvas futuras e a seqiiéncia de toda a precipitaco histérica gravada €
somente uma realizag@o do ocorrido. Precipitagdo é um exemplo de um fendmeno estatistico
gue envolve o tempo e leis probabilisticas. A expressdo matematica que descreve a estrutura
de probabilidades que foi observada na série temporal é chamada de Processo Estocastico. A
sequiéncia de dados histéricos coletados é uma realizac8o do processo estocastico que a
produziu.

Um processo estocastico muito importante para o plangjamento e operacéo do SIN é
0 processo que modela as vazdes afluentes aos reservatérios do Sistema Interligado Nacional.
O ONS possui 0 histérico das afluéncias conhecidas e consolidadas no periodo de 1931 a
2006. Esta sequiéncia de dados distribuida no tempo é uma série temporal, que representa a
série histérica de vazles. A série tempora pode ser modelada por um processo estocastico,
gue nada mais é do que o conjunto de todas as possiveis séries temporais que podem ser
observadas.

A série historica é a Unica realizagdo do processo estocastico que esta disponivel na
prética. Portanto, o processo estocastico pode assumir valores aleatérios para cada instante do
tempo, 0 gue o transforma em uma variavel aleatdria. O valor observado em um instante t
qualquer da série histdrica, nada mais € do que o valor "amostrado” da distribuicdo de
probabilidades associada a variavel aleatoria do processo estocastico no instantet.

Um processo estocastico € totalmente descrito pelo conjunto de todas as séries
temporais que o compde ou pela distribuicdo de probabilidades conjunta de todas as variavels
aleatdrias envolvidas. Entretanto, ndo € possivel determinar todas as possivels series de
afluéncia que o compdem nem as distribuicbes de probabilidades. Com o objetivo  de
contornar este problema, gustacse um modelo pelo qua acredita-se que a s&ie histérica
tenha sido produzida e a partir dele sdo geradas as séries sintéticas que representam as séries

temporais que podem ser "amostradas' pelo processo fisico que se esta observando.

4.4

ESTACIONARIEDADE

Processos estocasticos podem ser classificados como estacionarios ou periédicos.
Estacionariedade de um processo estocastico pode ser interpretada como uma forma de
equilibrio estatistico. Se ao longo do tempo suas propriedades estocasticas que sdo amédia, o
desvio padrdo, covariancia ndo sofrerem modificacdes, ele é dito estacionério. Ou, de uma
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forma mais abrangente, significa que a distribuicdo de probabilidades em um instante t
qualquer € vdlida para qualquer outro instante. A ndo estacionariedade de um processo
estocagtico pode ser causada pela intervencéo direta do homem, ou da natureza, no processo
fisico, ou ainda pela presenca de ciclos sazonais (caracteristicas que se repetem dentro de um
ano).

Em certas situagdes, as caracteristicas estatisticas do processo podem variar em
fungdo do tempo. Um exemplo disso € o processo de afluéncias. Quando analisado
anualmente é considerado estacionario, pois possui média Unica paratodo o periodo e quando
analisado numa escala mensal 0 processo de afluéncias € considerado ndo estacion&rio, ja que
possui uma média para cada més.

A modelagem de séries temporais ndo estacionarias pode ser feita aplicando-se um
procedimento de retirar a ndo estacionariedade da série. 1sso pode ser feito subtraindo-se a
média e dividindose pelo desvio-padréo para retirar a sazondidade. E em seguida,
aplicando-se uma transformacéo para tornar a série homocedastica

4.5

PROCESSO ESTOCASTICO RUIDO BRANCO

O processo estocastico ruido branco € o processo cujas varidveis deatorias
componentes sao independentes e identicamente distribuidas — “i.i.d.”.
A Figura4.1 ilustra a autocorrelagdo deste processo que € dada por:
_1Lk=0
“KTloke1
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=
] 1 2 3 4 k
Figura 4.1: Autocorrelacdo do Ruido Branco
4.6
PROPRIEDADES ESTATISTICAS
Sga [z, 2, ... , 4] uma série tempora de N valores que foram observados em

intervalos iguais de tempo. As propriedades estatisticas a seguir serdo definidas para esta

série.
46.1

MEDIA E VARIANCIA

A média tedrica do processo, m= E[Zt], pode ser estimada a partir da amostra
realizada pela seguinte equacao:

z=152 (5.)

N o

A dispersdo de dados do processo espalhados em torno da média € medida pela
variancia tedrica. Esta variancia pode ser estimada a partir da série dada pela seguinte
equacéo:
1

~ (Z - Z)? (5.2)

t

Qo=

SZ=

JIN
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4.6.2

AUTOCOVARIANCIA E AUTOCORRELACAO

A covaridnciaentre Z, e o vaor Z , separados por k intervalos de tempo é chamada
de autocovariancia de lag k e é definida pela equagéo:

g =cov[Z,,Z,,, ] =E[(Z, - m(Z,,, - m)] (53)

A autocovariancia lag um mede o grau de dependéncia linear entre observacBes
contiguas de um processo estocastico. Neste caso a autocovariancia lag um indica a
dependéncia linear entre a observacdo do dado de uma semana com a observacéo do dado de
uma semana imediatamente anterior (se o intervalo de tempo for semanal).

Supondo-se que a estrutura de dependéncia temporal é estaciondria, s 2 =g, ou sga,
€ amesma para 0 tempo t e para o tempo t+Kk, entdo, a autocorrel acdo lag k é dada por:
_ 9

Y%

Iy (5.4)

4.6.3

PROCESSOS ERGOTICOS

Um processo estocastico é dito ergdtico, se com apenas uma realizagéo do processo €
possivel caracteriza-lo.

Esta propriedade é importante, pois se desgja caracterizar 0 processo gerador de uma
dada série tempord a partir de uma Unica realizacdo desta, 0 que nos leva a pensar que a

prépria série temporal é arealizacdo de um processo estocasti co ergético.

4.7

MODELOS LINEARES ESTACIONARIOS

Nos topicos seguintes, serdo estudados trés tipos de modelos lineares estaciondrios:
os modelos Auto-regressivos — AR (p), Médias Moveis— MA (q) e Auto-regressivo — Médias
Moveis— ARMA (p,g).
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4.7.1

MODELOS AUTO-REGRESSIVOS AR (p)

Modedos Auto-Regressivos descrevem como uma observacdo depende diretamente
de uma ou mais observacles feitas em periodos anteriores e do termo de ruido branco. Eles
estimam avariavel dependente a partir de valores assumidos por ela em tempos anteriores, o
que significa dizer que a propria variavel € capaz de explicar a sua ocorréncia partindo dos
dados registrados na série temporal .

Este tipo de modelo € utilizado em vérios campos da ciéncia, economia eaté no

turismo.
Quando uma observagdo, Z, medida num instante de tempo t depende de vaores da

Série tempora medidos no instante t-1 com o ruido branco a,, este processo é chamado de

Auto-Regressivo de ordem 1 ou AR (1). O Processo AR (1) € comumente conhecido como

Processo de Markov e pode ser escrito sob a forma da seguinte equacao:

Z - m=f (Z_,-m+a, (5.5)
Onde,

T ¢amédiado processo

fa € 0 parametro auto-regressivo
a, é o ruido branco que é independente e identicamente distribuido (0,s ?)

A sequéncia da variavel a, € a parte randdmica da série, € o ruido, ou o distirbio
adicionado a série. A premissa mais importante para o ruido branco é que ele éi.i.d. o que

infere que os @, s sao descorrelatados e devem satisfazer a equagao:

Haa,J=i °" (56)

A equacdo (5.5) pode ser escrita de outra maneira, utilizando-se o operador de atraso
“B” (Backward Shift Operator):
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BZt = Zt-l

e onde, k é um inteiro positivo.
k —

B Zt - Zt-k

Partindo-se da equagéo (5.5) e do operador B, calcula-se o vaor doruido &, :
Z,- m=f,(BZ, - m+a

Ou

a=2-m-f (BZ -m

a, =(@-f,B)(Z,- m

Onde,

Br = , desde que a média sgja constante para todos os periodos.
a, =f (B)(Z, - m) (5.7)

Ondef (B) =1- f,B €0 operador AR de ordem 1.

Partindo-se do caso particular de um AR (1), pode-se chegar ao caso genérico para
um modelo AR de ordem p AR (p).

Z - mzfl(zt—l_ m +f2(Zt_2 - M+ +Hf p(Zt—p - m)+a‘t (5.8)

De acordo com o caso particular do AR (1), a expressao acima pode ser escrita da
seguinte forma:

a=(-fB-f,B*-...-f B*)Z-m

Ou
a, =f (B)(Z, - m) (5.9)
Ondef (B) =1- f ,B-f,B*-...- f BP éooperador AR de ordem p.

Condicéo de Estacionariedade para o AR (p)
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A equacio f (B) =0 é chamada de Equago Caracteristica do processo. E condicso
suficiente e necessdria para que 0 processo segja estaciondrio que as raizes desta equacdo
estgjam fora do circulo unitério. O circulo unitario € medido em radianos , centrado na
origem do plano complexo, onde 0 eixo do x representa 0 eixo dos nimeros reais, e 0 do y
representa o eixo dos nlimeros imaginarios.

A condicdo de estacionariedade garante que 0 processo possa ser escrito em termos

do ruido branco.

Condicéo de Invertibilidade parao AR (p)
Todo processo auto-regressivo é invertivel, ndo necessitando de condi¢do aguma
para garantir ainvertibilidade do processo.

47.1.1

Funcédo de Autocorrelagéo - ACF

A func&o de autocorrelagdo mede a dependéncialinear entre Z, e Z,,, (ou Z,_,, ja
gue afuncdo é simétrica).
Para estudar a fungéo tedrica de autocorrelagdo de um processo AR (p) estacionario,

é necessério multiplicar a equacdo do modelo, (5.8) por (Z,., - m) para obter:

(Zt-k - n)(zt - ") :fl(zt-k - n)(zt-l - IT) +f2(zt-k - n)(Zt-Z - n)+"'+
(5.10)
fp(z1-k - rr)(zt-p - rrl)+(Zt-k - rn)ai

Ao assumir valores esperados na equagdo (5.10) a equagdo das diferencas para a
funcéo de autocovariancia do processo AR (p) &

Ok =F 00 +F .00, +--+F 0, k>0 (5.11)

A Expressio E[(Z,., - m)a,] é zero para k>0 por que Z,_, é a Unica fungZo de

distdrbios até 0 momento, e o ruido a, N& possui correlagdo com estes disturbios.
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Dividindo-se a equagd (5.11) porg,determinase a expressdo da Funcdo de

Autocorrelagdo Tedrica— ACF do Processo AR (p):
re=for o+ ,++fr g k>0

Esta equac&o pode ser equivalentemente escrita com o auxilio do operador de atraso
B a0 invés do tempo t. De modo que seria dada pela seguinte forma:

@-fB-f,B*----f B")r, =f(B)r, =0 (5.12)
Destaforma, a solucéo geral da equacao de diferencas seria
r, = AGy +AG) +---+ AG} (5.13)

Onde G;*,G;*,-+,G,",s%0 raizes distintas da equagdo caracteristicaf (B) =0 e0s
termos A 'ssdo constantes.

O gré&fico da autocorrdacdo de um modelo AR (p) € dado por sendides e ou
exponenciais que sdo amortecidas a medida que k cresce, conformeo pode ser observado na
Figura4.2.

.
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Figura 4.2: Autocorrelagédo do Modelo AR (p)

Equagbes de Yule-Walker

Substituindo k= 1, 2, ..., p naequacdo (5.12) os parémetros podem ser expressos em

termos da ACF tedrica. O resultado desse conjunto de equactes é chamado de Equagesde
Yule-Walker

ry=f +fro++fr

(5.14)
r2=flr1+f2+---+fpr b2

ry =f.r o1 +f2rp_2+-~~+fp

Escrevendo as equagBes de Yule-Walker na forma matricial, a solucdo para os

parametros em termaos das autocorrel acfes pode ser obtida por:

— -1

f=Pr, (5.15)

éf,u ér.u el r, r, M paU

u é u é u

.- . <r 1 r r p

f=€20 [ €20 p-€1 1 P-2(]

eig voeig roe: : 2 a

% u e u € 1 u

pll e n0 g o1 o2 o3 o

Quando k=0, a contribui¢do do termo E[Zt_ N ] no valor esperado da equacdo (5.10)
é E[afJ =s 2, desde que a Unica parte de Z, que tem correlagdo com a, € o termo mais

recente a, .
Oo =10, +f 0, +--- +f pgp+S§ (5.16)

Dividindo a equagdo acimapor g, =s 2, avariancia é dada pela seguinte expressio;

s?= a (5.17)
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4.7.1.2
Funcéo de Autocorrelacdo Parcial- PACF

A Funcéo de Autocorrelacdo Parcia f kk mede a dependéncia linear entre Z e

Z.,,., eiminando os efeitos das varidves intermediarias Z,,, Z z Devido a0

t+1, Tt+2, c 00 Tt+k-1
decaimento da funcdo de autocorrelagdo do modelo AR (p) mostrou-se vantgjoso a definicéo
de outra fungdo, que mostrasse nitidamente a ordem do modeo AR. A funcdo de
autocorrelacdo parcial € finita, @ mostra um corte brusco ap6s o lag p, 0 que guda a
identificar a ordem do modelo.

Ela pode ser obtida a partir das equacdes de Y ule-Walker que podem ser escritas da
seguinte forma:

él I’l r2 rp-ll;‘lé:kll‘;l érll;l

&, 1, oGl g 615
: P eid el |
%p-l Mo2 Thps 1 Lé%kkg grkH

Qu

Pf =1y

Resolvendo-se a equacdo para k=1, 2, 3, .., sucessivamente, obtemos

f 11,f 22,]c 33, oo f Kk
O gréfico da fungdo de autocorrelacdo parciad de um modelo AR (p) € dado por um
corte brusco, no lag p, como pode ser observado na Figura4.3.
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Figura 4.3: Fungédo Tedrica da Autocorrelacéo Parcial do Modelo AR (p)

4.7.2

MODELOS MEDIAS MOVEIS MA (q)

Os model os de médias moveis descrevem quando uma observacao depende do Ultimo

termo do ruido branco assm como de um ou mais termos ruidos branco anteriores.
Quando uma série temporal  Z, depende somente do dltimo ruido branco e mais do

ruido corrente, esse processo é chamado de Médias M6veis de ordem 1- MA (1), e pode ser

descrito pela seguinte equacéo:
Z -m=a-q,a., (5.19
Onde,
n

€ amédia do processo
g,  €o parametro de médias-moveis

a é o ruido branco que é independente e identicamente distribuido (0,s 2)

t

A equacdo acima, pode ser reescrita, em fungdo do operador de atraso B:
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Z - m=a -q,Ba
Z - m=(1- q,B)a (520
Z, - m=q(B)a,

Onde o polindmio q(B) =1- g,B € o operador MA (1).
O MA (1) visto acima, pode ser estendido para modelos que possuam g parametros
de médias mdveis. O processo de médias-mdveis de ordem ¢ € denotado por MA (q) e édado

pela equacéo:
Z-m=a,-0qa.,-0,3.,- R® PPE= (5.21)

A equacdo acima, pode ser reescrita, em fungo do operador de atraso B.

Z,- m=a -q,Ba - q,B%, - ---- q,B%,
Z, - m=q(B)a,

(5.22)

Onde o polinémio q(B) =1- q,B- q,B*- - - q,B* €o operador MA (0).

Condicdo de Estacionariedade parao MA (q)
Toda série temporal composta por a,'sé dita estacionaria, € como Z, naequagéo
(5.22) e formado por uma combinacdo linear de a,'s, entdo o processo pode ser escrito em

termos do ruido branco o que garante a estacionariedade do processo.

Condicao de Invertibilidade parao MA (q)

A equagio q(B)=1-q,B-q,B*----q,B"=0 & chamada de Equacio
Caracteristica do processo. E condiggo suficiente e necessaria para que o processo MA (q)
sgjainvertivel que as raizes da equacéo caracteristica estejam fora do circulo unitério.

Quando a condicao de invertibilidade é satisfeita para um MA (Q), este processo pode

Ser expresso como um AR puro
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4721
Funcédo de Autocorrelagcdo — ACF

Utilizando-se a equacdo (5.3) da funcéo de autocovariancia e equacdo do processo
MA (g) (5.21), temos que:

O = E[(Zt - rT)(Zt-k - n)]

O =H(@ - 03 1- 03 5~ - 0@ )@k - BB 1 - Do o™ = Ugk )]
(5.23)
Apds amultiplicacdo e o valor esperado, a funcéo de autocorrelacdo é dada por:

:\I ('qk +q1qk+1 +q2qk+2 e +qq_qu)S§,k =1!21"'!q

i (5.24)
10k>q

k

Onde, g, =1 eq_, =0 para k 2 1. Quando k=0, na equacéo (5.23) avarianciaé

Jo = A+qi+q; +---+q7)s 2 (5.25)

Dividindo-se a autocovariancia pela variancia, é encontrada a ACF tedrica para o
processo MA (0).

%: - Oy +q1qk+12+q2qzk+2 + "'+2+qq-qu k=12....q

re =i 1+q; +q, +---+q, (5.26)
I
i

0,k>q

A autocorrelacdo de um modelo MA (q) € finita e apresenta um corte brusco apos o
lag (q).
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4.7.2.2

Funcéo de Autocorrelacdo Parcial — PACF

Em geral, qualquer MA (g) finito e invertivel pode ser expresso como um processo
AR infinito. Para processos AR (p) finitos a fungéo tedrica de autocorrelagdo parcia é zero
apos o lag p. Portanto, para um processo MA (g) ou o equivalente AR (p) infinito, a PACF

f , deve ser amortecida a medida que os lags vao aumentando. Esta caracteristica pode ser

observada na Figura 4.4, onde a Funcdo de Autocorrelacdo Parcial tem a forma de uma
sendide amortecida e cujo Ultimo lag significante € o segundo, o que indica o modelo ser um
MA (2).
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Figura 4.4: Funcao Teorica da Autocorrelagcdo Parcial do Modelo MA (2)

4.7.3

MODELOS AUTO REGRESSIVOS MEDIAS MOVEIS ARMA (p,q)

Um bom modelo deve ser capaz de representar todos os dados de uma série temporal,
ou a maior parte deles, com 0 menor nimero de par@metros possivel. Partindo-se dessa
premissa a familia de modelos Auto-Regressivos e de Médias Méveis ARMA (p,q) pode
representar séries que contenham caracteristicas tanto de um modelo AR como de um MA,
com o menor nimero de parametros possivel.
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Se um modelo possui um parémetro AR e um parametro MA, entdo ele é chamado

ARMA (1,1), e pode ser descrito pela seguinte equaco:

MA.

(Zt - m) - fl(Zt—l - m) =a, - &, (5-27)

Utilizando-se o operador B, 0 modelo ARMA (1,1) pode ser escrito como:

1-f.B)(Z,- m=(1- q,B)a (5.28)
Qu,

f(B)(Z,- Mm=q(B)a,

Onde, f (B)=1- f,B e q(B) =1- ¢,B sio respectivamente os operadores AR e

Em geral, um processo ARMA é formado por p pardmetros da parte auto-regressiva e

g pardmetros da parte de médias méveis, formando os processos ARMA (p,q), que so

escritos sob aforma:

(Z,-m-f,(Z, -m-f,(Z_,-m---f (Z_ -m)
(5.29)
=& -0, -0,8.,- qqal-q

Utilizando-se o operador B, o modelo ARMA (p,q) pode ser ecrito como:

- f,B-f,B*----f B°)(Z, - m=(1-0q,B-q,B*- ----q,B")q,

ou, (5.30)
f (B)(Z,- m =q(B)a,
Onde, f (B)=1-f,B-f,B*-...-f BP & o operador AR de ordem p, e 0

polinémio q(B) =1- q,B- q,B?*- --- - d,B" €0 operador MA de ordem q.

Um processo ARMA (p,q) contem tanto o processo AR puro quanto o MA, de modo

gue um processo AR (p) pode ser escrito sob aforma ARMA (p,0) assim como um processo
MA (q) pode ser escrito sob aforma ARMA (0,0).
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Condicao de Estacionariedade e I nvertibilidade parao ARMA (p,q)

As condicdes de estacionariedade e invertibilidade discutidas anteriormente para os
modelos AR e MA também sdo vélidas para os processos ARMA (p,q). Para um processo

ARMA (p,q) ser estacionério as raizes da equagéo caracteristica f (B) =0 devem estar fora

do circulo unitério. Similarmente, as raizes do polinémio q(B) =0 devem estar fora do

circulo unitério, paraque o processo sgjainvertivel e possa ser expresso como um AR puro.

47.3.1

Funcao de Autocorrelacao — ACF

A funcdo tedrica da autocorrelacdo para um processo ARMA (p,q) é obtida de forma
semelhante a ACF do processo AR, multiplicando-se ambos os lados da equacéo (5.29) por

(Z,., - metirando-se o valor esperado.

gk'flgk-l'fzgk-z' ""fpgk-p= (5.31)
9,.(K -a,9,Kk-1-0,9,(Kk-2)----q9,(k- q)

Onde %~ E[z,- M2, - m] ¢ a funcdo de autocovaridncia e
9,.(K) :E[(Zt_k - m)at] é a covaridncia entre Z,, e a,. Desde que Z_, sga

independente dos ruidos que tenham ocorrido até o tempo t —K, temos o seguinte resultado:

9,.(k)=0,k >0
(5.32)
9,.(K)t 0,KEO

Devido aos termos g,, em (5.31) € necessario obter mais uma equagéo, e esta é
obtida multiplicando-se (5.29) por a, | :

UK - f 0. (-k+D)- 0, (-k+2)- - f g.(-k+p)=-[q,s (533)
Onde,
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g, ,k=12...,9
[g,.1= T -1 k=0
%0 k<0
Resolvendo o sistema com as equacdes (5.31) e (5.33), a autocovariancia para o
modelo ARMA (p,q) é dada por:

9 - flgk-l'fzgk-z' e f pgk—p =0
Ou (5.34)
f (B)gk =0

Dividindo a autocovariarcia (5.34) por g,, finalmente obtemos a funcéo tedrica da

autocorrelacéo r, do modelo ARMA (p,q):

- f,B-f,B*---f B)r =f(B)r ,=0k>q (5.35)

A Figura 4.5 mostra o gréfico de uma fun¢do tedrica da autocorrel agdo de um modelo
ARMA (p,q).
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Figura 4.5: Funcgédo Tedrica da Autocorrelacao do Modelo ARMA (p,q)
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4.7.3.2 Funcéo de Autocor relacdo Parcial — PACF

Como resultado do operador MA em (5.30), o processo ARMA (p,q) pode ser escrito
sob a formade um AR infinito dado por:

a, =q(B)'f (B)(Z,- m) (5.36)

Onde, q(B)* é uma série infinita em B. Para processos AR (p) finitos a fungéo

tedrica de autocorrelacdo parcia é zero apds o lag p. Portanto, para um processo MA (g) ou o

equivalente AR (p) infinito, a PACF f kk deve, ter formas de sendides e ou exponenciais
amortecidas a medida que os lags véo aumentando. A Figura 4.6 mostra o grafico da
autocorrelagdo parcial de um modelo ARMA (1,1) que é uma exponencial amortecida com o

aumento dos lags.
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Figura 4.6: Fungdo Tedrica da Autocorrelagédo Parcial de um Modelo ARMA (1,1)

Na tabela seguinte, segue um resumo das principais caraderisticas dos modelos
AR(p), MA (q) e ARMA (p,q).
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Tabela 4.1: Resumo das Caracteristicas dos Modelos AR(p), MA (q) e ARMA (p,q).

67

Invertibilidade

Sempre Invertivel

Fora do circulo

AR (p) MA (a) ARMA (p,q)

Modelo a =f (B)Z -m) | z- m=q(B)a | (B)Z-m=a(Ba
Raizesde f (B) =0 ;

Condigado de Sempre Raizesdef (B) =0

_ _ Fora do circulo L "y

Estacionariedade o Estacionario Fora do circulo unitério

unitério
Raizes de
Condico de q(B)=0 Raizesde q(B) =0

Fora do circulo unitéario

unitério
- Infinita - Infinita — Exponenciais
Funcdode
. Exponenciais €/ou | Finita — corte| e/ou sendides
Autocorrelacéo
sendides agpésolag“q” amortecidas apés o lag
r
“ amortecidas “op"
N Infinita— Infinita — Exponenciais
Funcdode
Finita — corte apds o | Exponenciais e/ou senoides
Autocorrelagéo P PO . _
_ lag“p e/ou sendides | amortecidas apés o lag
Parcial f _
amortecidas “Pq’
4.8

MODELOS PERIODICOS

Model os sazonais hidrol gicos, como as vazfes naturais de um rio, e outros tipos de

séries sazonais apresentam uma estrutura de autocorrelacdo que depende ndo so do intervalo

de tempo entre as observacdes, mas também das estagbes sazonais a0 longo do ano. Estes

processos, quando analisados em escalas semanal ou mensal, tém como caracteristica o

comportamento periodico, refletindo o ciclo das estagdes do ano. Cada periodo apresenta um

conjunto de suas propriedades probabilisticas, definidas pela média, desvio-padréo e fungdo

de autocorrelagéo.

A médiaamostral de cada periodo é dada por:
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. 13
M =N a Z (i 1y12em param= 1,2, ..., 12 meses (5.37.3)
i=1
Ou,
N 18
m, = N A Zi ys2+m param= 1, 2, ..., 52 semanas (5.37.b)
izl

O desvio padréo amostral de cada periodo € dado por:

" 139 A

S, = Jﬁé Z(i_1)12+m - m, param= 1,2, ..., 12 meses (5.38.9)
i=1

Ou,

- 14 -

S, = Wa_ Z i 1ysoem =~ My param= 1, 2, ..., 52 semanas (5.38.b)
i=1

O vaor da auto-covariancia amostral do periodo pode ser obtido da seguinte forma:

1
NS

Qoz

@m(k) = (Z(i_]_)12+m - mﬂ)(z(i—l)12+m—k = r:hm-k) pa-ra m = l, 2, aey 12 ITESES

(5.39.9)
Ou,

am 1 . .
g (k) = Wé (Z(i-1)52+m - mn)(z(i-1)5z+m- k-~ mn-k) param= 1,2, ..., 52 semanas

i=1
(5.39.b)
O valor da autocorrelagdo amostral para 0 més ou para a semana pode ser obtido da

seguinte forma:

FM(k) = g7 (k) paramvariando de 1 a 12 meses, (5.40)

ou para mvariando de 1 a 52 semanas
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Os dois tipos de modelos periddicos mais utilizados na previsdo de vazdes s8o os
Model os Periddico Auto-Regressivo— PAR (p) e Auto-Regressivo Média-Movel Periodico —
PARMA (p, g). Quando modelamos uma série sazonal com um modelo PAR (p), um modelo
AR é especificado para cada estacdo do ano. De maneirasimilar, o modelo PARMA consiste
em ter um ARMA separado para cada estacéo do ano.

48.1

MODELOS AUTO-REGRESSIVOS PERIODICOS - PAR (p)

O histérico das afluéncias conhecidas e consolidadas pelo ONS totalizando 75 anos
representa a série histérica de vazées do SIN.

O modelo PAR (p) € bem adequado & andlise deste tipo de série, em virtude dos seus
parametros apresentarem comportamento periodico, tal como as séries semanais € mensais de
vazdes afluentes. Os modelos periddicos consideram para 0 gjuste de pardmetros somente
determinadas semanas de um més, trimestre ou semestre, agrupando determinados periodos
do ano, enquanto que model os estacionérios consideram a série como um todo com todos 0s
meses do ano, no qual meses e trimestres diferentes sdo tratados do mesmo modo.

Na prética, observa-se que em meses iniciais de periodo Umido as afluéncias
dependem de 1 ou no maximo 2 meses anteriores. Ja em meses iniciais de periodo seco as
afluéncias dependem de varios meses passados do Ultimo periodo Umido.

O nimero de termos auto-regressivos do modelo PAR (p) indica a ordem do modelo,
gue em gera é um vetor, p = (p1, p...., R2), onde cada elemento fornece a ordem de cada
periodo.

A essénciado modelo PAR (p) é definir um modelo AR para cada estagdo mdo ano.
A descrico que se segue, € a formulacdo matemética do modelo PAR (p), que para séries
mensais, P = (P, P,---, Pro)-

HZ, - m“)——f m&Z, - My,)0 I+, +f a-(—m“)—+a (5419
g Sm o g Smi @ é Smp @
ou

F (B)é m“) i=a (5.41.b)
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Onde:

Z, € uma série sazona de periodo s

s € 0 nimero de periodos (=12 para s&ries mensais)

N € 0 nUmero de anos

t € o indice do tempo, t=1, 2, ..., SN, funcdo do ano T (T=1, 2, ..., N) e do

periodom (m=1, 2, ..., )
M m € amédia sazona de periodo s
Sm € 0 desvio-padréo sazonal de periodo s

f™  éocoeficiente AR paraaestacdo m
F ™(B) € o operador auto-regressivo de ordem py,
Fm(B):(l-flmB-fszz-...-f;“B”m) (5.42)

B ' aplicado aZ, resultaem Z,_,(B'Z, =Z,.,)

p € aordem de cada operador auto-regressivo
a, é a série de ruidos independentes com média zero e variancia s 2™

Condicéo de Estacionariedade para o PAR (p)

Para que o modelo associado a cada estacdo m seja estacionario, é necessario que as

raizes da equagio caracteristica sazonal F ™ (B) = Oesteiam fora do circulo unitério.
Entretanto, esta ndo é condicao suficiente para que o modelo PAR (p) sgja estacionario.

Conforme mostrado por Troutman (1979), o modelo PAR (p) é uma caso particular
do PARMA (p,q) para que o modelo PAR (p) sgja estacionario, a condicdo necesséria e
suficiente € dada pela equacéo:

¥
ay ™?2<y m=12,...,s
i=0

Ondey (™ é o cceficiente de pesos do modelo PARMA e é dado pela equagso:

f (m)(B)y Iim) — _qém)
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48.1.1

Funcédo de Autocorrelagcdo — ACF

Sga r (™ acorrelagio entreZ e Z., de tal forma que t corresponda ao periodo m:

r ™) = Eg " Mh O'*zf <~ Mok % (543)
Sm—k m
Multiplicando-se ambos os lados da equacéo (5.41a) por g " Mh 2 —etomando
m-k ﬂ
os va ores esperados de cada termo, obtemos para cada periodo:
Eg t mné%it.k My _,_flmE%Zt-l m, 1)?« B ”lnk%+ +
2 S m . S m-k m S m-1 S m-k m

: - Hé ; )

+f "E t- py, 0.) B\ - M, il'J‘*Eéatgﬂt_k mn-k:l] (5.4

S m-k q@ e S m- k
Fazendo k =1, a expresséo (5.44) resultaem:
r@=f"+fr @+ I ™ (p, - 1) (5.45)

(m)

Uma vez conhecidos os par@metros do modelo PAR (p) as fungdes """ <0 dades

pela solucéo da equacdo (5.44) e podem ser expressas por uma combinacdo de decaimentos

(m)
exponenciais e/ou ondas senoidais, 0 que faz " tender a zero, amedida quek cresce.

Fixando-se m(como um periodo qualquer) e variando-sek de 1 a p na equacéo (5.44)
obtemos para cada periodo o conjunto de equacdes a seguir, que sdo conhecidas como

equacdes de Yule-Walker.
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é 1 rm-l(l) rm—l(z) rm-l(p_ 1) l:jglmg gm(l) g
& ™) 1 R r(p-2)gdea € "
e rmi) ™2y 1 e (p-39®G=d "@) g
g E..u é. a
5 o o €.,u é& 0
&"(p-) r"(p-2 rT(p-3 - 1 Wy &7y
(5.46)
Para k=0, a expressao (5.44) fica:
é -m,a
1=f1mr”‘(1)+f2”‘rm(2)+...+f,;“r”‘(p)+Eéat§E}ZT m“ju (5.47)
¢ € Sm @

Multiplicando-se a equagéo (5.41.8) por a, etomando o valor esperado, obtemos:

¢ az, - m,al
Eéalg 1~ Th =s 2™ (5.48)
e € Sa @
Substituindo este resultado na equacéo (5.47), obtemos a seguinte expressao vélida
para qualquer periodo m:

S2MW =1-f"r "(@Q-f r "(2)-...-f I "(p) (5.49)

48.1.2

Funcao de Autocorrelacao Parcial — PACF

Ja que a funcdo de autocorrelacdo do modelo PAR para um periodo mvai decaindo
com o tempo e ndo trunca apds um lag especifico, ndo determinando a ordem exata do
modelo, pode ser Util identificar outras fungdes que sejam truncadas apés determinado lag, e
assim gudem a identificar 0 modelo. Para conseguir determinar esta funcdo definiu-se a
funcdo tedrica de autocorrelagc@o parcia — PACF de um modelo PAR (p) semelhante a
definicdo utilizada para o modelo AR (p), de modo que essa funcéo sgja bruscamente cortada
ap6s o ultimo lag significante do modelo, e com isso sgja determinada a ordem do modelo
para o periodo m
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4.8.2

MODELOS AUTO-REGRESSIVOS MEDIAS-MOVEIS PERIODICOS -
PARMA (p,1)

O modelo PARMA foi criado para definir um modelo ARMA para cada periodo do
ano. A descricdo que se segue, é a formulacdo matemética do modelo PARMA (p, 1) que é
dada por:

-—m“:L)9++f mazt—p - rT}np)o

o 0_ . n&& O 4m
I A T T
(5.50)
Onde
Z, € uma série sazonal de periodo s
s € 0 nimero de periodos (=12 para s&ries mensais)
N € 0 nUmero de anos
t € o indice do tempo, t=1, 2, ..., SN, funcdo do ano T (T=1, 2, ..., N) e do
periodom (m=1, 2, ..., 9)
M m € amédia sazona de periodo s
Sm € 0 desvio-padrdo sazonal de periodo s
F ™(B) € o operador auto-regressivo de ordem py,
Fm(B)=(1-f1mB-f2mBZ-...-f;“B”m) (5.51)

B ' aplicado aZ, resultaem Z,_,(B'Z, =Z,.,)
p € aordem de cada operador auto-regressivo
g," € coeficiente média-movel de ordem 1

2

€ a s&rie de ruidos independentes com média zero e variancia S a,

Multiplicando-se ambos os lados da equacdo (5.50) por a, e tomando os valores

esperados de cada termo, obtemos para cada periodo:
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e . ] 6 U
E%Zt mn)gaTH:flmE%Zt-l mn 1)ga 3 g] %Z( P p):at l:l'
g Sm @0 g Smi B 0 ; Smp o H
-0, E[at 1at]+E[ata]

Eéi{Zt B %)Qatﬂzs 2 (5.52)

= S B Q a

Multiplicando-se a equagdo (5.50) por a, , e tomando os valores esperados, obtemos:

cS/Z, - m,) 0 M, ;)0 €qZ, ,- m, ;)0 U

gi_atll\,l_f mEg Lot _atlu+ +f mEé s 63115'
Q m p

- q E[at a..]+Eaa_]

€gZ, - m)o u__,
o r— tsm 21 52 -asZ,
Qu
: Z B (.'j u m m
E§ ts %)ﬁ.lg:(fl - 0)S Ay (5.53)
m %] u

Zt'mn

m

Multiplicando a equagdo (5.50) por e tomando os vaores esperados,

obtemos:

&HZ, - m,) EHZ, - mn) %( - m,.,) GHZ, - m,) &
g s % s s, B s, 4t
o &2, - M) GZ, - mn) HZ, - m,) &
f "E& 7
T 3 Smop % Sm ﬂg gatg Sm zo
+Eeat§E(Z m“)dj
e S Qﬁ
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1:f1mr m(1)+"'+f ;Tr m(p)+S; - qlm(flm_ qlm)s 32{-1
Ou

S; =1- flmr m(l)' ree- f :)nr m(p) +q1m(f1m - qlm)s ;-1 (554)

48.2.1

Funcao de Autocorrelagcao — ACF

Para obtermos a funcdo de autocorrelacdo lag um basta multiplicar a equacéo (5.50)

por Z,_, etomar o valor esperado, obtendo:

Eé wgztl Mos) Gt Ega - )fzu L
Sm m S‘m-l Qg
+fg]Eé?éZt_p- mﬂ-p)§ztl mml) gat RZ,.s - mnl)%+
& Sy ' Sm1 QEI e Smi
+Egat&(—Ztl mml)(.)u
8 Sm 1]

r@ =f" 0 MO e+ ™ (p- D) - g azt_l

(5.55)
Ou, tirando o vaor de g, , temos:
fr-r™@Q A+ "+ ™ (p- L
qr =TT s(? pr " (p- D) (5560
Y

Repetindo-se 0 procedimento acima para Z, ,, vamos obter o coeficiente auto

regressivo parao lag 2;
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m,) E&Z,. mnz) Eg(z " Myt) Zep - M)W

&z,
O % s, @

+f?E;§é " M )fas(ztz )% qlmE; lae(Z mnz)_ o
é Sm—p Sm-2 [%8)] e m
€ &Z,-m,,)N
+Ea G——5
&6 s.. 4
") =f M@+ )+ f I ™ (p- 2) (5.57)

Em fim, repetindo-se este procedimento até Z, o1 obteremos o coeficiente auto

regressivo parao lag p+1:

Zt-l’T}n)%E(thl Pl)—u me%Ztl 1)@thl pl)_U+ 4+
% Smpl &i é Sm-l % smp—l &i

+me§°§( o My )C&tapl ”]npl);‘d q Egil ngtpl 'p'l)ng:H
o JETTI JEC i i R
é oV
E& o zres” Thid) 5
§& Seer A
"(p+D =fr () +f S T (p- D HE T TP (D) (5.58)
Arrumando-se as equagles (5.57) e (5.58) em forma matricia, obtemos o seguinte
sistema de equacOes:
er (Y 1 o T (p- 22Uy € rM(2) o
é m- m- m- { mU é m l:I
CIRA I “(p-Ypd i et O g
= AL A - (5.59)
é : : we:u é a
€ m m ge U oe u
g (p) r™*p-1) - r""Q) oy @ (p+1)g

Através da solucéo do sistema de equacBes acima, sdo obtidos os parémetros auto
regressivos de cada periodo.
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4.9

ERRO MEDIO QUADRATICO DE PREVISAO

Sga C, (k) aprevisio para C,,, emt, ou sgja, com o conhecimento de C,,C, ...

Seja €, (K) o erro desta previsdo definido por:
&(K)=C, - C,(K (5.60)
O erro médio quadrético de previsdo € dado por:
Elle (0 | =vaRe ()] + E%[e (9] (561

Como no instante t, ét (k) ja é conhecido, o valor esperado e a variancia de

€, (k) dependem apenasde C,,, . Logo, podemos escrever:
~ 2
Elle (0)7]=varX ., 1% %+ Bl X 10k - G w0) e
Portanto para minimizar o erro médio quadratico de previsio deve-se fazer:
C.(K) = E[X o 1% %0y -] (5.63)

Assim, a previsdo do erro quadrético médio minimo para C,,, € seu valor esperado
condicionado as informagBes disponiveis no instante em que se faz a previsdo. Este resultado
€ gera para qualquer variavel aleatdria, como descrito em Maceira (1989).
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