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Apêndice A - O Limite Estático de Estabilidade Angular 
(LEA) 
 

 

Em (2.5) é deduzido para um sistema de duas barras a equação da potência 

ativa transmitida à carga: 
t

tLGGL
t

t

2
L

L Z
)cos(.V.Vcos.

Z
VP α+θ

+α−= . Tenta-se 

encontrar o valor da defasagem angular LGθ  que maximiza a potência ativa da 

carga através da primeira derivada de PL: 

 

 tLGtLG
t

GL

LG

L 0)(sen.
Z
V.VP

α−=θ⇒=α+θ−=
θ∂
∂        (A.1) 

 

Calcula-se a segunda derivada 
tLG

/P
2
LG

L
2

α−=θ
θ∂

∂  para conferir que é efetivamente 

um máximo: 

 

0)cos(.
Z
V.V/P

tt
t

GL
2
LG

L
2

tLG
<α+α−−=

θ∂

∂
α−=θ              (A.2) 

 

De (A.1) e (A.2), conclui-se que PL é máximo quando: 

 

tLG α−=θ            (A.3) 

 

O limite de estabilidade estática angular (LEA) definido por (A.3) é formado pelos 

valores de máxima potência ativa transmitida à carga com defasagem angular de 

tensão na barra em análise igual ao negativo do ângulo da impedância da linha 

de transmissão. É uma reta vertical na curva θV. 

 

Em (2.23) é deduzido para o limite de estabilidade de tensão (LET) que: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−φ
φ

=

2
cos.Z.4

cos.VP
t2

c

2
GC

L , onde tc ZZ =  para cada fator de potência na carga. 

Tenta-se agora encontrar a maior transferência de potência ativa possível 

( imorummaximummax
LP ) que pode ser alimentada pela rede de transmissão à carga, 
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(assume-se a existência de compensação reativa para tal). Calcula-se a primeira 

derivada de C
LP  em relação ao ângulo do fator de potência φ: 

 

( )[ ]
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α−φ−φ
−
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∂

                            (A.4) 

 

)](sen.cos)cos(.sen.[V.Z.2sen.V.Z.20 tt
2
G

3
c

2
G

3
c α−φφ−α−φφ−φ−=                  

(A.5) 

 

tt sensen α−=φ⇒φ−=α                                (A.6) 

 

A segunda derivada de C
LP  em relação à φ garante que é efetivamente um 

máximo, já que: 

 

0/P
t2

C
L

2
<

φ∂

∂
α−=φ                                            (A.7) 

 

De (A.6) e (A.7), conclui-se que C
LP  é o máximo do máximo quando: 

 

tα−=φ                                  (A.8) 

 

Substituindo (A.8) em 
2

tC
L

α−φ
=θ  deduzido em (2.33), tem-se: 

 

t
ttC

L 2
α−=

α−α−
=θ                       (A.9) 

 

Substituindo (A.8) em 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−φ

=

2
cos.2

VV
t

GC
L  deduzido em (2.26), tem-se: 
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( )t
GC

L cos.2
VV

α−
=                     (A.10) 

 

A reta do LEA definido por (A.3) corta a curva θV do LET definido por (A.9) e 

(A.10) num único ponto e que corresponde a imorummaximummax
LP . 
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Apêndice B - Cálculo do Ângulo Crítico da Tensão na Barra 
de Geração 
 

Substituindo-se (3.5), (3.6) em (3.8) fica: 

 

))]cos().Z/Z().(cos(V)cos(.V[
))](sen).Z/Z()(sen.(V)(sen.V[

)(tg
ggttGtGLL

ggttGtGLL

α+α+α+θ−

α+α+α+θ−
=φ                (B.1) 

 

Substituindo a tensão crítica C
GV  da barra de geração definida em (3.18) em 

(B.1), e colocando em evidencia as variáveis “a” e “b”, tem-se: 

        

]b)cos().Z/Z()).[cos(cos(.2[
]a)]cos().Z/Z()).[cos((sen.2[

)(tg
gtGLgtGLtGL

gtGLgtGLtGL

+α−α+θ+θα+θ−

+α−α+θ+θα+θ−
=φ                 

(B.2) 

 

onde: 

 

a= )(sen).Z/Z()(sen ggtt α+α           (B.3) 

b= )cos().Z/Z()cos( ggtt α+α           (B.4) 

 

Separando (B.2) em NUM e DEN para facilitar a redução da equação: 

 

DEN
NUM)(tg =φ                        (B.5) 

 

Procede-se à manipulação algébrica e trigonométrica do numerador de (B.5): 
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(B.7) 
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Procede-se também à manipulação algébrica e trigonométrica do denominador 

de (B.5): 
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).2cos()..2).[cos(Z/Z()(sen)..2(sen)cos()..2cos(DEN

gtGL

gtGLgttGLtGL

α−αθ−

α−αθ−αθ+αθ−=

                               

(B.22) 

 

)].2cos().Z/Z()cos().[.2cos(

)].2(sen).Z/Z()(sen).[.2(senDEN

gtgttGL

gtgttGL

α−α−α−θ+

α−α+αθ=
               (B.23) 

 

Substituindo-se (B.16) e (B.23) em (B.5), e colocando em evidencia as variáveis 

“c”, “d”, “e” e “f”, tem-se: 

 

[ ] [ ]
[ ] [ ]f)..2cos(e)..2(sen

d)..2cos(c)..2(sen
)cos(
)(sen

DEN
NUM)(tg

GLGL

GLGL
θ+θ
θ+θ

=
φ
φ

==φ                (B.24) 

 

onde: 
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)].2cos().Z/Z()cos([c gtgtt α−α−α−=       (B.25) 

)].2(sen).Z/Z()(sen[d gtgtt α−α−α−=       (B.26) 

)].2(sen).Z/Z()(sen[e gtgtt α−α+α=       (B.27) 

)].2cos().Z/Z()cos([f gtgtt α−α−α−=       (B.28) 

 

Operando (B.24): 

 

0)]cos(.b)(sen.d).[.2cos()](sen.c)cos(.a).[.2(sen GLGL =φ−φθ−φ−φθ (B.29) 

 

que é reduzido a: 

 

)(sen.c)cos(.a
)cos(.b)(sen.d

).2cos(
).2(sen).2(tg

GL

GL
GL φ−φ

φ−φ
=

θ
θ

=θ                  (B.30) 

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

φα−α−

φα−φα−α−φα−
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

φα−α+

φα+φα−α−φα−

=θ

)](sen)..2(sen).Z/Z(

)(sen).(sen[)]cos()..2cos().Z/Z()cos().cos([
)]cos()..2(sen).Z/Z(

)cos().(sen[)](sen)..2cos().Z/Z()(sen).cos([

).2(tg

gtgt

tgtgtt

gtgt

tgtgtt

GL

   

 (B.31) 

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

α−αφ−−

α−αφ−−αφ−−αφ−−
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

α−αφ−+

α−αφ−+αφ−+αφ−

=θ

)].2(sen).(sen

).2cos().).[cos(Z/Z()](sen).(sen)cos()[cos(
)].2(sen).cos(

).2cos().(sen).[Z/Z()(sen).cos()cos()(sen

).2(tg

gt

gtgttt

gt

gtgttt

GL

     

 (B.32) 

 

Finalmente chega-se a: 

 

)].2cos().Z/Z()cos([
)].2(sen).Z/Z()(sen[

).2(tg
gtgtt

gtgtt
GL α−α+φ−−α+φ−−

α−α+φ−+α+φ−
=θ                (B.33) 

 

Usando a trigonometria é possível dizer que (B.33) é: 
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2
GL

GL
GL )](tg[1

)(tg.2).2(tg
θ−
θ

=θ                    (B.34) 

 

Operando (B.34), encontra-se uma equação quadrática que é uma alternativa 

para encontrar as soluções para θGL: 

 

0).2(tg)](tg.[2)](tg).[.2(tg GLGL
2

GLGL =θ−θ+θθ                 (B.35) 

 

Nomeiam-se as variáveis A, B, C e X como: 

 

A= ).2(tg GLθ                      (B.36) 

B=2                      (B.37) 

C=- ).2(tg GLθ                      (B.38) 

X= )(tg GLθ                      (B.39) 

 

Pode-se reescrever (B.35) através de (B.36), (B.37), (B.38) e (B.39): 

 

0CX.BX.A 2 =++                     (B.40) 

 

De (B.40) obtém-se duas soluções para a variável “X”: 

 

A.2
C.A.4BBX

2 −±−
=                    (B.41) 

 

De (B.41) é possível obter quatro soluções críticas para θGL=arctg(X). Existe 

solução sempre que (B2-4.A.C)≥0. 

 

θGL-1=arctg
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −+−
A.2

C.A.4BB 2
                  (B.42) 

θGL-2=arctg
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −+−
A.2

C.A.4BB 2
±180˚                   (B.43) 

θGL-3=arctg
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −−−
A.2

C.A.4BB 2
                  (B.44) 
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θGL-4=arctg
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −−−
A.2

C.A.4BB 2
±180˚                  (B.45) 

 
Foi necessária a programação em Visual Fortran 6.1 para deduzir qual das 

quatro soluções de ângulo crítico em (B.42) a (B.45) maximiza a potência gerada 

para alimentar a carga. Foram definidas as variáveis A, B, C, X, TETG1, TETG2, 

TETG3 e TETG4, respectivamente, como em (B.36), (B.37), (B.38), (B.39), 

(B.42), (B.43), (B.44) e (B.45). 

 

A variável TETG representa a defasagem angular crítica entre a barra de 

geração e a barra de carga e VG é a tensão crítica na barra de geração. Tem-se 

PGM, QGM e SGM que representam, respectivamente, a máxima potência ativa, 

reativa e aparente de geração. As outras constantes são: FIG = Gφ , ALFAT = 

tα , ALFAG = Gα , ZTMAG = Zt, ZGMAG = Zg, e VOLTL = VL. 

 
c        MAXIMUM VOLTAGE ANGLE DISPLACEMENT AT THE GENERATOR BUS 
c        CRÍTICAL VOLTAGE MAGNITUDE AT THE GENERATOR BUS 
c        MAXIMUM GENERATION 
 
    CG=SIN(-FIG+ALFAT)+(ZTMAG/ZGMAG)*SIN(-FIG+2*ALFAT-ALFAG) 
    DG=-COS(-FIG+ALFAT)-(ZTMAG/ZGMAG)*COS(-FIG+2*ALFAT-ALFAG) 
   
    A = CG/DG 
    B = 2 
    C = -CG/DG 
    X1= (-B+SQRT(B*B-4*A*C))/(2*A) 
    X2= (-B-SQRT(B*B-4*A*C))/(2*A) 
 
    TETG1 = ATAN(X1)      
 !RADIANOS 
    TETG2 = ATAN(X1)+3.1415926535897932384626433832795 
!RADIANOS 
    TETG3 = ATAN(X2)      
 !RADIANOS 
    TETG4 = ATAN(X2)+3.1415926535897932384626433832795 
!RADIANOS 
 
         AG = 2.0*COS(TETG1) 
         EG = 2.0*(ZTMAG/ZGMAG)*(COS(TETG1)*COS(ALFAT-ALFAG)- 
              SIN(TETG1)*SIN(ALFAT-ALFAG)) 
         VG = VOLTL/(AG+EG) 
           
    PGM = -(VOLTL*VG/ZTMAG)*COS(TETG1+ALFAT)+(VG*VG* 
               ((COS(ALFAT)/ZTMAG)+(COS(ALFAG)/ZGMAG))) 
    QGM = -(VOLTL*VG/ZTMAG)*SIN(TETG1+ALFAT)+(VG*VG* 
               ((SIN(ALFAT)/ZTMAG)+(SIN(ALFAG)/ZGMAG))) 
    SGM = SQRT(PGM*PGM+QGM*QGM) 
    TETG=TETG1  
 
 IF (VG.LT.0) THEN 
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    AG = 2.0*COS(TETG2) 
         EG = 2.0*(ZTMAG/ZGMAG)*(COS(TETG2)*COS(ALFAT-ALFAG)- 
              SIN(TETG2)*SIN(ALFAT-ALFAG)) 
         VG = VOLTL/(AG+EG) 
           
    PGM = -(VOLTL*VG/ZTMAG)*COS(TETG2+ALFAT)+(VG*VG* 
               ((COS(ALFAT)/ZTMAG)+(COS(ALFAG)/ZGMAG))) 
    QGM = -(VOLTL*VG/ZTMAG)*SIN(TETG2+ALFAT)+(VG*VG* 
               ((SIN(ALFAT)/ZTMAG)+(SIN(ALFAG)/ZGMAG))) 
    SGM = SQRT(PGM*PGM+QGM*QGM) 
    TETG=TETG2 
  
 END IF 
 
 IF (PGM.LT.0) THEN 
    
    AG = 2.0*COS(TETG3) 
         EG = 2.0*(ZTMAG/ZGMAG)*(COS(TETG3)*COS(ALFAT-ALFAG)- 
              SIN(TETG3)*SIN(ALFAT-ALFAG)) 
         VG = VOLTL/(AG+EG) 
           
    PGM = -(VOLTL*VG/ZTMAG)*COS(TETG3+ALFAT)+(VG*VG* 
               ((COS(ALFAT)/ZTMAG)+(COS(ALFAG)/ZGMAG))) 
    QGM = -(VOLTL*VG/ZTMAG)*SIN(TETG3+ALFAT)+(VG*VG* 
               ((SIN(ALFAT)/ZTMAG)+(SIN(ALFAG)/ZGMAG))) 
    SGM = SQRT(PGM*PGM+QGM*QGM) 
    TETG=TETG3 
  
 END IF 
 
 IF (VG.LT.0) THEN 
 
    AG = 2.0*COS(TETG4) 
         EG = 2.0*(ZTMAG/ZGMAG)*(COS(TETG4)*COS(ALFAT-ALFAG)- 
              SIN(TETG4)*SIN(ALFAT-ALFAG)) 
         VG = VOLTL/(AG+EG) 
           
    PGM = -(VOLTL*VG/ZTMAG)*COS(TETG4+ALFAT)+(VG*VG* 
               ((COS(ALFAT)/ZTMAG)+(COS(ALFAG)/ZGMAG))) 
    QGM = -(VOLTL*VG/ZTMAG)*SIN(TETG4+ALFAT)+(VG*VG* 
               ((SIN(ALFAT)/ZTMAG)+(SIN(ALFAG)/ZGMAG))) 
    SGM = SQRT(PGM*PGM+QGM*QGM) 
    TETG=TETG4 
  
 END IF 
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Apêndice C - Sistema-Teste de 34 Barras Desenvolvido 
pelo CEPEL 
 

O sistema desenvolvido no CEPEL, baseado em um equivalente do sistema 

S/SE brasileiro, é mostrado na Figura C.1. Ele tem 34 barras, 42 linhas, 12 

transformadores e 5 geradores. Os níveis de tensão na transmissão são 750, 

500 e 345 kV, e todos os geradores trabalham com 20 kV. O corredor de 750 kV 

tem compensação série / paralelo, e a barra 26 representa o equivalente de um 

sistema de grande porte.  

 

Nota-se na Figura C.1 ramos em paralelo. Estes devem ser agrupados em um 

único ramo porque, quando se trata de avaliar o esforço de transmissão, o que 

interessa é o fluxo de potência ativa e reativa que está entrando e saindo nas 

barras “de” e “para” (mesmo se os ramos tiverem impedâncias diferentes). 

Portanto, para efeito de análise, existe um único ramo equivalente entre as 

barras 2 e 3, 14 e 24, 24 e 25, 25 e 26, 28 e 29, 15 e 16, 13 e 28 e, finalmente, 

19 e 20.  A mesma idéia se aplica entre as barras 4 e 7, 7 e 10 e, finalmente, 10 

e 13. 

 

 
Figura C.1 - Sistema-Teste de 34 Barras 
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