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APENDICE

AS OBSERVAGOES DE WITTGENSTEIN SOBRE O
TEOREMA DE GODEL

Introducao

O objetivo deste texto € aplicar nossas interpretacdes do pensamento de
Wittgenstein aos seus muito mal vistos comentarios sobre o teorema de Godel.
Com isso, pretendemos ndo torna-los menos mal vistos, considerando que isso
talvez ndo seja possivel, mas ajudar a entender as posi¢des realmente mantidas
por Wittgenstein sobre o tema. Ndo pretendemos aqui nem atribuir a Wittgenstein
algo que ele ndo disse, nem esconder o que ¢é textual visando fornecer uma
interpretacdo mais palatdvel das suas observacdes. Afinal, como Wittgenstein

afirmou:

A mathematician is bound to be horrified by my mathematical comments, since he
has always been trained to avoid indulging in thoughts and doubts of the kind I
develop. He has learned to regard them as something contemptible and, to use an
analogy from psycho-analysis (this paragraph is reminiscent of Freud), he has
acquired a revulsion from them as infantile. That is to say, I trot out all the
problems that a child learning arithmetic, etc., finds difficult, the problems that
education represses without solving. I say to those repressed doubts: you are quite
correct, go on asking, demand clarification! (PG, II, V, 25)

2

E uma opinido comumente aceita que Wittgenstein ndo compreendeu o
teorema de Godel. Além de Kreisel, Bernays e Dummett, foi o préprio Godel
quem, como se sabe, afirmou categoricamente, em uma carta a Menger, que

Wittgenstein ndo entendera seu teorema:

Relativamente ao meu teorema que trata das proposi¢cdes indecidiveis, é na
realidade claro das passagens que vocé cita que Wittgenstein ndo o compreendeu
(ou fingiu ndo o ter compreendido). Ele interpreta-o como uma espécie de
paradoxo 16gico, quando de fato é precisamente o oposto, nomeadamente um
teorema matemdtico dentro de uma parte da matematica absolutamente
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incontroversa (teoria dos nimeros finitos ou combinatérios). A proposito disso,
toda a passagem que vocé€ cita parece-me disparatada. Veja e.g. o ‘medo
supersticioso dos matemdticos perante as contradi¢des’(Godel, In.: Wang, 1987,
p-92)
Por outro lado, aqueles que tentam defender a leitura de Wittgenstein atentam
principalmente para o fato de que suas criticas aplicam-se ndo propriamente ao
teorema, mas a interpretacéo filosofica deste — o que ele chama de ‘a prosa sobre
o calculo’, que envolveria uma confusdo acerca das nogdes de verdade e
demonstrabilidade (Cf: Floyd, 2002). Wittgenstein ndo estaria criticando o
teorema ou a prova, mas estaria criticando uma leitura metafisica do teorema, que
o utilizaria como prova do platonismo matemadtico, a partir da conclusio, atribuida
a prova, segundo a qual a verdade ndo poderia ser equacionada com a
demonstrabilidade. Godel teria provado que existem verdades matematicas
indemonstrdveis ou, mais forte ainda, que a verdade ultrapassa a
demonstrabilidade, e sdo formulagcdes como estas que Wittgenstein ndo aceita, e
considera expressdes de uma confusdo filoséfica. O que Wittgenstein estd
criticando €, primariamente, a prépria pretensdo de se provar matematicamente
uma verdade metafisica, como se o teorema tivesse demonstrado uma tese
filos6fica. Uma das posi¢des argumentadas por Wittgenstein € que teses
filos6ficas ndo podem ser demonstradas, desde que se restringem a questdes
conceituais, que devem ser submetidas a andlise gramatical, entdo, se € assim, tal
como ele analisa em sua obra, a prova de Godel pode estar expressando um limite
de nossos conceitos, mas ndo pode estar provando nenhuma tese ontoldgica:
“Pode ser perguntado que importancia tem a prova de Godel para nosso tipo de
trabalho. Pois um pedaco da matematica ndo pode resolver problemas do tipo que
nos perturbam.” (RFM, VII, 22) A questdo central de Wittgenstein € justamente ‘o
que podemos ou ndo compreender do teorema de Godel?” E, de fato, esta
abordagem ndo se restringe a sua leitura de Godel, mas aplica-se a todas as suas
polémicas passagens contra Russell, Cantor, ou Dedekind, em relagdo aos quais
Wittgenstein também pretendeu erguer uma andlise gramatical relativa a

interpretacdo filoséfica de seus resultados.’

! “It is always right to be extremely suspicious when proofs in mathematics are taken with greater
generality than is warranted by the known application of the proof. This is always a case of the
mistake that sees general concepts and particular cases in mathematics. In set theory we meet this
suspect generality at every step.” (PG, I, VII, 40).
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N3ao é minha tarefa atacar a l6gica de Russell de dentro, mas de fora. Isso significa
dizer: ndo atacd-la matematicamente — de outro modo eu deveria estar fazendo
matemadtica — mas sua posi¢do, sua fungdo. Minha posi¢do nio € falar sobre a prova
de Godel, mas ultrapasséd-la. (RFM, VII, 19)

Contudo, de fato, Wittgenstein em algumas passagens interpreta a sentenca de
Godel como um paradoxo anédlogo ao paradoxo do mentiroso, € ¢ em relagdo a
este ponto que se aplica, mais diretamente, a acusacdo de que ele ndo teria
compreendido o teorema de Godel. No que se segue, pretendemos conferir
alguma clareza as passagens de Wittgenstein sobre Godel, mostrando a coeréncia
interna destas observagdes com as demais posi¢cdes mantidas pelo autor. Fazendo
isso, apresentaremos e explicaremos em detalhe a interpretagdo que Juliet Floyd e
Hilary Putnam propdem, avaliando em que medida tal proposta € plausivel.
Finalmente, comentaremos como as criticas de Wittgenstein a Godel podem ser

ditas aplicarem-se primariamente ao problema de principio inerente a prdpria

demanda do programa de Hilbert.

O teorema de Godel e o discurso matematico

A critica mais clara em Wittgenstein, relativamente a prova de Godel, diz
respeito a interpretacdo da prova como estabelecendo que a sentenca G,
indecidivel, seria verdadeira ainda que indemonstravel. Primeiramente, a razio
para Wittgenstein recusar que a sentenca de Godel seja entendida como verdadeira
ainda que indemonstravel parece dizer respeito a sua propria concepgdo acerca da
natureza das proposicdes matematicas. Para Wittgenstein, onde faz sentido falar
em verdade, o sentido da proposicdo deve ser determinado independentemente da
sua verdade ou falsidade e, por isso, a proposicdo pode ser verdadeira ou falsa.
Por outro lado, o ambito necessario da linguagem estabeleceria os critérios a partir
dos quais poderiamos julgar se uma dada sentenca € verdadeira ou falsa, e este
ambito seria normativo. O ambito da matemdtica é entdo entendido, por
Wittgenstein, como completamente normativo, posto que completamente
composto por proposicdes necessdrias. Neste dmbito, a determinacdo da verdade
ndo seria independente da determinacdo da seméintica e, por isso, se vamos
continuar falando em ‘verdade’ no contexto da aritmética serd somente em um

sentido no qual ndo apenas ‘ser demonstravel’ € o sentido de verdade primario,
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como também esta propria demonstrabilidade determina o significado das
proposi¢des ou férmulas, ndo fazendo sequer sentido falar de uma proposicao
matemdtica independentemente de sua demonstragdo. Sendo assim, supor que
uma sentenga que afirma de si mesma que nao é demonstréavel, é verdadeira, ainda
que indemonstravel no sistema, por um critério externo, parece ser também supor
que o préprio ambito da determinagdo do significado da sentenca é, de alguma
forma, também julgado por critérios externos, tendo em vista algum padrio
independente a demonstrabilidade no sistema, que determinaria a0 mesmo tempo
(de modo absoluto) a verdade e a seméntica da proposi¢do (suas condicdes de
verdade), e é esta posicao, diretamente entdo associada ao realismo matematico,
que Wittgenstein deseja recusar.

As andlises de Wittgenstein do contexto normativo da matematica t€m como
conclusdo que, neste contexto, ndo hd e nem pode haver um critério externo em
virtude do qual pudéssemos dizer que a sentenca é verdadeira para além da sua
demonstrabilidade. Isso porque a demonstrabilidade seria constitutiva do sentido
da sentenga. Como, em relagdo ao ambito da matemdtica, Wittgenstein conclui
que as possibilidades em principio de uma sentenga encontram-se colapsadas as
suas possibilidades factuais, dizer que uma sentenca ¢ demonstravel € o Unico
sentido no qual poderiamos dizer que a sentenca é verdadeira. Ndo haveria
independentemente da prova, critérios para a verdade da sentenca ja
determinados, e, sendo assim, ndo teriamos em que nos basear para dizer que a
sentenca €, apesar de indemonstravel, verdadeira. Como a sentenga é necessaria
(desde que se trata de uma sentenga matemadtica), a verdade da sentenca seria dada
com seu sentido. Por isso Wittgenstein compara a sentenga de Goédel com uma
sentenga empirica, objetivando deixar claro que o que se conclui para a sentenca
de Godel, no final das contas, € o que se esperaria como natural de uma sentenga
contingente, que pode ser verdadeira ou ndo sem deixar de ter sentido. Por outro
lado, se entender a sentenca for entendé-la como demonstravel, dizer que uma
sentenca desta natureza pode ser verdadeira ainda que indemonstravel ¢é
necessariamente confundir o ambito necessdrio da linguagem com o ambito
contingente e, com isso, tratar o impossivel como possivel, que é o que ocorre

quando proferimos absurdos.
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- Mas € provavelmente diferente - se eu digo: chove; ou: a proposi¢cdo ‘chove’
depreende-se conseqiientemente adiante! Mas e se as proposicdes apenas fossem
reconhecidas por depreenderem-se delas, e se se seguir daquelas fosse o tnico
critério que nds estabelecemos como vélido para a correcdo de ‘chove’?
(Wittgenstein, 2000, item 121 85r)

Se for assim, uma sentenga que se afirma indemonstrdvel estaria dizendo-se
impossivel, e ndo poderia ser verdadeira sem contradi¢do, do que se segue em
grande medida o préprio cardter paradoxal que Wittgenstein atribui a sentenca.
“Bem, se vocé 1€ esta proposicdo [a sentenca G de Godel] e (por exemplo) diz:
auto-evidente; entdo se pode atribuir a vocé uma contradi¢do.” (Wittgenstein,
2000, item 121 80r)

Vemos assim a importincia de mantermos como pano de fundo as
consideracdes gerais de Wittgenstein sobre as provas e as proposi¢oes
matemadticas para melhor entendermos seus comentdrios sobre Godel. Mas, com
isso, apesar de Wittgenstein possuir razdes independentes para sua abordagem das
proposi¢des matematicas, parece que caberia a Wittgenstein justificar sua posicao
antes do que, com base nela, rejeitar a interpretagdo que se faz do resultado de
Godel. Mais do que isso, parece que Wittgenstein sustenta uma concepgio
semantica em grande medida anti-realista, e, com base nesta, pretende interditar
uma interpretacdo do resultado de Godel (que justamente € interpretada como
colocando as teorias anti-realistas em cheque). Dessa forma, Wittgenstein
incorreria em uma clara peticdo de principio, e € isso que afirma mesmo alguém

bastante simpdatico com ponto de vista de Wittgenstein, como Glock:

Wittgenstein ndo pos em questio a validade da prova, mas somente a interpretacdo
de ‘P’ como um enunciado que afirma ser ao mesmo tempo indemonstravel e
verdadeiro. Um de seus argumentos € que essa interpretacdo € paradoxal, ja que,
para que ‘P’ seja verdadeiro em S, deve ou ser um axioma de S ou ter sido
demonstrado a partir de tais axiomas. (...) [a linha de argumentacdo] pressupde,
entretanto, a sua visdo de que uma sentenga s6 constitui uma verdade matematica
dotada de significado se tiver sido derivada de um sistema de prova especifico.
Sem razdes independentes para essa vis@o, o ataque de Wittgenstein a Godel peca
por peticdo de principio, uma vez que a interpretacio de Godel implica
precisamente que hd um abismo entre significado e verdade matemdticos, por um
lado, e prova e demonstrabilidade matemdticas, por outro. (Glock, 1998, pp. 105-
106)

Como responder entdo a esta objecio? O caminho passa por notar que, para
Wittgenstein, é a interpretacdo filosdfica da sentenga de Godel como sendo

verdadeira, porém indemonstravel, que supde ji o realismo do significado, e que,
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assim, se esta interpretacio € usada como uma evidéncia (ou mesmo uma prova)
do realismo, Wittgenstein pode inverter a acusac¢do de peticdo de principio para
aquele que o acusa.

Este nao é, de fato, o ponto mais dificil de ser defendido em meio as demais
observacdes de Wittgenstein, quase sempre obscuras e polémicas. Tem sido
largamente notado que a prova de Godel ndo afirma nem poderia afirmar nada
sobre a verdade da sentenca G. Como salienta, por exemplo, Torkel Franzén,
todas as sentencas que sdo verdadeiras na prova de Godel sdo de fato
demonstradas e, dado que a sentenca G, pelo segundo teorema de incompletude,
seria mesmo equivalente a consisténcia do sistema, a impossibilidade de se provar
G no sistema equivaleria mesmo a impossibilidade do sistema provar sua propria

consisténcia.

(...) é freqiientemente dito que a prova de Godel mostra que G € verdadeira, ou ‘em
algum sentido’ verdadeira. Mas a prova ndo mostra G verdadeira. O que
aprendemos da prova € que G ¢é verdadeira se e apenas se S € consistente. Nessa
observagdo, ndo existe razdo para usar qualquer formulacdo como ‘em algum
sentido verdadeira’ (...). A prova de Godel nio mostra que existe qualquer
enunciado aritmético que sabemos ser verdadeiro mas ndo € provavel em S, pois o

enunciado ‘S € consistente se e apenas se G’ é provavel em S (...). (Franzén, 2005,
p-99)

Charles Sayward também recentemente defendeu os argumentos de Wittgenstein,
mantendo que a leitura da sentenca de Godel como uma verdade indemonstravel

jé suporia a concepg¢do platonica de verdade, e que, portanto o teorema de Godel

ndo poderia ser legitimamente entendido como provando o platonismo.

O argumento A [que estabelece a existéncia de sentencas verdadeiras, mas
indemonstraveis em um dado sistema] pressupde, em geral, que a verdade é o
mesmo tipo de coisa em cada drea na qual falamos da verdade, e que a verdade
matemadtica, em particular, ¢ uma nogfo sistema-independente. Esta tese € uma tese
filosdfica. Se ndo a aceitamos, ndo precisamos aceitar o argumento A. (Sayward,
2001, p.267)

O ponto de Sayward é que a nocdo cldssica de semantica e de verdade (de
semantica determinada por condicdes e verdade) pressuporia que todas as
sentencas teriam um valor de verdade determinado, e tal pressuposicdo é que
estaria na base da interpretagdo da sentengca de Godel como provando que nossos
métodos de verificacdo ndo alcancam todas as verdades que existem. Uma leitura

anti-realista, tal como a mantida por Dummett, por exemplo, ao contririo, entende
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justamente que a prova de Godel revelaria que a matematica tem buracos de valor
de verdade (Cf.: Dummett, 1978, pp.186-191). Wittgenstein, por seu turno,
também nao aceitaria isso porque sua posicdo €, antes, que a prova, enquanto
prova matemadtica, ndo poderia provar qualquer posicdo filoséfica, nem realista,
nem anti-realista.

O que Wittgenstein afirma, expressamente (Cf.. RFM, 1, Ap. 111, 8), € que se
uma proposi¢do que se diz indemonstravel for falsa, ndo serd indemonstravel, mas
serd demonstravel, e, portanto, verdadeira. Por outro lado, se a tomarmos como
verdadeira, mas nao demonstravel no sistema, a aparéncia paradoxal é eliminada.

E €, de fato, isso também o que nos diz Smullyan:

Ao invés de um paradoxo, existe agora uma interessante verdade — nomeadamente,
que a sentenga acima deve ser uma verdade que ndo € demonstravel no sistema S,
porque se ela fosse falsa, diferentemente do que dissemos, seria provdvel no
sistema S, contrariando o dado fato de que S € um sistema correto que nunca prova
qualquer sentenca falsa. Entdo, a sentenca é verdadeira e entdo também ndo
demonstravel no sistema. (Smullyan, 2001, p.73)

Parece assim que ser verdadeira (no sistema) ndo pode significar, entdo, ser
demonstrdvel (no sistema), porque se a sentenca que afirma de si mesma que nio
¢ demonstravel, fosse verdadeira e, com isso, demonstravel no sistema, seria falsa.
“Estabelecemos assim a condi¢@o de verdade: se a sentenca é provdvel, deve ser
falsa” (Wittgenstein, 2000, item 121 79r). Para Wittgenstein, a interpretacdo da
proposi¢do como verdadeira procederia apenas na dire¢do de eliminar a limitacdo
expressa pela sentenga, que ndo é simplesmente aceita como um resultado
limitativo por conta ja da suposicdo do realismo. A interpretacio realista da prova
expressaria, para Wittgenstein, uma mudanga no uso de nossos conceitos, e,
portanto, uma da confusio conceitual. E interessante notar que Wittgenstein
freqiientemente analisa provas e argumentos com supostos resultados filos6ficos
da seguinte forma: usamos nossos conceitos de um modo tal e tal, em seguida
procedemos com uma mudanga nas regras, e dizemos entdo que descobrimos uma
verdade filoso6fica, a qual consistiria justamente apenas nessa mudanga gramatical
“esquecida’.

Diante disso, Wittgenstein questiona também: o que significa exatamente
considerar que uma sentenca é verdadeira no sistema, mas provada verdadeira

fora do sistema? A seguinte passagem € ilustrativa destes questionamentos:
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Mas ndo podem existir proposi¢cdes verdadeiras que sdo escritas nesse simbolismo,
mas ndo sdo provdveis no sistema de Russell?”” — ‘Proposi¢cdes Verdadeiras’,
proposi¢des que sdo verdadeiras em outro sistema, i.e., podem ser certamente
afirmadas em outro jogo. Certamente, por que nao deveriam existir semelhantes
proposi¢des; ou antes: por que proposi¢des da fisica, e.g., ndo devem ser escritas
no simbolismo de Russell? [sic.: proposi¢cdes da fisica s@o verdadeiras, mas ndo
provaveis no sistema] A questdo € analoga a: podem existir proposi¢des
verdadeiras na linguagem de Euclides, que ndo sdo provaveis em seu sistema, mas
que sdo verdadeiras? Porque existem proposi¢des que sdo provaveis no sistema de
Euclides que sdo falsas em outro sistema. Podem haver tridngulos similares em
outros sistemas que ndo tenham angulos iguais. — “Mas isso € apenas uma piada,
desde que eles ndo sdo similares no mesmo sentido” — Claro que ndo; e uma

2

proposi¢do que ndo pode ser provada no sistema de Russell é “verdadeira” ou
“falsa” em um sentido diferente de uma proposi¢do do Principia Mathematica.
(RFM, 1,111, 7)

Wittgenstein afirma aqui que se a sentenca € verdadeira, mas ndo provada no
sistema, € verdadeira em outro sentido que nio o sentido inicial de ser verdadeira
no sistema. Nesta passagem, vemos que, para Wittgenstein, ou (1) a sentenca
verdadeira, mas ndo provada no sistema é uma proposi¢do empirica, que seria
verdadeira por correspondéncia a algo, e ndo em virtude das regras do sistema, e,
nesta suposicao, se estaria tratando a sentenca de Godel como uma proposicdo
contingente, como se esta pudesse também ser verdadeira por correspondéncia a
algo (por algum critério externo ao sistema) e nido em virtude das regras do
sistema; ou (2) a sentenca € verdadeira porque é provdvel em outro sistema, mas,
neste caso, ndo temos como manter que ela € verdadeira no sistema (pois ela seria
verdadeira em outro sentido). Correto ou nio, o raciocinio ndo supde uma
concep¢do semantica anti-realista, mas precisa apenas fazer a suposi¢do mais
fraca de que ndo hd verdade interna a um sistema sem critério de verdade interno
a este mesmo sistema. Aqui também € interessante notar que a suposicdo de que
‘ser verdadeira no sistema’ significa ser ‘demonstravel no sistema ou ser um
axioma deste’ ndo € um pressuposto de Wittgenstein exatamente, mas um
pressuposto do préprio sistema do Principia Mathematica (PM). As proposi¢des
verdadeiras no sistema do PM sd@o, e isso € expressamente estabelecido por
Russell, as proposicdes primitivas (assumidas sem prova), e aquelas derivadas
pelas regras de inferéncia do sistema (demonstradas) (Cf.: Russell; Whitehead,
PM, pp. 402-406). Este €, portanto, o sentido primério de verdade no sistema de

Russell. O ponto de Wittgenstein parece ser, portanto, que a aparéncia paradoxal
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que a internalizacdo do predicado ‘ser demonstravel’ (Dem) parece gerar, faz com
que sigamos mudando nossos conceitos e separando a determinacdo da verdade
do seu critério de determinacdo, na interpretacdo da sentenca como verdadeira
ainda que indemonstrdvel. Fazer esta interpretacdo € que seria ja supor o
platonismo do significado. Supde-se que se, de fora, a sentenca que afirma a
indemonstrabilidade ¢é, de fato, indemonstrdvel, entdo, dentro, a sentenca
aritmética € ja verdadeira. Entretanto, se dizemos que a sentenca € verdadeira no
sistema, embora, demonstrada fora, o que € pressuposto por este raciocinio é que a
demonstrabilidade pode ser relativa ao sistema, mas a verdade, ndo, o que seria,
para Wittgenstein, supor uma verdade, e mesmo uma nog¢do de sentido, sem
critério de determinacdo, e, com isso, supor jd de algum modo o platonismo.
Sendo assim, para Wittgenstein, sem a ruptura da relagdo interna entre verdade e
demonstrabilidade no contexto normativo, ndo se conseguiria estabelecer a leitura
filoséfica do resultado de Godel, entretanto, esta ruptura ja supde o platonismo e,
sendo assim, ndo seriam exatamente suas consideracdes que incorreriam em uma
petigdo principio.

Mas Wittgenstein vai além nas suas observagdes, ele parece estar
questionando a legitimidade do sistema falar da sua propria demonstrabilidade (do
critério de sua verdade), e este questionamento se relaciona com a analogia que
Wittgenstein faz da sentenca de Godel com um paradoxo l6gico semantico. A este
ponto voltaremos adiante. Por enquanto, cumpre-nos notar apenas que por mais
estranho que esse questionamento possa parecer atualmente, Wittgenstein nao foi
0 Unico a tecer comparagdes nesse sentido. A internalizacdo do predicado relativo
a ‘demonstrabilidade’ como gerando uma forma de paradoxo por auto-referéncia
foi questionado de modo muito mais contundente por Perelman (1936), como se
sabe, e foi problematizada inclusive por Zermelo em sua correspondéncia com
Godel’. Se compararmos a diagonalizagio do predicado relativo a verdade no
resultado de Tarski acerca da indefinibilidade da verdade, com a diagonalizacao
do predicado relativo a demonstrabilidade na prova da incompletude de Godel,

vemos que as duas sentencas tém realmente a mesma estrutura:

2 “...your proof of the existence of undecidable propositions exhibits an essential gap. In order to

produce an ‘undecidable’ proposition, you define a class sign (a propositional function of one free
variable) S = R (q), and then you show that neither [R (q); (q)] = A nor its negation ~A would be
provable. But does S = ~Bew [R (n); n] really belong to your system?” (Zermelo, In.: Shanker,
1989, p.233)
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a) ~Tr* (~Tr*) é V & ~Tr*(~Tr*) ndo é V
b) ~Dem* (~Dem*) é V < ~Dem*(~Dem*) ndo é demonstrdvel

O predicado em negrito € “meta” em relacdo ao predicado em itdlico, e a
aparéncia paradoxal surge porque estamos tomando o que é de ordem superior
como do mesmo nivel do que € formulado no sistema. Entretanto, em relacio a
sentenca de Godel, ndo dizemos que a demonstrabilidade do sistema também
deveria ser formulada fora do sistema, mas separamos a no¢do de verdade da
no¢do de demonstracdo. Uma das questdes de Wittgenstein pode ser formulada
entdo da seguinte forma: por que ndo poderiamos manter a relacio entre verdade e
demonstrabilidade, e afirmar que a no¢do de demonstrabilidade ndo deveria ser

definivel no sistema? Voltaremos a esta questdo adiante.

A analogia com os paradoxos por impredicatividade e a 6mega-

inconsisténcia

Para Wittgenstein, do mesmo modo que, transferindo a no¢do de correlacdo
um-para-um para as classes infinitas, Cantor ndo provaria que os Reais sdo nao-
enumeraveis, mas mostraria apenas que esta ordenagdo nos € vedada no caso dos
Reais — i.e., que existem menos analogias entre Reais e racionais do que se
poderia pensar antes —, transferindo a formalizacdo aritmética para a meta-
linguagem, Godel ndo provaria a existéncia de verdades matemadtica
indemonstraveis, mas mostraria apenas que, com tal formalizacdo, determinadas

construcdes nao podem ser provadas ou refutadas.

Vamos supor que demonstrei a indemonstrabilidade (no sistema de Russell) de P;
entdo por essa prova provei P. Agora se essa prova fosse uma prova no sistema de
Russell — devo nesse caso ter provado de uma vez que ela pertence e ndo pertence
ao sistema de Russell. — Isso € o que fazem semelhantes sentengas. (RFM, A, 111,
11)

Poderia ser dito: Godel diz que se deve também ser capaz de confiar numa prova
matemadtica quando se deseja concebé-la praticamente como a prova de que o
padrdo proposicional pode ser construido de acordo com as regras da prova? Ou:
uma proposi¢do matemdtica deve ser capaz de ser concebida como uma proposi¢ao
de uma geometria que é realmente aplicavel a si mesma. E, se se faz isso, isso
implica que em certos casos ndo € possivel contar com uma prova. (RFM, VII, 221)
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Wittgenstein parece chegar entdo a sugerir que deveriamos simplesmente desistir
de interpretar a sentenga aritmética como denotando a sentenca meta-matematica

que a afirma ‘indemonstravel’.

‘Mas certamente P ndo pode ser provavel, desde que, supondo-se que fosse
provada, entdo a proposicdo de que ela ndo € provavel seria provada.” Ma se ela [P]
fosse provada agora, ou se eu acreditasse — talvez através de um erro — que a
tivesse provado, por que ndo devo deixar a prova manter-se e dizer que devo
suspender minha interpretacio segundo a qual a sentenca se afirma
indemonstravel? (RFM, A, 111, 10)

2

A analogia com os paradoxos por auto-referéncia é certamente o ponto mais
criticado da leitura que Wittgenstein faz de Godel. Tal analogia ndo é, por si
mesma, de modo algum equivocada, ao contrario, ela é largamente reconhecida. E
o proprio Godel quem legitima esta associacdo na introducdo da sua

demonstragdo:

A analogia deste resultado com o paradoxo de Richard é evidente; existe também
uma relacdo intima com o paradoxo do mentiroso [nota: qualquer antinomia
epistemolégica pode ser usada para uma demonstracdo andloga de ndo-
demonstrablidade] uma vez que a proposi¢cdo indecidivel [R(q);q] afirma que q
pertence a K. i.e., de acordo com (1) que [R(q);q] ndo € demonstravel. Assim
temos diante de nés uma proposi¢do que afirma sua prépria indemonstrabilidade.
(Godel, 1931, p.251)

Mas o que justifica a afirmagdo de que Wittgenstein ndo teria mesmo entendido a
prova de Godel é a consideracdo de que ele ndo teria notado que a sentenca de
Godel ndo engendra nenhum paradoxo por auto-referéncia, apesar de tudo, porque
ela ndo contém uma circularidade viciosa. A auto-referéncia permitida pelo
procedimento de aritmetizac¢do é uma auto-referéncia indireta. E sobre isso, afirma

Shanker:

Supde-se que Wittgenstein ndo compreendeu o teorema de Godel porque Godel
nao teve grandes problemas para tornar os varios niveis de enunciados que a prova
emprega perspicuos (Godel ndo escreve as P-sentencas [sentencas aritméticas], mas
se refere a elas pelos nimeros de Godel, que ndo sdo eles mesmo escritos, mas sdo
denotados por complexas func¢des para seu cdlculo, que sdo também usadas para
denotar as M-sentencas [meta-matematicas] as quais correspondem.) E esta critica
das observacdes de Wittgenstein que, talvez, demande um escrutinio maior.
(Shanker, 1989, p. 222-223)
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Como se sabe, o procedimento inicial de Godel consiste em atribuir nimeros de
Godel as féormulas e provas do sistema, estabelecendo uma correspondéncia 1-1
entre expressoes do cdlculo e um subconjunto dos inteiros. A partir disso,
enunciados meta-matematicos sobre expressdes em um cdlculo objeto sdo ao
mesmo tempo lidos como enunciados sobre as relacdes aritméticas mantidas entre
os numeros de Godel correspondentes. Mas, para Wittgenstein, o mero
mapeamento das sentencas pela numeragdo de Godel em nada legitimaria o
suposto espelhamento® da meta-matemdtica na matemdtica, que seria ja, do seu
ponto de vista, uma reformulacdo das regras do calculo. Tal suposto
espelhamento, de acordo com Wittgenstein, € que faria a sentenca G de Godel
mudar de regra, na medida em que assumiria que o contetido referencial da
proposi¢do de ordem superior poderia ser lido na proposi¢do aritmética, o que
permitiria a interpretagdo da sentenca como dizendo algo de si mesma. O ponto
consistiria em notar que o procedimento de correspondéncia proposto por Godel
seria apenas uma técnica de correlacionar nimeros com expressdes, mas que nada
neste procedimento autorizaria a interpretacdo da sentenca como dizendo algo de

si mesma. Vejamos a seguinte afirmacgdo de Godel:

Como € natural, para consideragdes matemadticas, ndo importa muito saber quais
sd0 os objetos que se tomam como simbolos primitivos e, para essa finalidade,
usaremos 0s nimeros naturais [nota: isto €, usaremos uma correspondéncia 1-1
entre os simbolos primitivos e 0s ndimeros naturais]. Assim, uma férmula é uma
sucessdo finita de nimeros naturais e a figura de uma demonstragio é uma
sucessao finita de sucessoes finitas de nimeros naturais. Deste modo, os conceitos
metamatematicos tornam-se conceitos sobre niimeros naturais ou sucessdes destes
[nota] e por isso € pelos menos parcialmente exprimivel no préprio simbolismo do
sistema PM. (Godel, 1931, p. 248-249)

Pela correspondéncia, os nimeros seriam tomados como simbolos como
quaisquer outros, mas isto em nada permitiria, para Wittgenstein, a conclusdo de
que conceitos meta-matemdticos se tornassem conceitos sobre ndmeros, e,
portanto, se tornassem expressaveis no proprio sistema do PM.

E apenas na medida em que os enunciados meta-matemdticos sobre
expressdes sdo supostos espelhar, e, por isso, a0 mesmo tempo lidos como

enunciados sobre relacdes mantidas entre os ndmeros de Godel, que estes

? Retiramos o termo ‘espelhamento’ nao de Wittgenstein, mas de Shanker, que o utiliza para
ressaltar esta mesma distin¢do. Cf.: Shanker, 1989, pp.216-222.
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enunciados meta-matematicos sdo tomados como podendo falar de si mesmos
indiretamente, isto €, ndo através da sua prépria referéncia direta, mas através das
relacdes acima mencionadas.

Através do procedimento de Godel, ao invés de nos referirmos diretamente
a sentenca, a descrevemos com uma fung¢do nome independentemente definida.
Assim, a sentenca poderia se referir a esta funcdo independentemente definida
enquanto féormula, sem, com isso, supor a si mesma ja completa. Dessa forma, a
sentenca de Godel escaparia a circularidade viciosa presente em sentengas como:
‘esta sentenga é falsa’ ou (1) ‘a sentencga (1) tem 10 palavras’. Nestes casos, se
tentamos substituir o ‘esta’ ou o ‘(1)’ por sua referéncia, ficamos com algo assim:
(1) A sentenca ‘a sentenca ‘a sentenga ‘a sentencga ... oo tem 10 palavras. O que

significa dizer que a tentativa de auto-referéncia gera um regresso infinito.

Se entendermos o ‘esta’ como reflexivo aqui, entdo se poderia escrever a
proposi¢do simplesmente como uma abreviagdo para: A proposi¢do: esta
proposi¢do... ndo se deixa demonstrar, e aqui o ‘esta’ ndo seria usado de modo
reflexivo. A proposi¢do seria uma proposi¢cdo matemadtica sobre sua prépria forma.
(...) Esta proposig¢ao.... ndo se deixa derivar: esta proposi¢do... ndo se deixa derivar.
(Wittgenstein, 2000, item 121 83v)

Estariamos aqui tentando falar de uma sentenca na qual um dos seus termos, para
referir, supde a sentenca inteira completa, mas a sentenga precisa do termo
(referindo) para completar-se, e o termo precisa da sentenca completa para referir.
Entretanto, isso ndo ocorreria com a sentenca G. E € isso o que afirma Godel,

quando objeta em nota que sua sentenca G seja circular:

Ao contrario do que pode parecer, esta proposi¢do ndo € circular, porque, em
primeiro lugar, afirma a indemonstrabilidade de uma férmula especificamente
definida (exatamente a de ordem q na ordenagdo lexicografica, depois de uma certa
substitui¢do) e, além disso, s6 depois (e como se fosse por acaso) se verifica que
esta formula é exatamente aquela cuja indemonstrabilidade se exprime. (Godel,
1931, p.251)

Wittgenstein estd bastante consciente, ao contrdrio do que se poderia pensar, do
cardter indireto da auto-referéncia da sentenca de Godel, ele afirma: “A sentencga
de Godel diz de modo indireto que ndo é demonstravel” (Wittgenstein, 2000, item

121 82v, grifo nosso). Ndo obstante, para ele, ainda assim, deveriamos perguntar

0 que legitima tomar a férmula independentemente definida como espelhando a
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sentenca que afirma a indemonstrabilidade. Ressaltar a ndo-circularidade da
sentenca de Godel deveria significar dizer que tanto o sentido (1) da fungdo-nome,
quanto o sentido (2) da sentenca G tém uma mesma referéncia (que permitiria ou
justificaria o espelhamento de uma na outra), entretanto, o sentido da fungéo-
nome seria determinado independentemente do sentido da sentenga G que, assim,
poderia tomd-la como argumento enquanto férmula, de tal modo que s6 depois,
“como que por acaso”’, descobrirfamos que o sentido 1 se refere a mesma
proposi¢do que o sentido 2. Entretanto, o que significa dizer que o sentido 1 e o

sentido 2 (meta em relacdo a 1) tem uma mesma referéncia? Comentando este

ponto, Rupert Read afirmou:

Vamos por todos os meios permitir que a seta do ‘esta’ volte para si mesma
passando através de vdrios estagios intermedidrios, e seguindo uma longa e
desviante trajetéria, antes de retornar para seu alvo. Mas por que isso deve nos
convencer do que quer que seja? Por que deve fazer qualquer diferenca para a
l6gica da situacdo se a seta que tragcamos € longa ou curta? (Read, 2005, p.11)

O ponto de Read é: ou bem a sentenca aritmética e a sentenca metamatematica sao
a mesma ou sdo diversas. A sentenca de Godel precisa se referir a férmula na
medida em que esta se refere a sentenga, ainda que seja indiretamente, de outro
modo, deveriamos suspender a interpretacdo da sentenca como se dizendo
indemonstravel. Chegamos, com esta observagdo, a afirmacdo central para a
leitura que Juliet Floyd e Hilary Putnam (2000) propdem das observacdes de
Wittgenstein sobre o teorema de Godel: ‘deveriamos suspender a interpretacdo da
sentenca como se dizendo indemonstravel’. No artigo Uma nota sobre o notorio
pardgrafo de Wittgenstein sobre o teorema de Godel, é apresentada uma arrojada
interpretacdo da passagem I, III, 8, dos RFM, que citamos em seguida, de acordo
com a qual ficaria garantido que Wittgenstein, apesar de tudo, teria entendido a
prova de Godel e, além disso, avancado uma observagdo de notdrio interesse

filosofico sobre este.

Imagino alguém pedindo o meu conselho; ele diz: “eu construi uma proposi¢io
(usarei ‘p’ para designi-la) no simbolismo de Russell, e por meio de certas
definicdes e transformacdes, pode ser interpretada de tal modo que ela diga: ‘P ndo
€ demonstravel no sistema de Russell’. Ndo devo dizer que esta proposi¢ao por um
lado € verdadeira, e por outro € indemonstravel? Pois, admitindo que ela seja falsa,
entdo é verdade que ela é indemonstravel. E isso ndo pode ser! E se ela for
demonstrada, entdo isso mostra que ela ndo € demonstravel. Assim, ela s6 pode ser
verdadeira, mas indemonstravel.” Tal como perguntamos ‘demonstravel em que

sistema?’, entdo também temos que perguntar ‘verdadeiro em que sistema?’
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‘Verdadeiro no sistema de Russell’ significa, como dissemos, demonstrado no
sistema de Russell, e ‘falso no sistema de Russell’ significa que se demonstrou o
contrario no sistema de Russell. — Agora, o que € que o seu ‘suponha que € falsa’
significa? No sentido de Russell, significa ‘suponhamos que o contrdrio é
demonstrado no sistema de Russell’; se essa € a sua suposicdo vocé desistird da
interpretacdo segundo a qual ela é indemonstrdvel. E por ‘esta interpretacdo’ eu
entendo a traducdo da proposicdo nesta proposicdo inglesa. — Se admitir que a

z

proposicdo € demonstravel no sistema de Russell, isso significa que ela &
verdadeira no sentido de Russell, e terd novamente de desistir da interpretagdo ‘P
ndo é demonstrdvel’. Se admitir que a sentenga € verdadeira no sentido de Russell,
a conseqiiéncia é a mesma. Além disso: se € suposto que a proposicdo € falsa num
outro sentido que ndo o de Russell, entdo ndo contradiz o fato de que ela seja
demonstrada no sistema de Russell. (O que no xadrez significa ‘perder’, pode
determinar a vitéria num outro jogo.) (RFM, 1, Ap 111, 8, grifo meu)

De acordo com Floyd e Putnam, a passagem acima conteria uma afirmagdo
filoséfica de grande interesse. E a afirmacdo que os autores tomam como tendo tal
interesse na passagem é: ‘se se assume que ~p € provavel no sistema de Russell
deve-se (ou se ird presumivelmente) desistir da tradugdo de P pela sentenca em
inglés ‘p ndo € provavel’.” De acordo com Floyd e Putnam, tal afirmacio deve ser
explicada da seguinte forma: se se assume que ndo-G € provdvel no sistema de
Russell, deve-se desistir da tradu¢do de G pela sentenca ‘G ndo é provavel’,
porque se nao-G fosse provavel no PM, o PM seria 6mega-inconsistente, € se 0
PM fosse dmega-inconsistente, ndo daria conta da no¢@o de nimero natural, e ndo
poderiamos mesmo, portanto, traduzir G como ‘G ndo é proviavel no PM’ porque
o predicado ‘x é um nimero natural’ em G néo poderia ser interpretado como ‘x é
um ndmero natural’ — e seria isso o que Wittgenstein teria pretendido dizer.

Vejamos entdo o argumento completo e expliquemos em detalhe o que
Floyd e Putnam estdo atribuindo a Wittgenstein para avaliarmos em que medida é
plausivel que Wittgenstein tenha pensado isso. Primeiramente, o que significa o
sistema ser Omega-inconsistente? Um sistema € entendido como Omega-
inconsistente se existe uma férmula a qual provamos todas as suas instincias
particulares, mas ndo provamos o universal. Ou, se existe uma férmula que é
demonstrdvel, mas ndo € demonstravel em nenhum estagio, isto é:

¥n € N, A férmula F ndo € demonstravel no estigio n: {~Deml(F); ~Dem2(F);
Dem3(F);...}. Mas F é dem: {Dem(F); ~Dem1(F); ~Dem2(F); Dem3(F);...}

Ou, de modo mais geral:
I 3xF(x) & VneN | ~Fx)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0511069/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0511069/CA

297

Sendo assim, terfamos que supor que podemos construir um modelo que
ultrapassa os naturais, ou seja, que “o sistema nio tem nenhum modelo no qual o
predicado interpretado como ‘x € um nimero natural’ possua uma extensdo
isomérfica a dos nimeros naturais”.

A suposicdo de Omega-consisténcia, no resultado de Godel, substitui a
suposi¢cdo mais forte da correcdo do sistema, interditando que a negacdo de G
possa ser provada. Se G fosse provada, o sistema seria inconsistente. Se nao-G
fosse provada, o sistema seria 6mega-inconsistente. E, portanto, supondo-se o
sistema consistente e Omega-consistente que o resultado de Godel se segue. Estas
sdo suposi¢cOes sintdticas, isto €, dizem respeito apenas a demonstrabilidade e a
indemonstrabilidade, ndo falam em verdade ou falsidade. Uma maneira mais
pesada, por assim dizer, de se garantir que G ndo poderia ser provada falsa no
sistema seria supondo-se a correcdo do sistema, isto €, que o sistema ndo prova
nada falso, sendo assim, se G fosse provada falsa, deveria ser provavel no sistema
(pois se afirma indemonstrdvel), contrariando a correcdo. Como quer que seja, a
correcdo implica a Omega-consisténcia porque se tudo que provamos for
verdadeiro no modelo, entdo ndo pode existir uma sentenga F(x) provada no
sistema, e para todo n pertencente aos naturais, provarmos no sistema ~F(n),
afinal s6 provamos o que é verdadeiro no modelo. Adicionalmente, se tivermos
provado ndo-G (isto é: que ndo € o caso que G € indemonstravel e, portanto, G
seria demonstravel), isso ndo poderia ser o caso se o sistema fosse Omega-
consistente e, portanto, o sistema seria Omega-inconsistente. Mas, por que
exatamente? Porque se G € refutado, ndo € o caso que G é indemonstravel e,
portanto, a demonstracdo de G deveria ser demonstrdvel. Isso se deve em grande
medida ao cardter “paradoxal” da sentenca, e até aqui certamente as passagens de
Wittgenstein sobre o assunto realmente comprovam que ele foi. Mas, se o sistema
€ Omega consistente, e ~G é demonstrado, sendo portanto, G refutado, segue-se
que a demonstracdo de G ndo poderia ser jamais demonstrada. Sendo assim, o
sistema seria dmega-inconsistente.

De fato, isto (que, se provamos ~G, o sistema tem que ser Omega-
inconsistente) se segue da propria diagonalizagdo do predicado relativo a

demonstrabilidade. Para ver isso, basta seguir os passos em detalhe:
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1) Se tomarmos que a negacdo de uma sentenga qualquer € refutdvel se e somente
se a sentenca € demonstravel:

~F(x) € ref. <> F(x) é dem.
2) E aplicarmos isto a diagonaliza¢do da demonstrabilidade, temos que:

~Dem*(x) € ref. <> Dem*(x) é demonstravel
Dem (x(x)) é demonstravel

3) Aplicando isso a sentenca de Gdodel, isto €, a sentenga que afirma de si mesma
que ndo é demonstravel, temos que:

~Dem*(~Dem*) é refutdvel «» Dem* (~Dem*) € demonstravel
Dem (~Dem*(~Dem*)) é demosntravel

G é refutavel < Dem G ¢ demonstravel

4) Ora, mas se G ¢ refutavel, temos que
|- ~@G, o que significa que

G, mas 5) se cruzarmos isso agora com a suposi¢do da dmega-consisténcia
emos uma contradi¢do, porque terfamos que :

¥n € N, G nio seria demonstravel no estagio n, e, portanto, /}/Dem (G)

6) Das férmulas acima retiramos uma contradi¢io

(Dem ( G ) é demonstravel) & (/I/ﬁem (G))

1

7) E, portanto, a suposi¢cdo de Omega-consisténcia deve ser negada, sendo o
sistema Omega-inconsistente.

A interpretacdo de G como se dizendo indemonstridvel teria entdo que ser
suspensa, no caso de a negacdo de G ser demonstrada, justamente porque a no¢ao
de ndmero natural ndo poderia ser expressa no sistema, dada a sua Omega-
inconsisténcia: “a dmega-inconsisténcia mostra que um sistema nao tem nenhum
modelo no qual o predicado interpretado como ‘x € um ndmero natural’ possua
uma extensao isomorfica a dos nimeros naturais”. Isso se explica na medida em
que a sentenga G tem a forma: ~3x Numero natural (x) & Prova (x, t), onde t
abrevia uma expressdo numérica cujo valor resulta no nimero de Godel de G ela

mesma. Entretanto, afirmam Floyd e Putnam:
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(...) descobrindo que o PM é 6mega-inconsistente, descobrimos que: 1. ‘nimero

natural ndo pode ser assim interpretado. Em todas as interpretagdes admissiveis do

PM (todas as interpretacdes que se ajustem a ao menos um modelo do PM),

existem entidades que ndo sdo nimeros naturais (e, portanto, ndo sdo nimeros de

Godel de provas); 2) aqueles predicados do PM (e.g. Prova (x,t) ) cujas extensdes

sdo provavelmente infinitas e que acreditamos ser subconjuntos infinitos de N (o

conjunto dos ndmeros naturais), ndo tem tais extensdes em qualquer modelo. Ao

contrdrio, eles tém extensdes que invariavelmente também contém elementos que
ndo sdo nuimeros naturais; 3) em resumo, a traducdo de P como P € indemonstravel
no PM ¢ insustentdvel nesse caso — exatamente como Wittgenstein afirmou! Isso,
como quer que seja, ndo afeta a correcdo da prova de Godel, pois nada na prova diz

respeito a tal interpretagdo em prosa ordindria.” (Floyd; Putnam, 2000, p.625)

Esta leitura das observagdes de Wittgenstein, apesar de certamente elegante,
ndo parece muito plausivel porque é pouco proviavel que Wittgenstein tenha
condensado todo este argumento naquelas duas linhas. Afinal, se este era o ponto
mais importante de seus comentarios sobre Godel, ele deveria ter escrito mais
sobre o assunto. A interpretacdo, ainda assim, parece corroborar-se por relatos de
cunho biogrificos, dentre os mais importantes a afirmacdo categdrica de
Goodstein, em 1957, de acordo com a qual Wittgenstein teria interpretado o
teorema de Godel imediatamente como tendo estabelecido a 6mega-inconsisténcia
do sistema formalizado em questio, bem como a sua conseqiiente impossibilidade
de captar o conceito de nimero natural; e a afirmacao de Alister Watson, em seu
artigo na Mind sobre a capacidade de sistemas recursivos aritméticos Omega-
inconsistentes expressarem a noc¢do de ndmero natural, no qual ele afirma ter
chegado a esta idéia conversando com Wittgenstein e com Turing (Cf.: Floyd;
Putnam, 2000, p.626).

De fato, ainda que a questdao da dmega-inconsisténcia tenha sido notada por
Wittgenstein, isto ndo significa que ele a tomava como a questdo de cunho
filos6fico mais importante a ser ressaltada no que se refere ao teorema, de outro
modo, parece que ele mesmo teria desenvolvido em detalhes este ponto. O que é
textual € que Wittgenstein certamente chega ao carater paradoxal do passo (3)
anteriormente exposto, € certamente o associa com os paradoxos por auto-
referéncia. Parece também que isso € razdo suficiente para ele propor a recusa a
interpretacdo da sentenca como se dizendo indemonstrdvel. Em todo caso, é
razodvel que Wittgenstein tenha chegado a relacionar isso com a Omega-

inconsisténcia. Até porque, como notamos, que a dmega-inconsisténcia se segue

de ~G é uma conseqiiéncia da propria diagonalizagdo do predicado, o que
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Wittgenstein certamente leva em conta. Alids, se Watson diz que chegou a esta
idéia conversando com Wittgenstein, ndo temos mesmo razao para supor que ele
mente. Obviamente isto ajuda a argumentar que Wittgenstein deve ter
compreendido a prova de Godel, se foi, afinal, capaz de pensar e formular algum
raciocinio amplamente entendido como correto sobre esta.

Mas, tal como entendemos, a leitura defendida por Floyd é interessante, e
expressa corretamente pelo um ponto central da posicio de Wittgenstein,
justamente na medida em que entendemos a dmega-incosisténcia do sistema, e a
derivada impossibilidade do predicado ‘x é um nimero natural’ ser lido neste,
como se originando da propria diagonalizacdo da sentenga G. Isto é: quando
entendemos o resultado das andlises anteriormente expressas como se derivando
da exigéncia de que enunciados meta-matematicos espelhem enunciados
aritméticos. O ponto central seria, portanto, trivial, e isso explica porque
Wittgenstein ndo escreveu mais sobre a questdo da dmega-incosisténcia, como
teria feito depois, supostamente influenciado pelas suas andlises, Alister Watson.
Sistemas que permitem a impredicatividade geram “falsas totalidades”, que sdo,
como foi inicialmente mantido por Poincaré, justamente as totalidades
impredicativas. A recorréncia deste aspecto é também o foco de atengdo de
Wittgenstein em suas observacdes sobre a sentenga G, e € também por isso que o
predicado ‘x € um ndmero natural’ teria uma extensio que ndo pode ser lida no
sistema. Sdo resultados como este que os paradoxos por impredicatividade t€m
gerado desde a apari¢do no programa logicista e isso é o que justifica a analogia
que Wittgenstein faz da sentenca de Godel com o paradoxo. Permitir que a
sentenca através da funcdo-nome diga algo sobre si mesma deve implicar tomar
enunciados de ordem superior como sendo objetivados pelos mesmos referentes
abstratos que enunciados de ordem inferior. Isso implica necessariamente tomar o
dominio dos objetos abstratos como impredicativo, isto €, como “maior do que ele
mesmo”. E nisso reside, para Wittgenstein, o interesse filos6fico em questdo. Por
isso, em meio aos seus comentdrios sobre Godel, Wittgenstein afirma
misteriosamente: “A Filosofia deve a Teoria de Conjuntos uma enormidade, pois
agora temos ja uma experiéncia das armadilhas que a fraseologia pode apresentar
(...).” (Wittgenstein, 2000, item 121 76v) A partir disso, ele conclui que devemos
suspender a interpretacdo (em prosa) da sentenca como dizendo algo de si, e

também afirma que se tomamos a sentenca como verdadeira no sentido de
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Russell, no PM, a mesma conclusio se segue. Deixando isso claro, acreditamos
ressaltar a coeréncia da leitura de Floyd e Putnam com as demais passagens de
Wittgenstein sobre o tema.

O que a descri¢ao da sentencga, pela funcdo nome, faz, para Wittgenstein, é
conferir-lhe um sentido, e, nesse caso, teriamos dois sentidos, que deviam ser
ambos relativos & mesma proposi¢do, mas que ndo podemos, por iSsO mesmo,
dizermos simplesmente que se tratam da mesma proposi¢cdo. Do mesmo modo,
entdo, que perguntamos em que sentido a sentenga indecidivel dentro do sistema é
a mesma provada verdadeira fora, podemos perguntar agora em que sentido a
sentenca meta que afirma a indemonstrabilidade, e a sentenga aritmética da qual a
indemonstrabilidade € afirmada podem ser ditas proposi¢des que espelham uma a
outra. Como afirma Wittgenstein, parece que deveriamos ter duas proposicdes —
‘P’ e ‘P € indemonstravel’ —, e resta entdo justificar a assercdo de que se tratam da

mesma proposigﬁo.4 Shanker comenta este ponto:

A aparéncia iluséria da conclusio em prosa paradoxal de que uma proposi¢dao
matemadtica pode inteligivelmente dizer de si mesma que é indemonstravel funda-se
na premissa de que se pode distinguir entre U [enunciado aritmético] e Mi
[enunciado meta-matematico] e trati-las como proposi¢des matemdticas autdnomas
mapeadas uma sobre a outra, e entdo argumentar adicionalmente que as estruturas
de U e Mi sdo tais que espelham uma a outra. (Shanker, 1989, p.224)

7z

E fudamentalmente esse espelhamento que o que é problematizado por
Wittgenstein. Obviamente, dizendo isso, ndo estamos mantendo aqui que seja um
problema em si mesmo, para o segundo Wittgenstein, a auto-referéncia da
sentenca de Godel. O problema é o que se pretende com esta permissdo.
Wittgenstein, no periodo tardio de sua filosofia, ndao interdita a atribui¢do de
qualquer sentido as proposicdes que envolvem alguma forma de
impredicatividade (auto-referéncia). Ao contririo, ele afirmou: “Poderiamos

introduzir um jogo de linguagem no qual proposicdes que dizem algo sobre si

+«0 que significa dizer que ‘P’ e ‘P é indemonstravel’ sdo a mesma proposi¢ao? Significa que
essas duas sentencas em inglés tem uma mesma expressdo em tal e tal notacdo” (RFM, 1, 111, 9)
Mas o fato de que elas tém uma mesma expressdo em alguma notagdo, nio as torna a mesma
proposi¢do, desde que “a expressdo sozinha ndo significa nada”, como notou Wittgenstein no
Tractatus (3.332-3) “Suponhamos, pois, que a fun¢do F(fx) pudesse ser seu préprio argumento:
haveria, nesse caso, uma proposi¢do ‘F(F(fx))’, e nela a funcdo externa F e a funcdo interna F
devem ter significados diferentes: pois a interna tem a forma ®(fx), a externa, a forma ¥(D(fx)).
Ambas as fungdes tém em comum apenas a letra ‘t”, que sozinha, porém, ndo designa nada. (...)”
(TLP, 3.333)
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mesmas encontram aplicacdo” (Wittgenstein, 2000, item 121 79v). Mas € preciso,
de um ponto de vista afim com o método wittgensteiniano, clarificar o que esta
envolvido nesta atribui¢do de sentido, e o que decorre da mesma, na medida em
que, nestes casos, ndo € possivel contar com nenhuma suposta referéncia, ou
critério, existente independentemente determinando para o sentido da proposicao.
De um ponto de vista wittgensteiniano, como nossas explicacdes t€m um fim em
algum lugar, a prépria determinacdo semdintica envolve alguma auséncia de
critérios externos de determinacgéo ulterior, e, nesse sentido, uma certa forma de
impredicatividade € mesmo a caracteristica geral do ambito normativo da
linguagem: “Se poderia dizer também que a proposicao aritmética 3 + 2=5 afirma
algo de si mesma. Ela poderia ser desmembrada em um grupo de 3 e um grupo de
2 signos?”’ (Wittgenstein, 2000, item 124 89). Nos lembrar disso é também uma
importante fungdo dos paradoxos por impredicatividade: “As vdrias formas quase
piadistas do paradoxo légico sdo de interesse apenas até lembrarem alguém do
fato de que uma forma séria do paradoxo € indispensdvel para entendermos sua
funcdo.”(RFM, VII, 30). O problema é se pretender aceitar o sentido de uma
sentenca auto-referente, sem maiores modificagdes em nossos conceitos, como se
esta pudesse continuar a ter sua verdade determinada externamente, por uma
referéncia independente, tal como uma proposicdo empirica. Do ponto da vista da
Filosofia do segundo Wittgenstein, se pode atribuir um sentido as sentengas auto-
referentes, do mesmo modo que as proposi¢des normativas podem também
possuir sentido, mas, para isso, € preciso que estas tenham um uso e se insiram em
uma pratica bem determinada, que lhes confira significabilidade e funcio,

anulando a vacuidade de sentido da proposicao:

Muito embora “a classe dos ledes ndo é um ledo” pareca uma sentenca sem sentido,
a qual se pode apenas atribuir um sentido por delicadeza, eu ainda ndo quero toma-
la dessa forma, se apenas isso é tomado como certo (e ndo como no Tractatus).
Assim minha concepcdo € diferente aqui. Isso significa que estou dizendo agora:
existe um jogo de linguagem com esta sentenca também. (RFM, VII, 36)

z

Assim, se € verdade que Wittgenstein ndo pretende expulsar a
impredicatividade de nossa pratica lingiifstica legitima, desde que a toma mesmo

como inevitdvel e constitutiva do uso normativo da linguagem, é igualmente

correto que ele mantém ainda como um problema de principio conceitual a
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contradi¢@o inerente a impredicatividade, isto é, ele jamais abriu médo das andlises

que compartilha com Poincaré sobre o tema.

Por que ndo deve ser dito que uma contradi¢do como ‘heterologica’ € heterologica
= ~(heterologica € heterologica), mostra uma propriedade 16gica do conceito

heteroldgica’? ‘dissilaba é heterologica’, ou ‘polissiliaba nao é heterologica’ sido

proposi¢des empiricas. Pode ser importante em alguns contextos descobrir se
adjetivos possuem as propriedades que representam. A palavra ‘heteroldgica’ seria

2

neste caso usada em um jogo de linguagem. Mas agora, a proposi¢dao * ‘h’ € h’ é

suposta ser uma proposicao empirica? Obviamente que ndo, nem devemos admiti-
la como uma proposicdo em nosso jogo de linguagem mesmo se ainda ndo

descobrimos a contradi¢do. ‘h> € h® = ~( ‘h’ € h) pode ser chamada ‘uma

verdadeira contradi¢do’. — mas essa contradicio ndo é uma proposicdo com
sentido! Concordo, mas as tautologias da logica também ndo s@o. A contradicdo é
verdadeira significa: ela € provada, derivada das regras para a palavra ‘h’. Seu

2 2

emprego é mostrar que ‘h’ é uma daquelas palavras que nao produzem uma

proposi¢do quando inseridas em ‘x € h’. A contradicdo € verdadeira significa: ela é
realmente uma contradi¢cdo e entdo voc€ ndo pode usar a palavras * ‘h’ * como um

argumento em ‘X € h’. (RFM, VII, 28)

Mas a auto-referéncia é apenas aceitavel se ndo se toma o sentido como
determinado por referéncia independente. E, portanto, no mesmo sentido que
Wittgenstein antevé a aceitacdo de uma contradicio em um célculo, desde que a
esta seja atribuida um sentido, sem que o cdlculo se torne, por isso, trivial, que
Wittgenstein também poderia aceitar uma sentenca auto-referente, mas ainda
assim com sentido. Obviamente, isso apenas procede por conta de suas
consideracdes semdnticas, pelas quais nossas determinacdes conceituais sdo
significativas ndo por correspondéncia ao que quer que seja, mas por insercao
pratica. Nesse sentido, as proprias contradicdes podem ser determinadas, ndo
porque, claro, correspondem a alguma determinagdo real, extensional — alguma
realidade contraditdria —, mas justamente porque se inserem, no sentido acima, em

alguma pratica determinada

(...) A contradi¢do russelliana € inquietante ndo porque € uma contradi¢do, mas
porque todo o desenvolvimento que culmina nela é um desenvolvimento
canceroso, ela parece crescer para fora do corpo normal sem objetivo e sem
sentido. (...) Mas vocé ndo pode permitir que uma contradicio se estabeleca! — Por
que ndo? Nos algumas vezes usamos essa forma na nossa fala, claro, ndo
freqlientemente — mas se poderia imaginar uma técnica de linguagem na qual as
contradi¢des fossem instrumentos regulares. Pode-se dizer, por exemplo, de um
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objeto em movimento que ele existe e ndo existe neste lugar; a mudanca é muito
bem expressa por meio da contradi¢do. (RFM, VIL,11)

E claro que se o critério que estamos utilizando para algo ter um sentido
determinado ndo € a correspondéncia a alguma suposta realidade extensional, mas
o cumprimento de uma determinada fun¢io em nossos jogos de linguagem, ndo ha
motivo nenhum, em principio, para que uma contradi¢do ndo possa ter sentido,
afinal, ter ou ndo sentido ndo depende, assim, de algo pré-determinado,
extensionalmente, e para todo sempre, mas é uma questio pratica e contextual.
Além disso, ndo precisaremos, neste caso, retirar desta atribui¢cdo de um sentido
determinado as contradi¢do, a existéncia de uma realidade ela mesma
contraditéria. E o equivoco comum € que fazemos isto, ou ainda, pensamos que
podemos nos livrar da prépria contradi¢do por conta do sentido determinado que
atribuimos a ela. Supomos que esta determinagido deve corresponder a algo no
mundo e, mais ainda, justamente por isso, esperamos poder resolver, a partir
disso, a contradicdo. Para Wittgenstein, ao contrdrio, o problema relativo as
contradi¢des seria a paralisagdo que elas produzem em nds, que é o que a torna de
fato, para Wittgenstein, algo que possa ser chamado ‘contradicdo’, enquanto

aquilo que ‘ndo determina um lance em nosso jogo de linguagem’.

A contradicdo impede-me de chegar a agir no jogo de linguagem. (Z,685)

A contradi¢do deve olhar-se ndo como uma catdstrofe, mas como uma parede
indicando que nds ndo podemos continuar por ali. (Z, 687)

Gostaria de perguntar, ndo “que temos de fazer para evitar uma contradicdo?”’ mas
“que devemos fazer se chegarmos a uma contradi¢do?” (Z, 688)

A posi¢do que Wittgenstein quer negar € aquela segundo a qual a descoberta de
uma contradi¢do poderia nos levar ao abandono da matemadtica que foi feita, da
técnica de calculo produzida e usada. “If I can apply the calculus, I have applied
it; there are to be no subsequent corrections. What I can do, I can do. I cannot
undo the application by saying: strictly speaking that was not an application.”
(WVC, p.139) Para ele, dizer que a contradi¢do s6 surge fora do cdlculo, quando
fazemos metafisica e buscamos fundamentos para a matemdtica significa dizer
exatamente que a contradi¢do, com seu poder de contradicdo, isto €, com seu

poder paralisacdo, s6 surge neste contexto porque, de outro modo, sabemos
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sempre como proceder sem problemas.5 O problema das contradi¢des para
Wittgenstein € apenas a ndo determinag@o de nada, isto é o que o autor expressa
por afirmar que “ndo determinam um lance em um jogo de linguagem”, ndo tém
sentido. Quem diz algo e em seguida nega ¢ como se fosse efetuar um lance em
um jogo e depois mudasse de idéia, portanto, a contradi¢do, nesse sentido, ndo
pode significar nada, ndo tem significacdo. Tal caracteristica pode ser entendida
como equivalente a trivialidade, isto €, a regra segundo a qual de uma contradi¢io
qualquer coisa pode ser derivada, dai dizer-se que a contradicdo ndo determina
nada porque “diz tudo”, isto €, ndo exclui nada e, portanto, “nio diz nada”. Mas se
podemos pensar que contradi¢cdes sejam admitidas, e que nem por isso tudo mais
se siga, ou seja, que a contradicio ndao implique a trivialidade, desde que
associamos as contradi¢des a uma regra, a uma determinacdo, a uma técnica, que
impecga que desta siga-se qualquer coisa, ndo hd entdo nenhum problema com as
proprias contradi¢cdes (LFM, XXI, p.209). Por isso que alguns a associam
Wittgenstein a uma certa forma de defesa da paraconsisténcia, ainda que nao
desenvolvida, desde que o autor, em vdrias passagens, ndo considera legitima a
inferéncia da trivialidade a partir da contradigeio.6 Se uma contradigdo §é
encontrada e isto ndo faz com que o sistema deixe de funcionar, isso significa que
existem determina¢des, e, portanto, exclusdes semanticas, que admitem

contradi¢des, e que nem tudo pode ser, portanto, inferido destas.

If a contradictions were now actually found in arithmetic — that would only prove
that an arithmetic with such a contraction in it could render very good service; and
it will be better for us to modify our concept of the certainty required, than to say
that it would really not yet have been a proper arithmetic. (RFM, VII, 36)

Mas isso apenas seria admitido se as contradigdes fossem “lteis”, se “servissem
para alguma coisa” (LFM, XXI, p.207-209), pois, neste caso, haveria uma regra,
uma determinacio associada a ela. E exatamente neste mesmo sentido que
Wittgenstein ndo pretende excluir a auto-referéncia do nosso uso lingiiistico. De

todo modo, ndo € desta forma que se pretende que a sentenca de Godel funcione.

> “Enquanto posso jogar um jogo, posso joga-lo, e tudo estd bem. A verdade da questdo € esta —
nosso célculo enquanto célculo estd todo certo. Ndo faz sentido falar de contradi¢des. O que €
chamado uma contradicdo vem a exist€ncia tdo cedo damos um passo fora do célculo e dizemos,
na prosa didria, ‘portanto esta propriedade é verdadeira de todos os nimeros, mas o nimero 17 néo
tem esta propriedade’. No célculo, uma contradicio ndo pode se manifestar.” (WVC, p.120)

S Cf.: RFM, 1V, 57; WVC, pp.131-132.
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E ndo é claro que possamos mesmo ter isso no suposto dmbito da meta-

matematica:

Aqui € necessario lembrar que as proposi¢des da légica sdo construidas como nao
tendo nenhuma aplicagdo como informagdo na pratica. Entdo se poderia muito bem
dizer que elas ndo sdo proposi¢des de todo; e que a escrita delas encontra-se sob a
necessidade de justificacdo. Agora se nds juntamos a estas proposicdes uma
estrutura adicional como uma sentenca, entdo estamos mais no escuro sobre que
tipo de aplicacdo este sistema de combinagdes de signos € suposto ter; desde que o
mero envolver uma sentenca ndo € suficiente para fornecer a esta conexdo de
signos qualquer significado.(RFM, A, 111, 20, p.123) Vocé ndo tem acima de tudo o
menor uso para uma tal sentenga. (Wittgenstein, 2000, item 121 81v )

Na aritmética formal, a permissdo da auto-referéncia aparece apenas, portanto,
como uma permissdo de um lance indevido em um jogo de linguagem, tentando
ser entendida ainda sob a manutenc¢ao parcial das regras que a interdita, e € s6 por
isso, por esta manutengdo parcial, que ainda acredita-se poder ter critérios

externos para a determinagdo da verdade da sentenca G.

Um problema para o programa de Hilbert

As proprias andlises de Wittgenstein se coadunam com a idéia, atribuida ao
resultado de Godel, de que um sistema nido possa ser usado para provar sua
prépria consisténcia, desde que seria preciso sair deste para isso. Particularmente,
dado as criticas que Wittgenstein faz ao programa de Hilbert, parece que ele
deveria ser simpatico a esta leitura intuitiva da prova de Godel.

Pode ser mostrado, entretanto, que o principal problema que Wittgenstein
identifica na prova Godel teria suas raizes ja no programa de Hilbert, na aceitagio
da sua demanda de que a linguagem matematica fale e dé conta formalmente de
seus proprios fundamentos, o que se relaciona diretamente com o ja mencionado
suposto  espelhamento dos enunciados meta-matematicos, acerca da
demonstrabilidade em S, em enunciados aritméticos, que sdo eles mesmos parte
de S. De acordo com Wittgenstein, Hilbert demanda justificagdo para além do que
€ possivel obter. Lembremos aqui entdo a muito citada exasperacdo de Hilbert
diante da aparente quebra de confianca que os paradoxos acarretariam para a

matematica:

A situacdo na qual nds presentemente nos encontramos com respeito aos paradoxos
€ ao final das contas intolerdvel. Apenas pense: na matemdtica, este modelo
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perfeito de confianca e verdade, as vérias nogdes e inferéncias, como todos
aprendemos, ensinamos e usamos, levam as absurdidades. E onde mais
encontrariamos confianca e verdade, se mesmo o pensamento matematico falhasse?
(Hilbert, 1925, p.375)

Mas é realmente possivel que a matemdtica esteja toda em risco? Parece que
queremos uma prova de consisténcia para fundamentar aquilo que ja confiamos. E
o problema de principio envolvido nesta tarefa € que se a matemdtica provar sua
prépria consisténcia, isso ndo pode ser razdo para confiarmos nela, pois apenas
aceitamos a prova de consisténcia porque ja a supomos, consistente, ou melhor, ja

confiamos cegamente na prova:

Mas espere — ndo € claro que ninguém queira encontrar uma contradi¢do? E entdo
se eu mostrasse a alguém a possibilidade de uma contradicdo, ele faria tudo para
tornd-la impossivel? (E se ndo fizesse isso, seria um ‘cabeca de vento’.) Mas
suponha que ele respondesse: “ndo posso imaginar uma contradicio em meu
célculo. — Vocé me mostrou uma contradicdo em outro, mas ndo nesse. Nesse, nao
existe nenhuma, nem sequer posso ver a possibilidade de uma.” “Se minha
concepgdo do célculo vier a se alterar; se seu aspecto mudar por causa de algum
contexto que ndo posso ver agora — entdo falarei algo mais sobre isso.” “Nao vejo a
possibilidade de uma contradicdo [em meu célculo]. Ndao mais do que vocé — como
parece — v€ a possibilidade de existir uma em sua prova de consisténcia.” (RFM,
111, 88)

A confiabilidade na matemdtica deve ser fulcral, isso significa dizer que ela ndo
estd realmente em questdo, mas € suposta para que a prépria prova seja aceita, e,
nesse sentido, a prova de consisténcia perde seu sentido, pois, em maximo grau,
estarfamos provando algo que ja supomos, e que, ndo pode, portanto, ser provado,

mas precisa sempre ser tomado como necessdrio:

Se tenho medo de que alguma coisa possa em algum momento ser interpretada
como a constru¢cdo de uma contradi¢do, entdo nenhuma construgio pode tirar este
medo indefinido de mim. A cerca que coloco ao redor da contradi¢do ndo é uma
meta-cerca. Como uma prova pode tornar o cédlculo certo em principio? Como ele
poderia ter falhado em ser um célculo préprio a menos que essa prova tivesse sido
encontrada? (RFM, 111, 87)

A prépria demanda pela prova de consisténcia aparece, assim, como desprovida
de propésito, posto que ja supde que tomamos o cilculo no qual a prova é feita
como certo, indubitdvel — isso mostra que ndés mesmos nao levamos a sério o
suposto perigo das contradi¢cdes como interditando nossa pratica matemaética,

como devendo nos fazer joga-la fora, mas, se jd temos que confiar no célculo para
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que a prépria demanda da prova de consisténcia faca sentido, se ja confiamos
entdo no cdlculo cegamente, por que precisamos da prova? A prova ndo poderia
fornecer a confianca tltima que buscamos (uma que ndo seria cega, mas
fundamentada), afinal, a prova de consisténcia € feita na propria matemaética, e se
a inconsisténcia € um risco, por que ndo afetaria a prdopria prova? Como
poderiamos entdo confiar na prépria prova de consisténcia? Se a matemdtica for
inconsistente, ela mesma nao sera invalida?’ Afinal, se supomos o sistema
inconsistente, e a regra da trivialidade, qualquer sentenca poderia ser provada,
inclusive a que afirma a consisténcia do sistema. Dessa forma, vemos que, se o
sistema for inconsistente, ele provard sua consisténcia, e, portanto, tal prova néo
pode ser razdo suficiente para a consisténcia. De outro modo, estariamos agindo
como alguém que confia no mentiroso porque ele afirma que nao mente. Ora, mas
¢é evidente que, se ele mente, isso também € uma mentira, da mesma forma que, se
a matematica fosse jd inconsistente, sua consisténcia seria um teorema.

O problema que Wittgenstein vé na prova de Godel estaria ja primariamente
em aceitar como legitima a demanda, por principio, impossivel, erguida pelo

programa de Hilbert:

Tudo que constitui a matematica hoje é rigorosamente formalizado, entdo esta se
torna uma pilha de férmulas... A matemadtica ordindria, entdo formalizada, é
adicionada uma, em certo sentido, nova matemadtica, uma metamatematica. ...
Nessa metamatemadtica trabalha-se com as provas da matemédtica ordindria, essas
ultimas, elas mesmas, formam o objeto de investigacdo. (Hilbert, /n: Shanker,
1989, p 184)

Mas qual o problema geral aqui? A metamatemadtica teria que ser matemadtica

ainda, e, portanto, ndo poderia fazer o que se propoe.

If the contradictions in mathematics arise through an unclarity, I can never dispel
this unclarity by a proof. The proof only proves what it proves. But it can’t lift the
fog. This of itself shows that there can be no such thing as a consistency proof (if
we are thinking of the inconsistencies of the mathematics as being of the same sort
as the inconsistencies of the set theory), that the proof can’t begin to offer what we
want of it. If I’'m unclear about the nature of the mathematics, no proof can help
me. And if I’'m clear about the nature of mathematics the question of the
consistency can’t arise at all. (PR, Ap.II)

" De fato, este é também o cerne da critica de Poincaré a fundamentacdo da matemdtica com
provas de consisténcia, na medida em que o fildsofo mantém que tal fundamentacgdo incorreria em
circularidade por precisar se referir a todas as provas do sistema e, a0 mesmo tempo, empregar
provas, ndo podendo, assim, justificar a indu¢do matemadtica.
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Isso é fundamental para entender o que Wittgenstein afirma sobre a interpretacio
filoso6fica da prova de Godel: a prova ndo pode superar a névoa filoséfica, “ela
apenas prova o que ela prova”, quer dizer, ndo garante nada sobre a natureza da
matemadtica.

Na medida em que Hilbert espera que a matemdtica prove sua propria
razoabilidade, parece perguntar pela “possibilidade absoluta”, o que seria, para
Wittgenstein, o mesmo problema por ele ja enfrentado desde o Tractatus e cujo

diagnéstico poderia ser fornecido, trata-se de um contra-senso:

I cannot draw the limits of my world, but I can draw limits within my world. I
cannot ask whether the proposition p belongs to the system S, but I can ask whether
it belongs to the parts s of S. So that I can locate the problem of the trisection of an
angle within the larger system, but can’t ask, within the Euclidean system, whether
it’s soluble. In what language should I ask this? In the Euclidean? But neither can I
ask in Euclidean language about the possibility of bisecting an angle within the
Euclidean system. For in this language what would boil down to a question about
absolute possibility, and such a question is always nonsense. (PR, XIII, 152)

Entretanto, isso ndo significaria, para Wittgenstein, que, por outro lado, a
consisténcia absoluta poderia ser provada satisfatoriamente em um meta-sistema,
por assim dizer, desde que, por um lado, a questdo obviamente retornaria para este
suposto meta-sistema, e, ainda terfamos que justificar a relacdo entre sistema e

meta-sistema.

But there’s nothing to be found here which we could call a hierarchy of types. In
mathematics, we cannot talk of systems in general, but only within systems. They
are just what we can’t talk about. And so, too, what we can’t search for. (...) Now
suppose I have two systems: I can’t enquire after one system encompassing them
both, since not only am I unable now to search for this system, but even in the
event of one turning up that encompasses two systems analogous to the original, I
see that I could never have looked for it. (PR, XIII, 152)

Thus, it isn’t enough to say that p is provable, what we must say is: provable
according to a particular system. Further, the proposition doesn’t assert that p is
provable in the system S, but in its own system, the system of p. That p belongs to
the system S cannot be asserted, but must show itself. You can’t say p belongs to
the system S, you can’t ask which system p belongs to; you can’t search for the
system of p. Understanding p means understanding its system. If p appears to go
over from one system into another, then p has, in reality, changed its sense. (PR,
X111, 153)

E estas passagens sdo particularmente significativas para entender as observagdes

de Wittgenstein que expomos anteriormente. Apenas sob este ponto de vista,
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entendendo as suas razdes, podemos compreender a recusa a aceitar que uma
mesma proposicdo possa ser indemonstravel em um sistema e demonstravel em
outro.

E interessante observar que Russell mesmo associou a solug¢do proposta pela
hierarquia dos tipos, para a impossibilidade ressaltada no Tractatus da linguagem
falar sobre seus préprios fundamentos com as conclusdes godelianas, segundo as
quais seria sempre possivel construir uma proposi¢do indemonstravel no sistema e
que, portanto, o sistema nio poderia provar sua propria consisténcia. Embora
Russell ndo comente diretamente o teorema de Godel, em seu livro My
Philosophical Development (1959), ele menciona rapidamente esta comparacao,
expressando a opinido segundo qual a hierarquia dos tipos seria suficiente para
compreender também os desafios erguidos por Godel (Cf.: Russell, 1959, p. 85).
Antes de avaliar se a comparacdo erguida despretensiosamente por Russell
procede e, se sim, até que ponto, podemos afirmar que ela nos ajuda a entender
em que medida o proprio Wittgenstein pode ter partido desta comparac@o em suas
observacgdes ao teorema. Ora, se a teoria dos tipos ndo pode resolver, como vimos,
o problema de principio para a linguagem poder representar o fundamento da
propria representagio, mas apenas posterga o problema, gerando um regresso ao
infinito e incorrendo ela mesma (a teoria) em impredicatividade, o que
Wittgenstein ja sabe desde o Tractatus, o que podemos dizer sobre a questio da
consisténcia nos sistemas formais? Se Wittgenstein se colocou essa pergunta, ele
associou diretamente, como Russell, a questdo suscitada por Godel a
impossibilidade da meta-linguagem, presente no Tractatus, e jamais abandonada
em sua obra. Com essa abordagem como pano de fundo, torna-se mais facil
compreender, portanto, seus comentarios a Godel.

De fato, Hilbert procurou diferenciar dois usos da indu¢do matematica, um
uso conceitual e outro formal (Cf.: Hilbert, 1927, p. 471-472). Nao precisariamos,
assim, garantir pelo método indutivo a prépria indugdo matemadtica. Tal
possibilidade se funda na distingdo geral de Hilbert entre proposi¢des algébricas —
ideais — e proposicdes conteudisticas — reais — da matemdtica. As proposi¢des
conteudisticas seriam formalizadas produzindo proposicdes ideais, meta-
matemdticas, que poderiam ser aplicadas em dominios inesperados. Mas a
consisténcia das proposi¢des conteudisticas € suposta estar garantida

intuitivamente, e, com base nestas, poderiamos fundar, entdo, a consisténcia da
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matemdtica em geral, reduzindo as verdades da aritmética superior ao que é
providenciado pela intui¢do. Sendo assim, a matemadtica € dividida, por Hilbert,
em (A) uma parte real, intuitiva, e (B) uma parte ideal, formal e sem conteido. A
parte intuitiva seria um sub-conjunto da parte formal, mas a consisténcia da parte
real € tomada como garantida e € a partir desta que a parte B seria formalizada,

para que, assim, em B, fosse provada a consisténcia de A + B.

A) REAL/INTUITIVA:

A TEM A CONSISTENCIA
GARANTIDA. A PARTIR DE
A FORMALIZA-SE B.

B) IDEAL/FORMAL:
SEM CONTEUDOQ

EM B PROVA-SE A
CONSISTENCIADEA + B

Esta é uma distingdo que Wittgenstein ndo aceita (Cf., e.g., PR, XIII, 150).
A parte ideal precisaria obedecer, de acordo com Wittgenstein, aos mesmos
principios do que o que é real para que a fundamentagcdo funcionasse — o que
significa também dizer que o formal ja deveria estar dado com o conteudistico.
Estariamos, portanto, supondo A como certa, € — na medida em que B obedece
aos mesmos principios que A — também estariamos, para provar a correcdo de A +
B, supondo B como certa. Ora, se os principios de B s@o os mesmos de A, quando
provamos A + B, em B, estamos garantindo estes principios por eles mesmos (ou
melhor, ndo os estamos garantindo). O que ocorreria, de acordo com Wittgenstein,
seria, primeiro, uma separagdo entre o ambito real e o Ambito ideal, e, depois, a
juncdo destes novamente, para que um pudesse garantir o outro. Mas, ou bem eles
se separam, € ndo conseguem mais fundamentar um ao outro, ou j4 estdo sempre
juntos, e a fundamentag@o é impossivel. Hilbert supde que as proposi¢des formais
seriam desprovidas de sentido, de conteido, mas, se € assim, como elas se
relacionam como as supostas proposi¢des conteudisticas? Parece mais razodvel
pensar que jd estdo sempre relacionadas, mas isso significa exatamente manter

que ndo hé qualquer fundamentagdo possivel:
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A meta-matemadtica de Hilbert deve ser mostrada ser matematica disfarcada. (WVC,
p.136)

O que Hilbert faz ¢ matemdtica e ndo meta-matematica. E outro calculo,
exatamente como qualquer outro. (WVC, p.121)

I can play with the chessmen according to certain rules. But I can also invent a
game in which I play with the rules themselves. The pieces of my game are now
the rules of chess, and the rules of the game are, say, the laws of logic. In that case
I have yet another game and not a metagame. (PR, Ap. II)

Basicamente, o ponto de Wittgenstein é: qualquer suposto meta-célculo €, no final
das contas, apenas célculo e, por isso mesmo, ndo pode fundamentar o calculo em

geral.

What is a proof of provability? It’s different from the proof of proposition? And is
a proof of provability perhaps the proof that a proposition makes sense? But then,
such a proof would have to rest on entirely different principles from those on which
the proof of the proposition rests. There cannot be an hierarchy of proofs! On the
other hand there can’t in any fundamental sense be such a thing as meta-
mathematics. Everything must be of one type (or, what comes to the same thing,
not of a type.) (PR, XIII, 153)

Entdo, o que dizer da prova de Goédel? Godel teria cometido o mesmo
engano de Hilbert na medida em que teria aceito a sua demanda como tendo
sentido, acreditando poder provar matematicamente sua impossibilidade. Mas,
embora a demanda seja impossivel e sem sentido, a prova de sua impossibilidade,
nesse caso, também o € — o problema estaria, para Wittgenstein, como sempre, ja
em aceitar a questdo. Segundo Wittgenstein, Godel responde Hilbert aceitando
que a matemadtica poderia ser metamatemaética. Por isso ele afirma que a sentencga
de Godel tem a pretensdo de ser uma sentenga matematica sobre sua propria forma
(Cf.: Wittgenstein, 2000, item 121 83v) Com isso, Godel estaria também

acreditando provar uma verdade filosofica.

(...) o desenvolvimento da matemaética, no sentido de uma maior exatidao, conduziu
a formalizag@o de vastos dominios desta ciéncia, de modo a que as demonstracdes
possam ser efetuadas de acordo com algumas regras mecénicas. (...) Como §é
natural, para considera¢des matemadticas, ndo importa muito saber quais sdo os
objetos que se tomam como simbolos primitivos e, para essa finalidade, usaremos
0s numeros naturais [nota: isto €, usaremos uma correspondéncia 1-1 entre os
simbolos primitivos e os nimeros naturais]. Assim, uma féormula é uma sucessio
finita de nimeros naturais e a figura de uma demonstragdo é uma sucessao finita de
sucessOes finitas de ndmeros naturais. Deste modo, os conceitos meta-matemdticos
tornam-se conceitos sobre niimeros naturais ou sucessoes destes [nota: por outras
palavras: o processo descrito acima fornece uma linguagem isomorfica do sistema


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0511069/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0511069/CA

313

PM no dominio da aritmética e pode-se perfeitamente efetuar todas os raciocinio
meta-matematicamente nesta imagem isomorfica. Isto ocorre no esquema da
demonstracdo que vai se seguir, onde por ‘formula’, ‘proposicdo’, ‘varidvel’, etc.,
se entendera sempre os objetos correspondes da imagem isomérfica.] e por isso é
pelos menos parcialmente exprimivel no proprio simbolismo do sistema PM.
(Godel, 1931, p. 247-249, grifo nosso)

Tentar fundamentar a mateméatica matematicamente se ligaria diretamente com a
suposi¢do de que um problema filoséfico poderia ser resolvido com uma prova.
Mas a matematica, tanto quanto, como Wittgenstein sempre ressaltou, a propria
linguagem, ndo poderia estabelecer seus proprios fundamentos. A matemaética ndo
poderia ser metamatematica, e, fundamentalmente, a matematica ndo poderia ser
Filosofia. Aqui é importante ressaltar, no entanto, a distincdo entre o mero
procedimento de godelizacdo, enquanto um mapeamento das sentengas meta-
matemdticas pela numeracdo de Godel, do suposto espelhamento da meta-
matemadtica na matematica, que seria uma reformulacio, em prosa, das regras do
célculo. Tal suposto espelhamento é que faria a sentenga G de Godel mudar de
regra, na medida em que assumiria que o conteddo referencial da proposic¢do de
ordem superior poderia ser lido na proposicdo aritmética. Apenas o espelhamento
permitiria a interpretacdo da sentenca como dizendo algo de si mesma, isto é,
apenas o espelhamento permitira a auto-referéncia, o mero mapeamento seria
apenas um procedimento de correlacdo que ndo se comprometeria com o colapso
entre linguagem e meta-linguagem. Desta forma, o procedimento de
correspondéncia proposto por Godel estaria bem, na medida em que seria apenas
uma técnica de correlacionar nimeros com expressdes, mas que nada neste
procedimento autorizaria a interpretacio em prosa da sentenca como dizendo algo
de si, o que seria, de acordo com Wittgenstein, uma mudanca indevida nas suas
regras gramaticais: “‘A sentenca diz que este nimero ndo € alcancavel destes
ndmeros’ — Mas vocé também estd certo que a traduziu corretamente em alemdo?”
(Wittgenstein, 2000, item 124 89) De fato, esta disting@o aparece claramente no
préprio artigo de Godel, desde que a correspondéncia é meramente sintdtica, os
ndmeros naturais sdo simbolos como quaisquer outros, mas isto em nada permite
a conclusdo de que conceitos meta-matemdticos se tornem conceitos sobre
ndmeros, e, portanto, se tornem expressaveis no proprio sistema do PM, podendo

este, assim, falar de si mesmo. Nao haveria, de fato, nenhum problema em fazer a
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correlacdo, a confusdo estaria em a partir disso interpretar a sentenga como uma
proposic¢ao falando de si mesma.

Aceitar que uma sentenga afirme sua prépria indemonstrabilidade é ja
aceitar que a matemdtica possa falar de seus proprios fundamentos. Manter que a
sentenca que afirma a demonstrabilidade e aquela sobre a qual a
demonstrabilidade é afirmada sdo a mesma subscreve a confusdo conceitual que

legitima a um sistema matemadtico provar sua prépria consisténcia.

Conclusao

Wittgenstein sempre procurou ressaltar que, em nossos estabelecimentos de
ordenagdes inteligiveis da realidade, usamos sempre a linguagem (verbal e
matemadtica) para formular teorias, e, portanto, ndo podemos explicar como nossas
teorias sdo capazes de explicar o que consideramos como a realidade, sem gerar
paradoxos. Poderiamos recorrer a outra teoria, mas isso geraria uma série infinita
— quer dizer, podemos elaborar teorias sobre o0 mundo e estas teorias poderiam ser
testadas serem verdadeiras ou falsas, mas ndo poderiamos elaborar teorias sobre o
que nos permite elaborar teorias porque ndo poderiamos testar ser verdadeiro ou

falso o que nos permite testar o que quer que seja.

Nio € a prova de Godel que me interessa, mas a possibilidade que Godel nos faz
consciente através da sua discussdo. A prova de Godel desenvolve uma dificuldade
que deve aparecer em um modo muito mais elementar. E nisso estd, me parece, o
grande servico de Godel a filosofia da matemadtica, e, a0 mesmo tempo, a razao

porque ndo € a sua prova particular que nos interessa. (Wittgenstein, 2000 item 163
37v)

Sendo assim, que um sistema matematico ndo possa fundamentar a si mesmo,

Godel e Wittgenstein terminam em acordo.

Pode-se perguntar: o que ha de profundo nisso? (como: o que é a beleza?) como se
nés devéssemos justificar a profundidade apenas através de alguma outra coisa.
Isto € profundo. (Wittgenstein, 2000, item 121 77v)

The problems arising through a misinterpretation of our forms of language have the
character of depth. They are deep disquietudes; their roots are as deep in us as the
forms of our language and their significance is as great as the importance of our
language. (PI, 111)
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Entretanto, o que extrair disso? Wittgenstein continua: “Os limites do empirismo
nio sdo suposicdes ndo-garantidas, ou intuitivamente sabidas corretas: sdo os

modos nos quais fazemos comparagdes e nos quais agimos” (RFM, VII, 21).

Mas a fundamentacdo, a justificacdo da evidéncia tem um fim - mas o fim ndo é
um fato, certas proposi¢des que se apresentam como sendo verdadeiras, isto €, ndo
se trata de uma espécie de ver da nossa parte; € o nosso atuar que esta no fundo do
nosso jogo de linguagem. (OC, 204)

Como se fornecer razdes nao chegasse ao fim. Mas o fim ndo € um pressuposto ndo
fundamentado: € uma via de a¢do ndo fundamentada. (OC, 110)

Como vimos, na medida em que aceitamos a demanda de Hilbert —
fundamentar matematicamente a matematica —, estd posto que devemos nos
deparar, mais cedo ou mais tarde, com uma sentenca degenerada como a de
Godel. Nesse sentido, acreditar que a sentenca de Godel prova o platonismo

matemadtico seria a confusdo maior. Como ja citamos:

Poderia ser dito: Godel diz que se deve também ser capaz de confiar numa prova
matemadtica quando se deseja concebé-la praticamente como a prova de que o
padrdo proposicional pode ser construido de acordo com as regras da prova? Ou:
uma proposi¢do matemdtica deve ser capaz de ser concebida como uma proposi¢ao
de uma geometria que é realmente aplicavel a si mesma. E, se se faz isso, isso
implica que em certos casos ndo € possivel contar com uma prova. (RFM, VII, 21)

Com base nesta confusdo maior, a prova particular de Godel é suposta
demonstrar a existéncia de verdades indemonstraveis, ou seja, é suposta legitimar
a existéncia de um ponto de avaliagdo ultimo, uma abstracdo definitiva, uma
super-realidade andloga a realidade empirica, e isso € o que, para Wittgenstein,
engendraria os problemas filoséficos em geral. Quando Wittgenstein comenta
Godel é dessa confus@o primordial que ele estd falando, por isso sé é possivel
entender seus comentarios tendo em vista este problema, por isso também no é
exatamente a prova de Godel que Wittgenstein comenta. Wittgenstein estd

fazendo Filosofia, e, portanto, ele tem como objeto questdes de ordem conceitual.
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