PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510490/CA

3
Metodologia

3.1
Modelos em Espaco de Estado Lineares Gaussianos

3.1.1
Estrutura Basica

A forma em Espaco de Estado Linear Gaussiana (forma em EE daqui
por diante) consiste em duas equagoes. A primeira delas é chamada equagdo

das observacoes, que descreve a evolucao de um processo estocastico p-

variado e observavel y;, t = 1,2,... e a outra é chamada equacdo do estado.
Especificamente:
Yr = 21y + dy + &, ¢ ~ N(0, Hy)
a1 = Ty + Rymy, ne ~ N(0, Qy) (3-1)

aq ~~ N(al,Pl).

O processo m-variado «; é chamado de estado e é considerado nao-observavel.
Os erros ; e n; sao independentes no tempo, entre si e de ay. As matrizes do
sistema Zy, dy, Ty, Ry, H; e Q; sao deterministicas. Dada uma série temporal
de tamanho n do processo y;, definam-se Y; = (y{, . ,yé)/, ay; = E(ayY)) e
Py; = Var(«|Y;). As equacoes de predigao e de suavizagao do filtro de Kalman
fornecem férmulas recursivas para o calculo dos momentos condicionais acima
quando 7 =t — 1 e para j = n, respectivamente. Suas expressoes analiticas
encontram-se em (3-2) e (3-3). Suas derivagoes, sob os pressupostos da forma
em EE aqui adotada, podem ser obtidas em Durbin & Koopman (2001) e em
Harvey (1989).

Uy = Yy — Ztat\t—l - dty F, = thtlt—lzzg + Ht?
Kt:ﬂﬂﬁ_lZgFfl, L, =T, - KZ, t=1,...,n,

agy1)e = Tyage—1 + Koy, Py = TyPip—1 Ly + RQi Ry,
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re = ZF w4+ Liry,  Ny_y = ZIF, ' Z, + LI N, Ly,
tjn, = Qtjt—1 + Pt\t—th—h Pt\n = Pt\t—l - Pt|t—1Nt—1Pt|t—1) (3‘3>
T =0, N, =0, t=1,...,n.

H4 diversos artigos publicados na area de estimacao de IBNR mediante
o arcabougo da forma em EE. O primeiro deles, que pode ser destacado, é o
trabalho de de Jong & Zehnwirth (1983), um precursor do uso do filtro de
Kalman na literatura atuarial. Nele, o triangulo é organizado de tal forma que
as diagonais formam os vetores das observacoes. Uma variante deste método
também é apresentada em Atherino & Fernandes (2007). Em de Jong (2006)
ainda se propoe a forma em EE para se estimar correlacoes entre valores do
triangulo. Também cumpre citar o artigo Verrall (1989), que oferece uma
metodologia de estimagao dentro do enfoque Bayesiano. Outro trabalho de
importancia é devido a Wright (1990). Greg Taylor também se utiliza da
forma em EE para estimar seu modelo em Taylor (2003), ao qual se emprega o
filtro EDF (Ezponential Distribution Filter). Além de artigos, cita-se também
o livro de autoria do préprio Taylor (cf. Taylor, 2000), no qual, em adig¢ao a
um apanhado de técnicas previamente desenvolvidas na literatura, é oferecida
uma abordagem em que cada linha do triangulo runoff é vista como um vetor

aleatorio.

3.1.2
Modelos Estruturais

Um modelo estrutural para séries temporais é aquele no qual as compo-
nentes nao observaveis de nivel, inclinacao, sazonalidade e ruido sao modeladas
explicitamente, cf. Harvey (1989). O modelo em (3-4) é o modelo estrutural
com as componentes periédica e de nivel estocasticas que sera considerado nas

aplicagoes do presente trabalho.

Yr = pe + Y + 20 + e, 5tNN(0>Uz)>
per1 = e + Gt G ~ N(O, 0?), (3-4)
J-1
Vi1 = — Z Vit1—j + Wi, wy ~ N(0, UZ)-
j=1

O termo de regressao x;3; é principalmente motivado pela necessidade de
intervengoes de outliers e de quebras (vide se¢ao 3.1.3). A idéia de se estimar tal

modelo estrutural em particular é a de que suas componentes nao observaveis
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terem capacidade de explicar o comportamento dos sinistros IBNR de forma
intuitiva. A componente de nivel u; explica as informacoes referentes ao volume
de sinistros ocorridos em cada ano de acidente. Cabe a componente peridédica
v; captar o padrao da série em cada linha do triangulo, isto é, sera responsavel
por explicar o comportamento do atraso na liquidacao dos sinistros.

O modelo estrutural tem a seguinte forma em Espaco de Estado:

Mt
"t
ytz(l 10 - 0> Y1 | +xBi+e, t=1,2,....n
Yt—J4+1
fyo 10 0 - 0 o[ wm 1 0]
Ye+1 0 -1 -1 -1 -1 Yt 0 1
v =10 1 0 0 0 Y1 |+ 10 0 <5t>
. . . . Wt
Yi—J _0 0 0 1 0_ Vi J+1 _0 O_

Nas subsecoes seguintes, serao apresentadas duas propostas que visam
resolver o problema da estimacao de IBNR sob a ordenacao “por linhas” do
triangulo de runoff proposta na se¢ao 2, e do célculo do erro médio quadratico
associado. Muito essencialmente e, em palavras, o primeiro deles parte para
a deducao, bloco a bloco, de uma expressao analitica fechada da matriz de
covariancia condicional das parcelas do IBNR (cf. expressao (2-6)) empilhados;
o segundo, por sua vez, é baseado no aumento do vetor de estado com um
acumulador das parcelas do IBNR. Ou seja, um método tenta solucionar
o problema “construindo blocos de covariancias”; e o outro, “acumulando a

reserva’ .

3.1.3
Incorporacao de sazonalidade entre o periodo de origem dos sinistros
(linhas do triangulo)

A metodologia descrita neste trabalho independe da unidade de tempo
utilizada no triangulo, seja ela mensal, trimestral, semestral etc. Abarca, ainda,
naturalmente, a possivel existéncia de comportamentos periddicos entre as
colunas do triangulo, apds a introdugao do modelo (3-4) como previamente
comprovado. Entretanto, em determinadas unidades de tempo, pode haver, ao

menos teoricamente, certa periodicidade entre as linhas, refletindo, assim, a
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possibilidade de existéncia de um padrao sazonal nas ocorréncias de sinistros
IBNR.

Na Figura 3.1 estd representado um triangulo trimestral. Caso existam
indicios empiricos de que sinistros originados em um determinado trimestre
de um ano em particular tenham aspectos em comum com os originados no
mesmo trimestre de outros anos, esta sazonalidade pode estar incorporada
diretamente no modelo. Uma forma de se acrescentar essa componente sazonal

seria através de variaveis dummies, como no modelo abaixo:

J
yo=pm+n+y 00d" +e, (3-5)
=2
no qual
po 1y, € {i-ésimo “periodo”, ..., S-ésimo “periodo”}, ¢=2,3,...,J
t pr—

0 caso contréario.

Origem Desenvolvimento d
w 0 1 2 e 11

2006Q2 Chy Oy Cho
2006@3 Cg 0 03 1 CB 2
2006Q4 Cuo Ci1 Cup
2007Q1 05’0 05 1 05’2
2007Q2 Cso Cg1  Cgo
2007@3 07 0 07 1 C? 2
2007Q4  Cso Cgyp  Cgo
2008@1 Cg 0 Cg 1 CQ 2
2008@2 Cl() 0 Clo 1 CIO 2
2008Q3 01170 Cll 1
2008Q4  Chap

Figura 3.1: Triangulo trimestral.

A inclusao dos referidos parametros adicionais pode agravar ainda mais
a questao da maximizacao da verossimilhanca, ja que a quantidade de valores

faltantes sempre sera cerca de 50% do ntiimero de observagoes do triangulo.

3.2
Primeira Abordagem: o método dos blocos

Considere a forma em EE e toda a notacao correspondente a

esta e ao filtro de Kalman da subsecao 3.1.1. Adicionalmente, defina
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T = {t:y, é ndo-ausente}, Y = {vi, i, €TV, Y={y,:t=1,...,n}e

L* — Lt’ set e I N* — - L*/ */ Z*/Fflz* * L*
t = . t = t+1 14 Uy Lplg—1 - - g
T,, caso contrario h—tt+1

Observe que Y, no contexto de cdlculo de IBNR, consiste na informagao
proveniente do triangulo (cf. Figura 2.3).

O ponto de partida para tudo o que se desenvolvera nesta subsecao sao
expressoes recursivas, deduzidas em Durbin & Koopman (2001, segao 4.5), para
algumas matrizes de covariancias condicionais provenientes de manipulagoes
com as equacoes de suavizacao do filtro de Kalman. Estas sao sumarizadas no

seguinte Lema:

Lema 1 Sejam t,j =1,...,n quaisquer. Entao,
1. Cov(oy, a|Y) = Py LiLy ... L;-_l(fm — N1 Pjjj—1), j=>t
sendo que LiLy ... L.y = I, quando j =t.

2. Cov(ey,g5|Y) = HyK{Li, ... L, \W;, j>t
sendo que W; = Hj(Fj_le — KiN;Lj).

3. COU(&}, Oéj|Y) = _HthL:H—l .. L;'_l(]m — Nj—l-F)jlj—l)7 7 >t.
4. Cov(as, &;|Y) = =P LiLyyy . Ly Wi, j >t

sendo que W; = H;(F;'Z; — K/N;L;) e LiLy,, ... L | = I, quando
j=t.

Outro resultado importante é o Lema 2 dado na sequéncia, o qual se
relaciona com distribui¢coes Gaussianas condicionais e, diferentemente de todos
os resultados desta secao, nao se restringe necessariamente ao contexto de
modelos em Espaco de Estado. A prova deste Lema encontra-se no apéndice
Al

Lema 2 Sejam x, y e z vetores aleatorios com distribuicao conjunta Gaus-

siana. Se Cov(y,z) =0 e se Cov(z, z) = 0, entao
Ezly, z) = Elxly) (3-6)
Var(x|y, z) = Var(x|y). (3-7)

1Observe que Y est4 sendo definido como um conjunto de vetores aleatérios e nio como
um vetor aleatorio empilhado. Mas, para o que segue, 0 mesmo pode ser visto como tal.
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O proximo resultado, de prova bem direta e apresentada no apéndice A.2,
revela uma espécie de ortogonalidade entre a parte observada do triangulo e

as parcelas nao observadas do IBNR.

Lema 3 Para todo t ¢ T, &, é ndo-correlacionado com Y.

A linha condutora do desenvolvimento do método dos blocos é a obtencao
de uma matriz de covariancia condicional de todos os y;, tais que t ¢ Z,
empilhados dado Y. O caminho para isso ¢ estudar, para os mesmos indices
t, as covariancias condicionais dos vetores aleatorios nao-observaveis oy, €; €
7, e explorar convenientemente a linearidade da relacao entre estes e os y;. O
proximo resultado materializa esta ideia e tem como base de construcao os

Lemas 1, 2 e 3. Sua prova encontra-se no apéndice A.3.

Lema 4 Parat,j ¢ T arbitrdrios, tem-se que:

~ H;,, parat=j
1. Couv(ey,g;|Y) = v /
0, caso contrdario.

2. Cov(ey, a4]Y) =0

Py LYLy . LY (I — N2 Pyjoq) . set <
Pt|t—1 - Pt\t—th*_lpt\tfl, set =j.

3. Cov(ay, a;|Y) =

Estabelecidos os resultados de suporte, agora ja existem plenas condigoes
para que se deduzam as expressoes computacionais do método dos blocos. Essas

se encontram no proximo Teorema, cuja prova estd no apéndice A.4.

Teorema 1 Para t,j arbitrdrios, tem-se que

0 seteZ oujel
Cov(y, Z/J|Y) =\ Ze(Pyr—1 — Py N} Pyp—1) Z] + H, set=jet,j¢gT
ZyPyy ALy Lyy . LY (I = N7y Pyja) Zf set<jetj@l.

J

Apés ter-se chegado ao objetivo desejado, cabem aqui alguns comentarios
de ordem pratica. A implementacao computacional da expressao matricial,
enunciada no Teorema 1, envolve o armazenamento de algumas matrizes

advindas das recursoes do filtro de Kalman: P,y e N/ | para todo t ¢ T,
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*

. . .
e ainda as matrizes L7, L> ,,..., L

*

1,1 <7 <7 < nnas quais 7 e 7

sao o primeiro e o ultimo instantes, respectivamente, em que existem valores
faltantes. Também, é a mesma férmula que, quando calculada para todas as
combinagoes possiveis de indices 7 e j, conduz ao insumo basico - que é a matriz
de covariancias condicionais completa de Y, dado Y - para que se calcule uma
medida de precisao associada a estimacao de qualquer combinacao linear dos

valores faltantes.

3.2.1
Erro médio quadratico da Reserva IBNR estimada: casos total e por ano

Para um vetor a = (ay,as,...,a,) qualquer, tem-se que E(a’Y|Y) =

a’E(Y[Y) e Cov(a’Y|Y) = a'Cov(Y[Y)a. A reserva IBNR é calculada
(T)

escolhendo-se um vetor a, aqui definido por a™, de forma que a;’ =1 se

i ¢ Te aET) = 0 caso contrario. Para as parcelas do IBNR relativas a um
especifico ano de acidente (linhas), utilize o mesmo vetor a com coordenadas
nulas nos lugares apropriados - os que nao correspondem ao ano. Esta andlise
por ano de acidente ¢é interessante porque permite a identificacao de fontes de
incertezas nas parcelas do IBNR.

Assim, as expressoes do método dos blocos para a Reserva IBNR e seu

correspondente erro padrao sao:

IBNR = R = a'E(Y[Y) (3-8)

ep@f{) = @ = /a'Cov(Y|Y)a (3-9)

3.2.2
Uso da distribuicao log-normal para y;

Uma alternativa a hipdtese de normalidade para y;, do triangulo é a
distribuicao log-normal, que induz, por primeiros principios, a modelagem
de z; = logy,. Essa distribuicao foi extensamente explorada na literatura
atuarial (cf. Taylor, 2000, capitulo 9), tanto na drea de Modelos Lineares
Generalizados (MLG) quanto na érea de Séries Temporais. Em MLG, podem-
se citar os trabalhos de Kremer (1982), Renshaw (1989), Christofides (1990),
Verrall (1991) e Doray (1996); na drea de Séries Temporais, tém-se de Jong &
Zehnwirth (1983), Verrall (1989), de Jong (2004) e de Jong (2006). Apesar de
desenvolver seu modelo sem precisar admitir qualquer distribui¢ao (cf. Mack,
1994a), Mack faz um exemplo utilizando log-normalidade para a construcao
grafica da reserva (cf. Mack, 1994b).
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Sob a adocao do método dos blocos, este pressuposto distribucional
alternativo da origem ao seguinte algoritmo para o calculo da reserva IBNR

estimada e seu correspondente erro médio quadratico:

1. Aplique o filtro de Kalman ao triangulo formado pelos z;, armazenando

todas as matrizes devidas (vide comentérios finais da segao 3.2).

2. Utilize o método dos blocos para obter 2, = E(z|Z) = E(logy|Y),

Ugt = var(zt‘z) €0z, = COV(Zt, Z]|Z)

3. Calcule?:
X ., 03
Y = exp {zt + 7} (3-10)
o;, = exp {24 + o7, <€o§t — 1> (3-11)
0’% 0'2_
Tjugy = OXP 4 2+ 25+ + QZ] (€75 —1) (3-12)

4. Proceda com os calculos da subsecao anterior.

Essa é uma clara vantagem deste método sobre o do acumulador, que nao
permite, por construcao, a modelagem do logaritmo dos valores do triangulo,

como sera visto na sequéncia.

3.3
Segunda Abordagem: o método do acumulador

Este método consiste em adicionar uma componente ao vetor de estado,
denotada por d;, a qual sera responsavel pela acumulacao das previsoes dos

valores faltantes:

Yt = |:Zt 0] a + dt + &4
t
7, 0 R
P I S I % (3-13)
(5t+1 Xt [ 5t 0

na qual X; =0 quando t € 7 e X; = Z; quando t ¢ Z (observacao faltante).
Denote por ¢ e 1 os vetores de parametros dos modelos (3-1) e (3-13)
respectivamente e denote por £ e L' as correspondentes verossimilhancas.

Apesar de 1) = 1T — com efeito, o modelo em (3-13) é um simples aumento na

2Estas expressoes decorrem de direta aplicagio de fungao geradora de momentos e/ou
funcgao caracteristica.
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equagao do estado do modelo em (3-1) cujas matrizes do sistema adicionais nao
compreendem novos parametros —, nao é muito direto afirmar o mesmo, ou algo
diferente, para os estimadores de maxima verossimilhanca provenientes de L e
de £T. O préximo resultado, cuja prova encontra-se no apéndice A.5, esclarece
essa duvida e, mais a frente, mostrar-se-a4 fundamental para a implementacao

computacional do método do acumulador.
Proposicio 1 1) = argmax £(¢)) = arg max LI (¢1) = n

Interpretacao: Apesar de o modelo aumentado possuir uma componente a mais
de “acumulacao”, nao ha acréscimo de informagao a funcao de verossimilhanga,
pois, mesmo que a componente adicional seja, recursivamente, fungao de oy,
este 1ultimo depende, recursivamente, apenas de si mesmo.

A importancia pratica da Proposicao 1 advém de as implementacoes se
simplificarem muito — sobretudo com a extensao adicional do vetor de estado
a ser mostrado na proxima subsecao —, pois o vetor de parametros podera
ser estimado através do modelo original (com matrizes menores) e, assim, as

estimativas obtidas serao utilizadas no filtro de Kalman do modelo aumentado.

3.3.1
Extensao adicional do acumulador: acumuladores parciais por ano de
origem

Como ja visto na se¢ao 3.3, o método do acumulador consiste no
acréscimo do acumulador d; ao vetor de estado, e no redimensionamento das
matrizes do sistema. Entretanto, é conveniente incorporar nao s6 o acumulador
da reserva IBNR total, mas também acumuladores parciais para cada ano
de origem w = 2,...,.J, pela mesma motivacao apresentada no método
dos blocos. Para tanto, seja d; um vetor de dimensao J x 1 tal que é; =
((5,5(2), 5§3), e 5§J), (5§T))’ , cujo sobrescrito (i) representa a parcela referente a
linha 7, com 2 < i < J, e o total i = T. O modelo em (3-13), entdo, é

expandido no modelo em (3-14)
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o]
2
o
Yt = Zt 0 0 +€t7
J
o7
T
5"
Qi1 Qy
52 s |
t+1 t
= O"”XM] S (3-14)
5(]) Xt ](pJXpJ) 5(J)
t+1 t 0
T T
Rty R

com X; = (X", x®, . xY, x™Dy.

As novas dimensoes dos vetores e matrizes deste modelo estao expostas na
tabela 3.1. Como visto na segao 3.3, a matriz de transi¢ao em (3-14) é formada
por trés blocos constantes e um variante no tempo, X, cujos elementos seguem

a regra a seguir.
Parai=1,...,J

0 _ Z, 0 ... 0] t¢7Zete linhai,
2=
0 caso contrario.
E também
Z, 0 ... 0| t¢TI,
Xt(T) _ t ¢
0 caso contrario.

Por fim, existe uma extensao direta da Proposicao 1 aplicavel ao modelo
(3-14), a qual, como anteriormente discutido na segao 3.3, facilita a estimacao

dos parametros do modelo em situagoes praticas.

3.3.2
Erro médio quadratico da Reserva IBNR estimada: casos total e por ano

Como ja mencionado na segao anterior, uma das vantagens do método
do acumulador ¢é obter-se o valor estimado da reserva IBNR e seu erro médio
quadratico diretamente do vetor de estado suavizado e sua matriz de variancia-

covariancia, respectivamente.
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Vetor ou
Matriz Dimensao
of (m+pJ) x1
Al p X (m+pJ)
T} (m+pJ) x (m+pJ)
R} (m+pJ) xr

Tabela 3.1: Nova dimensao dos vetores e matrizes para o método do acumul-
dador.

A reserva estimada serd dada por R = E(éﬁ)l 1Y) + Ztﬂ d;, exatamente

como na equagao (2-6). Seu erro médio quadrético serd dado pelo tltimo

elemento da diagonal principal da matriz Var(a] LY) = PJ tafn- Assim, a
reserva e seu respectivo erro padrao sao dados por:
IBNR = R =B, [Y) + > dy, (3-15)
t¢T
ep(IBNR) = ep(R) = \/Var((s,ﬁ)l\?) +> H,. (3-16)
t¢T
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