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3
Modelos e metodologias comparadas

Este capitulo tem o propdsito de listar algumas das alternativas existentes
na literatura que envolve classificacao, e serao utilizadas neste trabalho sendo
comparadas ao modelo STLR-Tree. A maioria delas estd resumida e outras
bem detalhadas em (14), que ilustra com muitos exemplos suas aplicagoes e
comparagoes. A secao referente a Regressao Logistica nao foi colocada neste

capitulo, pois a mesma aparece bem detalhada no capitulo 2.

3.1
Classification and Regression Trees (CART)

Uma breve revisao da estrutura em &arvore, seguindo o algoritmo CART
(Classification and Regression Trees) em (2), onde foram unificados todos os
métodos de arvores de regressao e classificagao existentes no periodo, sera
feita sobre sua formulagao matemaética, a fim de melhor entender a estrutura
do STLR-Tree apresentada posteriormente.

A distincdo entre as arvores de classificacao e regressao é feita de
acordo com o tipo de varidavel dependente. Quando a variavel é continua,
utiliza-se arvores de regressao e no caso de variaveis categoéricas, arvores de
classificacao. Por nao fazerem suposigoes sobre componentes aleatérias e sobre
a forma funcional do modelo, tao pouco assumirem a existéncia de modelos
probabilisticos, tal como acontece nos modelos estatisticos de regressao e
classificacao, as arvores sao tidas como métodos nao-paramétricos para tais
fins.

De facil entendimento, as arvores particionam de forma recursiva o espago
das covaridaveis, X. Sua estrutura é simples e usualmente sao representadas
e ajustadas em um gréfico que cresce de um né inicial (ou né raiz), que é
determinado como posigao 0, em dire¢ao aos nds terminais (ou folhas) passando
pelos nés intermedidrios (ou nés geradores, criadores). Cada né gerador na
posicao j da origem a dois novos ndés nas posicoes 27 + 1 e 25 + 2, e assim
progressivamente, até que os nos geradores nao sejam mais divididos, quando

passam a ser chamados de nds terminais.
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Formulacao Matematica

"€ X C R? o vetor que contém ¢ varidveis

Seja x; = (T14, Ty -, Iqi)
explicativas (covaridveis ou preditores) para uma resposta univariada continua,
yiE]R, zzl,,n

Suponha que a relagao entre y; e x; segue o modelo de regressao

yi = f(xi) + &

Seguindo (17), como foi citado e (7) um modelo de arvore de regressao
com K folhas é um modelo de particionamento recursivo do espago das
covariaveis, X, que aproxima f(-) por uma fungao geral ndo-linear, H(x;;))
de x; e definida pelo vetor de parametros ¢» € R" onde r é o nimero total de
parametros do modelo.

A particao é usualmente definida por um conjunto de hiperplanos ortog-
onais aos eixos das variaveis explicativas, chamada de waridvel de transi¢cao
(em inglés: split variable).

No contexto apresentado em (2), H(x;;%) é uma fungdo constante
por partes definida por K subregices k;(6;), i = 1,...K de K C R9. A
determinacao dessas subregioes é feita pelo vetor de parametros nao-lineares

0;,, j=1,.., K onde

fxi) = H(xi;p) = Y Bi1;(x56;) (3-1)

em que

1 ,sex; €k;(0))
0 ,S€ X; ¢ /{:J(OJ)

I;(x;0;) = { ;
e o vetor de parametros é 9 = (B4, ..., Bk, 07, ..., 0% ).

Neste trabalho, sera considerada uma regressao logistica linear por partes
em cada folha, que representa um novo regime, e a transicao entre os regimes
é feita de forma suave. Nessa linha e dentro do contexto dos modelos lineares
generalizados destacam-se os trabalhos de (5) e (4) que discutem as funcao
H(x;; %) para uma &arvore de regressao Poisson e em Regressao Logistica. Ja
o primeiro propoe a diferenca entre fungoes desvio para a divisao dos nos e
crescimento da arvore.

Cada n6 gerador tem uma varidvel de transicao z, ; € x; associada, onde
s; € S=1{1,2,...,m}. Temos ainda os conjuntos de indices dos nds geradores

e nés terminais que estao contidos, respectivamente, nos conjuntos J e T.
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No exemplo mais simples que se pode apresentar de uma arvore em que
temos apenas uma profundidade (d = 1) e K = 2 nds terminais, a equacao

que explica a relacao entre y; e x; é dada por

vi = B1lo(xi; S0, ¢0) + B[l — Io(x4; S0, Co0)] + €
onde

To(55: 50, €0) = 1 ,se x4 < co
0 ,se X5 > Co
espeES=1,2,....m.
Um exemplo numérico apresentado em (7) é mostrado na figura 3.1,
a seguir. Logo apds, na figura 3.2, apresentamos a divisao no espaco das
covariaveis, X C R? e a tabela 3.1 com as sentencas légicas e o correspondente

valor da variavel dependente estimada, 9.

X1%11?
SIM NAO
X2£5,3? V=6
SIM NAO Regime 1
y=18 X197
Regime 2 SIM NAO
y=12 §=04
Regime 3 Regime 4

Figura 3.1: Estrutura do modelo. Exemplo em (7)

5.3

X2 1

Figura 3.2: Divisao do espaco das covariaveis
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Divisoes de X U

se r; > 11 6

ser; <l1llexy<b.3 1.8
sery <9exy>53 1.2
se9<zry<llexzy>53|04

Tabela 3.1: Divisao do espago das covariaveis

Algoritmo de Crescimento

Consiste na escolha de um né a ser dividido, conseqiientemente uma
variavel de transicao (z,;) e um limiar (c;), e, de forma iterativa, estima-se os
parametros dos modelos contidos em cada né gerador. A selecao dos elementos
citados e a estimacao dos parametros sao feitos simultaneamente.

Basicamente busca-se, a partir do né raiz, zs, e ¢y que minimizam a soma

dos erros quadraticos:
SQA™ =" {y; — Bilo(xs; 50, c0) — Bl — Io(xi; 0, co)]}
i=1

A estimacao dos parametros 3; e (3, é dada por

g Doier Yido(xis S0, ¢o)

= &= 3-2
! Zizll()(xi;s()uc()) ( )

5 MQ 2?21 yi[1 — Io(x4; S0, €o)]

T L - To(xii so, o) (3-3)

A divisao do né gerado na posicao 1 é feita da mesma maneira, através

da busca por z,, e ¢; que minimizam

SQArvz — Z {yi — B[l — Lo(xi; S0, co)] — [Bs1(xi;5 51, ¢1)

=1

B4l — L (%45 81, ¢1)] o (%45 50, o)}

e assim sucessivamente até que nao se tenha ganhos com a divisao. Em (2)
é proposto um critério de parada, declarando como né terminal aquele que
contenha 5 observagoes ou menos.

Além disso, a fim de diminuir a complexidade da arvore que pode crescer
mais que o necessario,mesmo utilizando-se o critério de parada, existe uma
técnica que determina o corte de algumas folhas e por essa razao é chamada
de Podagem.

Uma funcao, sugerida em (2), e apresentada em (7), cumpre o papel de
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avaliar a necessidade de se reespecificar o modelo na tentativa de melhorar seu

poder de previsao é
N
R*(N,a) =) Ri+|a|N, (3-4)
i=1

onde R; é uma medida da qualidade do ajuste na i-ésima folha em uma arvore
com N folhas, em que « é o parametro que penaliza a arvore pelo seu tamanho.
Como um exemplo da R;, suponha que ela seja calculada apés a divisao do né

gerador da posicao 1, assim o melhor modelo é o que maximiza

R(Arvy) = SQ(Arvy) — SQ(Arwvs).

3.2
Generalized Additive Models (GAM)

Proposto por (12) os quais posteriormente estenderam o trabalho em
(13), trata-se de modelos de regressao nao paramétricos desenvolvidos apds o
estudo sobre Modelos Aditivos em (27).

A classe dos GAM “s tem como fundamento a substituigao da forma linear
> B;x; pela soma de fungoes suavizadas das varidveis explicativas, ) f;(x;).
Trata-se de uma generalizacao ainda maior do que os MLG s, como se mostra

abaixo, figura 3.3, na estrutura dos modelos encontrada em (11).

Regressdo Linear
Multipla

Regressdo Linear

5 i MLG's . GAM’s

Simples

Figura 3.3: Hierarquia dos modelos

Os GAM’s sao considerados modelos semi-paramétricos, pois, assim
como os MLG’s, sao paramétricos no que diz respeito a distribuicao de
probabilidade da variavel dependente, a qual deve ser especificada, porém
alguns preditores podem ser modelados de forma nao-paramétrica através de
termos lineares e polinomiais de outros preditores, podendo, desta maneira,
mensurar relacoes nao-lineares entre a variavel dependente e as variaveis
explicativas. Essa é, sem duvida, sua maior vantagem.

Assim como os MLG s a relacao entre a média da variavel dependente
e, no caso dos GAM “s, as funcao suavizadas das variaveis explicativas é feita
por uma funcao de ligacao tendo como principal hipétese que aquelas sejam

funcoes aditivas entre as covaridaveis e as componentes sejam suaves. Desta
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maneira, a forma de um GAM ¢é apresentada da seguinte maneira

E(y|z1,....zp) = fo+ fi(z1) + fol@2) + ... + fp(zp) (3-5)

onde o preditor linear dos MLG s, n = > 8%, é substituido por n = > f;(x;),
j=1..p.

Cada uma dessas fungoes é ajustada através de um diagrama de dis-
persao suavizado (scatterplot smoother) e utilizando um algoritmo se realiza
a estimagao das p fungoes simultaneamente. Conforme apresentado em (13),
um diagrama de dispersao suavizado é uma funcao s de x e y, com mesmo
dominio que os valores em x : s = S(y|x), a qual tem como principais atribu-
tos a descricao visual da relacao entre a variavel dependente e as covariaveis,
além da estimacgao da relagao entre as mesmas, que nada mais é que o ajuste
da reta suavizada, f(z), que sintetize a dependéncia entre y e x. Tal reta deve
ser tal que minimize Y [y; — f(x;)]*

Um suavizador usual e que sera utilizado nas aplicacoes feitas nesse
trabalho é o Cubic Smoother Splines, que faz a busca pela f(z) que minimize
a Soma dos Quadrados dos Residuos Penalizada - SQRP (em inglés, Penalized
Residual Sum of Squares - PRSS), denotada por

n

SQRP(FA) =Y lu — F@)P 44 [ 1/ePd, a<m<..<b (39)

i=1
onde A\ é o parametro de suavizacao que deve ser escolhido.

Quanto maior for A (A — 00) o termo que penaliza a SQRP é dominante,
forcando fab f"(t)?dt = 0, sendo assim a reta ajustada por Minimos Quadrados.
Caso contrario, A — 0, a solucao tende para qualquer funcao que faca a
interpolacao dos dados. Alguns métodos de selecao automatica de A sao
apresentados em (14).

Uma maneira intuitiva de escolher \ é através da determinacao dos graus
de liberdade (gl) para o suavizador, no caso o Cubic Smoothing Splines, e
utilizar uma otimizag¢ao numérica para determinar o valor do parametro que
retorne tal niimero.

Os graus de liberdade de um suavizador sao dados por
gly = trace(S,) (3-7)

onde Sy ¢ um operador linear suavizado e a soma de seus autovalores definem
os graus de liberdade. Por exemplo, quando usamos um suavizador com 4 gl,

significa que para cada x; o parametro \; é escolhido tal que
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trace[S;(\;)] — 1 =4.

3.2.1
Regressao Logistica Aditiva
Com a substituicao dos termos lineares da regressao logistica pelas

fungoes suavizadas, a expressao do modelo toma a forma

7(x)

1 —7(x)

As fungao de ligacao utilizada, g[m(x)], é a logito. Além dela os GAM s

log [ ] = St i)+ falx2) ot fuxy). (3-8)

também admitem as demais funcoes de ligacao: probito, logistica e, obvia-
mente, a identidade.

Para especificar o modelo utiliza-se os critérios de forma semelhante
aquela feita para os MLG s na secao 2.2.1. Apenas a estimacao é feita de

forma diferente.

Estimacao do modelo de Regressao Logistica Aditiva

Para estimar uma Regressao Logistica Aditiva sabendo que, dada a
forma do modelo apresentada anteriormente, temos para apenas uma variavel

dependente, X, o modelo

P(Y = 1|X = 2)
1 =
% py—ox =] W
em que
@)

Para tal, o método da Maxima Verossimilhanca Penalizada, apresentado
em detalhes em (14), é alocado. Tal método segue o mesmo principio apresen-
tado anteriormente onde se deve maximizar a log-verossimilhanga, guardadas

as devidas alteracoes com a inclusao do termo penalizador como segue

n

5N = Y lwlogan) + (1 - y)log(1 = n(ai))) — 30 [ ()

1
= Y luif ) —log(1 + /) - 3 [ @Pat
i=1
onde 7(z) = P(Y = 1|X = z).
Representando f(x) = >°7 | Nj(z)0;, chamado natural spline, em que

Nj(z) é um conjunto N-dimensional de funcées bases, temos a primeira e
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segunda derivadas representadas na forma matricial por

ol

—a(g) =N'(y —p) — A0,
PUB) _

g0y~ NWN-e,

onde {N}Z] = NJ(.Tl) (§ {QN}jk = fNJH(t)N];/(t)dt
Assim os valores de 6 e das fungoes ajustadas sao obtidos iterativamente

por meio de

gt = (N'WN+ Q) 'N'W(NO™ + W(y — p))
= (N'WN + Q) 'N'Wz

7l = (N'WN + AQ) 'N'W(f" + W (y — p))

= S)\7wZ.

3.3
k-Nearest Neighbor

Primeiramente apresentado em (9) e posteriormente desenvolvido e teori-
camente provado em (6), trata-se de um classificador nao-paramétrico, para o
qual nao é necessario um modelo a ser ajustado, onde, dado um ponto xy no
espaco n-dimensional, que deva ser classificado, encontra-se k pontos perten-
centes a amostra de treinamento (z(;), ¢ = 1, ..., k) mais préximos em distancia
(geralmente distancia Euclidiana) do novo ponto. Assim, este tem sua classi-
ficacao feita de acordo com a maioria das classificacoes existentes de seus k

vizinhos com a finalidade de formar Y que é definido como

Y/(if(i)):% > w (3-9)

2o €N (2 (3))

onde Ni(z(;y) é a vizinhanca de ;) definida pelos k pontos amostrais préximos
de xo na amostra de treinamento. Tal procedimento nada mais é do que
encontrar as k observacoes mais proximas do novo ponto, xg, e tirar a média
dos valores de suas varidveis dependentes.

A figura 3.4 ilustra um exemplo de como a variacao no valor de k
influencia na classificacao. Para k = 5 classificariamos o novo ponto como

sendo um circulo e caso o niimero aumentasse para k£ = 15, por exemplo, a
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classificagao mudaria para um quadrado.

1] ~
l/l..l @
H/ H .
'

Figura 3.4: Exemplo: k-Nearest Neighbor

3.4
Analise Discriminante

A Anadlise Discriminante é uma metodologia que permite classificar
duas ou mais populacoes e com esta separacao prévia poder alocar um novo
objeto a uma das classes existentes. Para tal é calculada uma funcao, que
¢ a combinacao linear das covaridveis, denominada func¢ao discriminante. Os
principais pressupostos desta fungao sao: a variavel dependente deve seguir
uma distribuigdo Normal multivariada e as matrizes de covariancia (X) sejam
iguais.

Utiliza-se a técnica através da Funcgao Discriminante Linear de Fisher
(em inglés, Fisher Discriminant Linear - FDL) que, conforme apresentado em
(16), transforma as observagoes multivariadas x em observagoes univariadas y,
tal que os y’s das populacgoes P, e P, fossem separados o maximo possivel.

Assim sendo, a funcao discriminante de Fisher tem a forma da com-

(nl—l)Sl-‘r(ng—l)SQ
ni+ng—2 :

. ~ . A Al Al (= - va-1 o
binagdo linear y = a'x, onde & = (X; — X3)'S,;" e S, =
Considerando os estimadores S e X referentes a > e .

A expressdo y = (X1 — X»)'S, 'x maximiza a razao

(¥, —¥,)? _ (@'% —a%y)*  (ad)’

D) ~/ ~ - X7 ~
. a'S,a aS,a

S

onde d = x; — X,. O resultado e prova da maximizacao sao encontrados em

(16) (pp. 610).
Para uma nova observagao, xj, a regra de alocacao em uma das pop-

ulagoes discriminadas pela fungao é a seguinte
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— Alocagao em P; se:

3.4.1
Estimacao das Probabilidades de Classificacao Incorreta

Em se tratando das populacoes P, e P, podem ser cometidos dois tipos

de erros. Segundo (23) sao eles:

— Erro 1: elementos provenientes da populacao 1 que sao classificados como

pertencentes a populacao 2;

— Erro 2: elementos provenientes da populagao 2 que sao classificados como

pertencentes a populacao 1.

Desta maneira define-se P(Erro 1) = p(2|1) e P(Erro 2) = p(1]2).
Uma forma de visualizar tais erros é através da Matriz de Confusdo, que
¢ um artificio semelhante a Tabela de Classificacao, como se pode notar na
tabela 3.2

Tabela 3.2: Matriz de Confusao

Fopulagao Classificada

Populacéo Real pop 1 pop 2
pop 1 Ms Mz My
pop 2 My Naz My

Seus elementos sao:

— nqp: itens de P classificados corretamente em P;;
— nyq: itens de P; classificados incorretamente em Ps;
— noyp: itens de Ps classificados incorretamente em P;;
— nagg: itens de P, classificados corretamente em Ps;
— Nj: total de itens em Pi;

— Ns: total de itens em PB.
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A Taxa Aparente de Erro (APER) definida em (16) é dada por

N1 + Na1

APER =
Ny + Ny

Ainda com a tabela 3.2 calculamos as estimativas das probabilidades dos
erros, dadas por: p(12) = 22 e p(2[1) = 5. Quanto menores elas forem,
melhor serd a funcao de discriminacao.

A avaliacao e construcao da matriz de confusao serao feitas neste trabalho
através do Método da Ressubstituicao (ver (23)) em que os escores de cada
elemento amostral observado de P, e P, sao calculados, sendo a regra de
discriminacao utilizada para classificar os N = N; + N elementos da amostra
conjunta. Assim os mesmos elementos amostrais participam da estimacao da
regra de classificacao e da estimacao dos erros. Outros dois métodos utilizados
sao: Método Holdout e o Método de Lachenbruch, extensamente debatidos em

(16) e (23).
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