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A Teoria de Conjuntos - Preliminares

Esse capitulo se propoe a apresentar de maneira breve os resulta-
dos da teoria de conjuntos que serao utilizados nos capitulos subseqiientes.
Comecamos definindo as teorias que serao discutidas a frente, fundamentadas
em dois conjuntos distintos de sentencas, os axiomas de Zermelo-Fraenkel e
os axiomas de Peano, seguimos estabelecendo uma equivaléncia entre os ax-
iomas de Peano e SF, a teoria composta pelos axiomas de ZF mais a negacao
do axioma do Infinito e tecemos um breve comentario sobre a existéncia de
modelos nao-standard para a Aritmética de Peano. Por fim, definimos con-
sisténcia e citamos os Teoremas de Incompletude de Godel, fundamentais para

a compreensao dos resultados apresentados nos capitulos subseqiientes.

2.1
Os axiomas de Zermelo Fraenkel

Oito anos depois de Hilbert enunciar seus famosos 23 problemas no Con-
gresso Internacional de Matematica, Zermelo publicaria sua primeira tentativa
na axiomatizacao da teoria de conjuntos, que mais tarde seria aperfeicoada
por Skolem e Fraenkel, dando origem ao que hoje conhecemos como o sistema
axioméatico de Zermelo Fraenkel (ZF).

H4 mais de uma maneira de descrever ZF, todas equivalentes. Aqui

apresentaremos uma delas:

1. Extensao: VaVy(Vz(z €z = z € y) — . =y).

2. Separacao: (F2Vx(o(r) — = € 2)) — (FyVa(x € y « ¢(z))).

Com o axioma 2, definimos o conjunto {z : ¢(x)}, dos elementos que
satisfazem ¢(z), com a sentenga Va(z € {z : ¢(z)} < ¢(z)). Note que,
definido dessa maneira, nem sempre o conjunto {z : ¢(z)} existe. No
entanto, dado um conjunto A, sempre existe o conjunto {x € A : ¢(x)},
definido por Vy(y € {x € A: ¢(2)} < (y € A) A op(y)).

Definimos também o conjunto vazio, (), pela sentenga {z : z # x} e a

intersegdo x Ny como {z € z : z € y}.
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Note que o Axioma da Separacao, assim como o axioma da Substituicao,
representa um esquema infinito de axiomas, com um axioma para cada

formula de primeira ordem ¢.

. Par: VaVy3dz(x € 2 ANy € 2).

Com o axioma do Par e Separacao garantimos a existéncia, para a e b

dados, dos conjuntos {a} e {a,b}.

. Unido: Ve JyVz(z € y < Jw((z € w) A (w € x))).

Com o axioma 4 podemos definir | Jz, como {y : 3z € z(y € 2)}. Em

particular, a notagao usual z Uy nada mais é que | J{z,y}.

. Poténcia: Vz3IyVz(z Cz — z € y).

Aqui a relagdo y C x é definida por Yw((w € y) — (w € x)) e, no
contexto do axioma 5, podemos definir P(x), o conjunto das partes de

z, por {y 1y C z}.

. Substituigao: VzIuwVz(z € w « (Jy € z(z = F(y)))).

Aqui notamos F(x) como o tnico y tal que ¢(x,y), para uma dada

formula ¢ da linguagem.

. Infinito: Jz((z # 0) A (Vy(y € ) — (yU {y} € 2))).

. Fundagao: Va((x # 0) — (Jy € 2Vz € y(z ¢ x))).

Os oito axiomas acima descritos representam ZF. Os axiomas de ZF
mais o axioma da escolha (ZFC) formam o sistema axiomético padrao
para a matematica desenvolvida nos dias de hoje e, salvo disposicao
em contrario, qualquer afirmacgao feita sobre a demonstracao ou as
conseqiiéncias de um determinado teorema pressupoe que as mesmas

se dao no contexto de ZFC.

. Escolha: Va((0 ¢ a) A (Vz,y € a(x #y — 2Ny = 0)) — Ib(Vw €

adz(bNw={z})))

O axioma da Escolha afirma que dado um conjunto arbitrario a de
conjuntos nao vazios, distintos dois a dois, existe pelo menos um conjunto
b que contém exatamente um elemento em comum com cada um dos
conjuntos de a. A importancia do axioma da escolha (e seus equivalentes)
nao seré discutida em profundidade nesse trabalho e o leitor interessado

deve buscar em (8).
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2.2
A Aritmética de Peano

Os axiomas de Peano sao um conjunto de axiomas de segunda ordem
propostos por Giuseppe Peano no final do século XIX em seu Arithmetices
principia, nova methodo exposita que determinam toda a teoria da aritmética.
Tradicionalmente, ao estudar logica, ¢ comum trabalhar com os axiomas de
Peano em logica de primeira ordem, com o axioma de inducao de segunda
ordem sendo substituido por um esquema infinito de axiomas de indugao em
primeira ordem. A esse sistema de axiomas de primeira ordem é dado o nome
de Aritmética de Peano (PA).

Nesse trabalho nés trataremos de resultados e demonstragoes em PA,
evitando sempre que possivel sobrecarregar o texto com a notacao logica usual.
Veremos em seguida em que contexto essa pratica nao fere o rigor proposto.

A aritmética de Peano é a teoria de primeira ordem da linguagem da

aritmética £ = {+,-,<,0,1} que consiste nos seguintes axiomas:
1. Va(z + 1 #0)
2. VaVy(z +1=y+1) = (z=1)
3. Vy(¢(0,y) AV (d(z,y) — o(z +1,9))) — V2(6(2,9))
4. VaVy(z+0=a2)A(z+(y+1)=(zr+y)+1)
5. VaVy(z - 0=0)A(z-(y+1) =z y+2)
6. Vavy((—(z <0) A (z < (y+1) < ((z <y) V (z=y)))).

Note que 3 é o esquema de indugao para férmulas de primeira ordem
o(z,y) citado anteriormente, onde y = y1,¥s, . .., Yy, para algum n, ao passo
que os axiomas 4, 5 e 6 sao, respectivamente, as defini¢oes recursivas das
operacoes +, - e da relacao <. Com as defini¢coes standard de N e da funcao
s definida por s(x) = x + 1 é possivel construir as operagoes +,- e <. Isso
nio significa, no entanto, que + e - sejam desnecessarios. E facil construir
modelos para a linguagem {s, 0, 1} que satisfagam a versao natural dos axiomas
de Peano para essa linguagem, mas que nao admitam, uma operagao + que
satisfaca o axioma 4. Por isso, para axiomatizar a aritmética em logica de
primeira ordem, precisamos ter na linguagem original os simbolos + e -. Por
outro lado, o simbolo < nao é estritamente necessério, pois sempre podemos

defini-lo com a sentenca

VaVy(z <y) « F2((z #0) A (x + 2 = y)).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510534/CA


PUC-RiIo - Certificacé@o Digital N° 0510534/CA

Capitulo 2. A Teoria de Conjuntos - Preliminares 12

2.3
O sistema SF e sua correspondéncia com PA

E freqiiente associarmos os teoremas de PA com a “matematica finitista”,
o mundo onde residem os teoremas matemaéticos que podem ser formulados
em {+,-,<,0,1} e cuja prova nao requer essencialmente o uso ou a nogao de
conjunto infinito.

Por muito tempo acreditou-se que PA continha uma axiomatizacao do
conjunto de todas as verdades sobre nimeros naturais e conjuntos finitos até
que, em 1931, Godel provou os Teoremas de Incompletude, que veremos na
secao 2.9.

Em muitas das demonstragoes presentes nesse trabalho, nos utilizamos
do fato que, para afirmagoes sobre nimeros naturais, PA é equivalente a SF,
a teoria obtida quando tomamos os axiomas de ZF e substituindo o axioma

do Infinito por sua negagao.

7b. Finitude: Bz ((x # 0) A (Vy((y € 7) — (yU {y} € 2)))).

O tnico dos axiomas apresentados para ZF que afirma algo sobre a
existéncia de conjuntos é o axioma do Infinito e, ao negé-lo, damos margem
para a existéncia de um modelo vazio de SF. Para evitar isso, acrescentamos

também o axioma do Vazio.

7c. Vazio: Jx(z = {y : y # y}).

Uma vez estabelecida a equivaléncia entre as teorias, torna-se possivel
demonstrar resultados em PA, realizando todo o trabalho de prova em SF e
em seguida lancando mao dessa correspondéncia. Um fato importante desse
processo, mas que requer encodificacao para ser demonstrado, é o lema que

segue:

Lema 1. O simbolo €, definido por
k € n < o k-éstmo digito bindrio den € 1.

pode ser definido usando apenas 0,1, -, .

Dessa maneira, se tomamos por exemplo o decimal 14, cuja expansao
binaria é 1110, temos que 0 ¢ 14,1 € 14 , 2 € 14 e 3 € 14 e temos que
14 = {1,2,3} = {{0},{{0}}, {{0},0}}. Equivalentemente, vamos usar, sem
demonstragao, que as fungoes o, : N — {0,1} abaixo descritas podem ser

definidas em PA.
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(n) 1 se o k-ésimo digito de n em binério é 1
oln) = .
0 caso contrario

Um modelo natural para SF ¢é V,,, definido por

Vo=0, Vo =P(Va) e V, = [ Vi

neN

Note que isso é justamente a hierarquia de Zermelo, parando no primeiro
caso ordinal limite. Assim, por exemplo, temos Vo = 0, Vi = {0}, Vo = {0, {0}}
e Vs = {0,{0}, {{0}},{0,{0}}} . E facil ver, em ZF, que o conjunto infinito
Vo, =10,{0}, {{0}},{0,{0}}}, {{{0}}},...} & de fato, um modelo para SF. O
que faremos agora é construir recursivamente uma funcao f : N — V, que faz
corresponder biunivocamente um elemento de V,, a um natural, da seguinte

maneira;:

f(n) = {f(k) - ox(n) =1}

Assim, por exemplo, temos que f(0) = 0, f(1) = {0}, f(2) = {{0}} e
f(3) = {{0},0}. Segue que a teoria PA + € satisfaz todos os axiomas de SF,
fato que nao demonstraremos aqui. Em particular, usando a relacao €, todas

as construgoes da teoria de conjuntos podem ser feitas em PA.

2.4
Modelos nao-standard para a Aritmética do Peano

Na teoria de modelos, um modelo nao-standard ¢ um modelo nao-
isomorfo ao modelo standard cujo conjunto subjacente é uma extensao do
apresentado pelo modelo standard. Pela definicao de modelo, as verdades
demonstraveis na teoria serao verdade em ambos os modelos, mas frases
verdadeiras no modelo standard podem nao ser verdade no modelo nao-
standard.

A existéncia de modelos nao-standard para a Aritmética de Peano em
primeira ordem mostra que esse sistema ¢ de fato mais fraco que o sistema
analogo em segunda ordem, uma vez que o unico modelo para o sistema de
axiomas de segunda ordem de Peano, a menos de isomorfismos, é o conjunto
dos ntimeros naturais.

Supondo que PA é consistente, o Teorema de Lowenheim-Skolem nos
garante a existéncia de modelos nao-enumeraveis de PA. Uma pergunta que
podemos nos fazer é: serao isomorfos todos os modelos enumeraveis de PA?

Segue que toda teoria consistente e nao completa T que nao admita mod-

elos finitos terd modelos enumeraveis nao-isomorfos. Seja A uma sentenca na


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510534/CA


PUC-RiIo - Certificacé@o Digital N° 0510534/CA

Capitulo 2. A Teoria de Conjuntos - Preliminares 14

linguagem de T. Se T nao demonstra A nem —A entao existe, por Lowenheim-
Skolem, um modelo enumeravel 9 de T"U {A} e um modelo enumeréavel J
de T'U {—A}. Ambos serao modelos de T e, claramente, nao sao isomorfos.
Veremos adiante que, se PA é consistente, entao PA nao é completa e, por-
tanto, admite modelos nao-standard enumeraveis. Em (7) Boolos demonstra
que os elementos do dominio de qualquer modelo 91 nao-standard de PA sao
linearmente ordenados por uma relagao <gy. Essa ordenacao terd um segmento
inicial isomorfo ao conjunto do naturais, seguido por um conjunto ordenado
de segmentos, cada segmento sendo isomorfo ao conjunto dos inteiros. Esse
conjunto ordenado nao admite um primeiro ou tltimo membro e entre quais-
quer dois desses segmentos havera sempre um terceiro. Se o dominio de 9 é
enumeravel, teremos uma quantidade enumerével desses segmentos e a relagao
de ordem entre eles sera isomorfa a ordem usual no conjunto dos racionais.
Embora esses modelos nao-standard satisfacam toda a teoria standard
de numeros, eles também podem satisfazer novas sentencas. E possivel, por
exemplo, construir um modelo nao-standard da reta real, dando origem a um
ramo da Anélise chamado de Analise nao-standard e as versdes nao-standard

para a Teoria da Medida, Analise Funcional, etc.

2.5
Os Teoremas de Godel

Provados em 1931, os teoremas de incompletude de Godel demonstraram
que a meta estabelecida por Hilbert para encontrar um sistema axiomatico
completo e consistente para toda a matematica era, de fato, impossivel de ser

atingida.

2.5.1
Consisténcia

Um sistema Y de axiomas de uma determinada teoria é dito consistente
se nao existe uma demonstragao do absurdo obtida através dos axiomas de
Y. Do mesmo modo, podemos nos perguntar se um determinado axioma A
é consistente com o sistema X, o que é equivalente a dizer que nao existe
demonstracao a partir de ¥ para —A. Note, no entanto, que embora a nao-
consisténcia de A possa implicar em sua negacao, a consisténcia nao torna A
uma conseqiiéncia de Y. Por exemplo, Godel e Cohen demonstraram que nem
o axioma da escolha nem a sua negacao podem ser demonstrados em ZF (a
menos que ZF seja inconsistente), ou seja, o axioma da escolha ¢ independente

dos demais axiomas.
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2.5.2
Incompletude

Os teoremas que seguem sao uma versao simplificada dos teoremas de
Incompletude de Godel. O resultado obtido por Gédel é mais geral, abrangendo
uma classe de teorias contendo aritmética. Enunciamos aqui versoes restritas

a PA, que nos serao tteis mais tarde.

Teorema 2 (Primeiro Teorema de Incompletude em PA). Eziste em PA uma
sentenca ¢ que afirma a sua propria improvabilidade. Supondo que PA seja

consistente temos PA ¥ ¢.

Teorema 3 (Segundo Teorema de Incompletude em PA). Seja Conpa a

sentenc¢a que afirma que PA € consistente. Se PA ¢ consistente entao PA
¥ Conpa.

O fato de que uma dada teoria, se consistente, é incapaz de provar sua
propria consisténcia devastou o Programa de Hilbert: nao é possivel formalizar
a matemaética em sua totalidade uma vez que qualquer tentativa de exibir tal
formalismo é fadada a omitir alguma afirmacao matematicamente verdadeira,
como por exemplo a consisténcia desse formalismo. Langaremos mao deste
resultado para, nos capitulos 3 e 4, demonstrar que certos resultados nao sao
demonstraveis em PA. Ao leitor interessado na demonstracao da versao geral

do Teorema 3, recomendamos (7).
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