PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0521471/CA

2
Formulacao Estrutural e Hidrodinamica da Linha pelo
Método de Elementos Finitos

2.1.
O Método dos Elementos Finitos

7z

Uma grande variedade de problemas fisicos em engenharia é hoje
analisada empregando-se o método dos elementos finitos na representacio de
solidos, estruturas, fluidos e transferéncia de calor. O método consiste em impor-
se as condi¢des de equilibrio de um sistema continuo através de sua discretizagdo
empregando-se um ndmero finitos de graus de liberdade. No caso da andlise
estrutural, a discretizacdo da estrutura € considerada através de sub-dominios
(elementos), e que as condicdes de equilibrio sdo estabelecidas em termo das
varidveis de estado a partir das hipdteses cinemdticas adotadas. Por fim, o
conjunto de equacdes correspondente ao equilibrio do sistema discretizado é
obtido, levando-se em conta as condicdes da continuidade entre os elementos e de
contorno da estrutura. Em problemas estiticos e lineares, estas equacgdes sdo
representadas algebricamente, e o resultado é obtido diretamente, fornecendo os
deslocamentos da estrutura. As deformacgdes e tensdes sdo entdo obtidas através
das relagdes de compatibilidade geométrica e constitutiva, respectivamente. No
presente trabalho o problema da andlise dindmica de linhas flexiveis € ndo-linear e
a linearizagdo das equacdes de equilibrio requer o emprego de um método
iterativo para a resolug¢do do sistema de equagdes algébricas obtido. Este, através
de sucessivas aproximagdes lineares, fornece a solugdo aproximada do sistema,
segundo um critério de convergéncia numérica. Neste caso realiza-se uma andlise
incremental onde o carregamento é progressivamente aplicado, e, para cada
incremento, obtém-se uma solugdo intermedidria por processo iterativo que,
considerada na solu¢do do passo seguinte, permite acumular-se o carregamento
até que este seja integralmente aplicado.

Para o caso de problemas dinamicos, faz-se necessaria a representagdo nas

equacdes de equilibrio das forgas de dissipacdo e de inércia; estas incluem termos
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contendo a primeira e segunda derivadas temporais das varidveis de estado,
respectivamente. Para a solu¢do numérica deste sistema de equagdes diferenciais
ordindrias, resultantes da expressdao de equilibrio da estrutura discretizada, é
necessdrio considerar-se um processo de integracdo numérica incremental passo-
a-passo onde consideracdoes de discretizagdo no tempo sdo aplicadas.
Analogamente ao problema estético, o equilibrio é obtido em cada passo de forma

iterativa.

2.2,
Nao-Linearidades Presentes no Comportamento Estrutural de Risers
e Linhas de Ancoragem

Para um problema linear estitico, as equagdes de equilibrio obtidas através

do método de elementos finitos sdao representadas pela equacio:

KU =R (5.2.1)

O sistema de equacgdes acima, para a matriz rigidez independente do
deslocamento, corresponde a andlise linear de um determinado problema
estrutural, e o deslocamento U é uma fungao linear do carregamento R aplicado.
Na andlise estrutural, a resposta linear do sistema é baseada em algumas
hipdteses, como a presenca de pequenos deslocamentos, material linear eléstico, e
condicdes de contorno fixas.

No presente estudo, considera-se a ndo-linearidade geométrica devido aos
grandes deslocamentos a que a linha de ancoragem estd sujeita e ao acoplamento
entre os mecanismos de rigidez a tracdo e a flexdo. Na teoria linear de vigas retas,
os efeitos de esforcos de tragdo e flexdo estdo desacoplados; porém, na presenga
de grandes deslocamentos, o aumento no esfor¢o de tragdo causa o enrijecimento
da estrutura a flex@o. Nesta condi¢do a matriz rigidez K € dependente da
configuragdo geométrica da estrutura a cada instante. Apesar dos grandes
deslocamentos a que a linha estd sujeita, na andlise incremental as equacdes de
equilibrio sdo linearizadas e apenas deformagdes infinitesimais sdo consideradas,

sem perda de precisao, devido a sua esbeltez caracteristica.
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Um procedimento numérico adotado para andlises ndo-lineares consiste em
dividir o carregamento externo e aplicd-lo, incrementalmente, em uma série de
iteracdes lineares, visando a melhor aproximacéio para cada incremento.

Para o problema em questdo, uma andlise estdtica ndo seria satisfatoria,
devido principalmente aos efeitos de inércia na linha além dos movimentos
induzidos a linha pela béia de superficie. Portanto, os efeitos da cinética devidos a

velocidade e a aceleragdo da linha ndo devem ser desprezados.

2.3.
Analise Incremental Nao-Linear

Considerando-se que as forgas externas aplicadas a estrutura sdo varidveis
no tempo, as condicdes de equilibrio para uma representac¢do de elementos finitos

podem ser escritas na forma:

'R—'F=0 (2.3.1)

onde o vetor ‘R representa as forgcas nodais externas aplicadas no instante de
tempo t, e o vetor 'F representa as for¢as nodais internas devido as tensdes nesta

configuracdo. No caso de uma anélise dinimica, o vetor 'R também deverd
incluir as forgas de inércia e amortecimento. A solucdo incremental passo-a-passo
assume que a solugdo no instante de tempo t € conhecida e necessdria para o

célculo da solugdo no instante t + At. Entdo, para este instante tem-se:

t+ArR_r+AtF =0 (232)

A andlise pressupde que a solugf@o no instante t seja conhecida, e, portanto,

HNE='F 4+ F (2.3.3)

onde F ¢é o incremento da forga nodal na estrutura correspondente aos

incrementos dos deslocamentos e das tensdes entre os instantes t € t + At. Neste
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intervalo, pode-se aproximar este vetor utilizando-se a matriz rigidez tangente

'K , correspondente as condi¢des geométricas e do material no instante t:

F='KU (2.3.4)

onde U é o vetor de incrementos dos deslocamentos nodais no intervalo At

considerado. Substituindo (2.3.3) e (2.3.4) em (2.3.2) obtém-se:

'KU="""R-'F (2.3.5)

e, uma aproximagao para os deslocamentos no instante t + At é assim obtida:

HMU='U+U (2.3.6)

O valor exato do vetor incremental U é aquele correspondente as cargas
aplicadas "R, porém, o valor calculado em (2.3.5), é apenas uma aproximacio
do vetor incremento dos deslocamentos nodais. A partir do vetor incremental U ,
uma aproximag¢do para o incremento das componentes das tensdes e das forcas
nodais sao obtidas e adicionadas aos valores conhecidos no instante t, obtendo-se
assim os valores no instante de tempo t + At. Em seguida, marcha-se no tempo
para os cdlculos no instante de tempo seguinte. O emprego da aproximagdo em
(2.3.4) pode levar a uma solugdo com erros significativos. Assim, iteragcdes da
equacdo de equilibrio devem ser efetuadas até que uma resposta com exatiddo
satisfatdria para a equagdo (2.3.2) seja obtida.

O método iterativo de Newton-Raphson é uma extensdo da técnica
incremental representada por (2.3.5) e (2.3.6), e as equacdes usadas na iteracio

deste método sdo, para cada iterag¢do i (i= 1, 2, 3,...):

A =D p () A A (=)

| | | 2.3.7)
t+AtU(l) — t+AtU(z—1) +U(l)

com as seguintes condigdes iniciais:
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t+AtU(0) _! U
HMKO='K (2.3.8)
r+ArF(0):rF

onde deve-se calcular uma nova matriz rigidez tangente em cada iteracdo. A
figura 2.1 ilustra o processo de solu¢do para um sistema com uma caracteristica

ndo-linear de resposta que favoreca uma rapida convergéncia do resultado:

Carregamento

HARLTFO
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Figura 2.1 - Procedimento Incremental Iterativo.

O método de Newton-Raphson e sua variante modificada serd descrito de

forma mais detalhada na sec¢do 2.11.3.

24.
Descricao do Movimento

A equagdo (2.3.6) corresponde a uma abordagem Lagrangeana da descri¢do
de movimento, em que a configuragdo em um determinado instante é utilizada
como referéncia para os demais instantes. Na formula¢do Lagrangeana Total, as
grandezas estdticas e cinemadticas sdo referidas a configuracdo indeformada da

estrutura enquanto na formulacdo Lagrangeana Atualizada estas grandezas sio
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referidas a configuracdo da estrutura no instante imediatamente anterior ao
instante considerado (t + At).

No presente estudo, utiliza-se a formulagdo Lagrangeana co-rotacionada
(Lustosa, 2000). Por esta formulagdo, as grandezas estiticas e cinematicas sao
referidas a uma configuracio indeformada obtida de transformacdes de
coordenadas espaciais associadas a translacdo e a rotacio da configuracio
indeformada, para uma posi¢do proxima daquela no instante analisado removidos
todos os movimentos de corpo rigido, como pode ser observado na figura 2.2.
Esta formulagcdo possui a caracteristica de ser pouco suscetivel ao tamanho do
incremento dos deslocamentos nodais da estrutura, pois as deformag¢des admitidas
sdo infinitesimais e os movimentos de corpo rigido sdo removidos, possibilitando
desta forma o uso de intervalos de tempo maiores na andlise dinidmica do

problema.

Grandes deslocamentos e
pequenas defomagdes

Instante t

Configuragao inicial
7z indeformada

v Configuragio final deformada tendo como
referéncia & configuracio indefomada co-
rotacionada (pontilhado)

X

Figura 2.2 - Descricdo do Movimento Usando-se um Sistema de Coordenadas
Convectivo Co-Rotacionado.
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2.5.
Equacao de Equilibrio

As equacdes de equilibrio de uma estrutura qualquer, sujeita a grandes
deslocamentos e pequenas deformacdes, pode ser obtida a partir da
estacionaridade do Potencial Total m em relagdo a correspondentes variaveis de
estado considerando-se a andlise dindmica da estrutura. O potencial, em um

determinado instante t, € representado por:

ext ext

xzj(Edef—Em,—W bow. W (2.5.1)
0

onde:

1 . . e ~
=5 J &'V : Energia de deformagdo eldstica, onde € e T sdo os vetores

v

E

de deformagdes e de tensdes definidos pontualmente na estrutura;

E

cin

=%J. pUTUAY : Energia cinética, onde p é a funcio distribuicio de
N4

massa especifica no volume da estrutura

Wr = J.U TfPdV : Trabalho das forcas de corpo f°, distribuidas no volume
A4

da estrutura;

W, = J u' f%dS: Trabalho das forcas de superficie f°, distribuidas na
N

superficie da estrutura;

i

L T .
we :zUi’) R": Trabalho das forgas concentradas R atuantes nos

ext
i=1

pontosi=1, ..., m.
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Na representagdo da parcela da energia de deformac@o, é necessdria a
obtencdo das equacdes de compatibilidade geométrica da estrutura e constitutivas

do material.

As equagdes de compatibilidade geométrica relacionam o campo de
deslocamentos considerado com o campo de deformagdes de uma estrutura. Essas
equacdes podem ser lineares ou ndo-lineares, dependendo do seu grau de
generalidade. Quando hipdteses da ocorréncia de pequenos deslocamentos e
pequenas deformagdes sdo consideradas, as relagdes lineares sao adequadas para
representar o movimento. No entanto, relagdes ndo-lineares ocorrem nas seguintes

situacdes:

a) Presenca de grandes deslocamentos e grandes deformagdes: representa o
caso mais geral do comportamento estrutural;
b) Presenca de grandes deslocamentos e pequenas deformacgdes: condigdo

correspondente a presenca de pequenas deformagdes apenas;

Na andlise do problema em estudo, o segundo caso é o mais apropriado, ja
que as deformacdes medidas no sistema de coordenadas fixo ao corpo sdo
infinitesimais, enquanto este sistema de coordenadas estd submetido a grandes
translacdes e rotacdes de corpo rigido. Desta forma as equagdes de
compatibilidade geométrica podem ser divididas em duas parcelas: a parcela

linear e, e ndo-linear 1,

c=e+1 (2.5.2)

Estas parcelas serdo descritas em termos das varidveis de estado na secdo

2.7.

As equacdes constitutivas do material relacionam o campo de deformacgdes

com aquelas do campo de tensoes:

1=C.¢ (2.5.3)
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onde a matriz C, que depende de propriedades do material da estrutura, é
denominada matriz de elasticidade ou constitutiva do material. No caso de um
material linear eldstico, C € independe das componentes de deformagdes da
estrutura.

Assim, substituindo-se (2.5.3) em (2.5.1), e impondo-se a condicdo de

estacionaridade do potencial 7, obtém-se:

o1 = jjaeTngvczz - jij’T&fdvm - jjpwadth - jj&USTfsds -
ov ov oV 0S

-| S SUY RYdr =0

0 i=1

(2.5.4)

Empregando-se (2.5.3) em (2.5.4), e ap6s algumas manipulagdes algébricas,

o segundo termo do lado direito da equacdo (2.5.4) (Lustosa, 2000) resulta em

[lpvrautav =0 (2.5.5)
v

T

jp&UTUdv+jaeTrdV—ja‘UTdeV—jpa‘UsTfsds—ia‘Ug“ RY =0
v A4 A4 S i=1

(2.5.6)

onde a equagdo (2.5.5) representa as condigdes de contorno temporais e a equacio

(2.5.6) representa a condicao de equilibrio da estrutura.

2.6.
Decomposicao Incremental e Linearizacao da Equacao de Equilibrio

A relacdo constitutiva do material da estrutura no instante t + At, tendo
como referéncia a configuracdo da estrutura no instante t (formulacio

Lagrangeana Atualizada), assume a seguinte forma
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wir = o erie]= M et r (2.6.1)

onde o indice inferior do vetor de deformagdes indica o instante de referéncia e o
superior o instante onde os vetores de tensdes e deformagdes estdo representados.

Utilizando-se a seguinte simplificagdo na nomenclatura,

_ t+At

e="¢ (2.6.2)

e as seguintes simplificacdes para pequenos intervalos de tempo At,
C.e=C.e e 0&=0e,

a equagdo de equilibrio (2.5.6) reescrita na forma incremental resulta em

['poU" ™ 0.d'V+ & Ced'V+ o7 7.d"V =

'y 'y v

= [ouT A+ [SUST A+ Y U RY — (2.6.3)
Iy s i=1

- j " r.d'
Iy

2.7.
Discretizacao da Estrutura

Na discretizacdo da estrutura utiliza-se elementos com dois nds. O campo dos
deslocamentos de um elemento (m), no instante t + At, € obtido em relacdo a

configuracdo co-rotacionada e indeformada do elemento no instante t, na forma

G 4 2.7.1)

t+At A (m) _ —
(1) u(m ()C, y’ Z)_(t)u(m) + u(m) - H(M) (X, y7 Z)'((t)
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onde o indice inferior, representado entre parénteses, indica a utilizagdo do
referencial co-rotacionado, H™ representa a matriz de interpolacdo (ou de

(m)

funcdes de forma) do elemento (m), (t)’ u™ € o vetor de deslocamentos nodais

medido no instante t em relacdo a configuracdo co-rotacionada e indeformada

neste mesmo instante, e 4" € o vetor incremento dos deslocamentos nodais no
instante At medido em relagdo a configurag@o co-rotacionada no instante t.

Na formulagao do elemento unidimensional utilizado, as seguintes hipdteses
sdo consideradas:

- O material € linear elastico;

- Na estrutura ocorrem apenas pequenas deformacdes;

- A estrutura estd submetida a grandes deslocamentos o que resulta na
matriz rigidez tangente da estrutura dependente da configuracdo geométrica em
cada instante, e conseqiientemente no acoplamento entre os efeitos de esforcos de
tracdo e flexdo.

- As secOes transversais inicialmente planas permanecem planas e
perpendiculares a fibra neutra quando sujeitas a flexdo. Por esta hipdtese as
deformagdes devido aos esforcos cisalhantes sdo nulas. Essa é uma aproximagéo
bastante satisfatéria no problema em estudo, poque a estrutura em andlise &
considerada suficientemente esbelta.

Desta forma, a condi¢do de equilibrio do elemento é descrita em fungdo
das seguintes varidveis de estado, representadas no referencial co-rotacionado, e

referidas aos deslocamentos da fibra neutra:

1. u"™(x) — Distribuicdo dos deslocamentos axiais da linha neutra ao longo do

elemento (m).

2. v"™(x) — Distribui¢io dos deslocamentos transversais da linha neutra na

dire¢@o y ao longo do elemento (m).

3. w(m)(x) - Distribuicdo dos deslocamentos transversais da linha neutra na

dire¢d@o z ao longo do elemento (m).
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0"™(x) — Distribuicdo da rotacdo da secdo reta em torno do eixo x ao longo do

elemento (m).

Estes campos de deslocamento ao longo do elemento (m) sdo obtidos
através de interpolacdes dos deslocamentos e rotagdes dos nés que compdem este
elemento. Estas interpola¢des sdo obtidas através das fun¢des de Hermite para as
deflexdes, e funcdes lineares para os deslocamentos axiais e rotagdes devidos a

tor¢do. Com isto temos
+A () _t+Ar (m) A 2 (m)
ol o Uy LD (x)+ U Py (x)

AL (m) _t+A 1 s (m) AL 2 ) 1+A1 21 3 (m) (+Ar 22 % (m)
oV " Uy D (x)+ 0 yCID " (x)+ 0 D" (x)— 0 D" (x)

AL (m) _t+A (m) t+A 2 x (m) t+Ar 1 & (m) 1+At 22 & (m)
Aap = U ()2 DY ()Y B (x) K B2 (x)

At n)(m) At 21 3 (m) At 22 ()
0" =" D" (0 B (x) 2.7.2)
LIIZ u%
I 2
Uy Uy
2
1 | B 2
Bz By z By
N6 1 (I; i o 5>
2 2
] ] .
BX ux BX X

Figura 2.3 - Elemento (m) e suas variaveis de estado para o caso tri-dimensional.
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onde:

u? - sdo os deslocamentos dos nés 1 e 2 ao longo dos eixos X,y € z no

X,¥,2
sistema de coordenadas co-rotacionado.
1,2 ~ ~ 2 ~ .
B - s30 as rotagdes dos nés 1 e 2 em relagdo aos eixos X, y € z no

X,,2

sistema de coordenadas co-rotacionado.

As funcdes de interpolacdo utilizadas tém a forma:

CIDE'")(x):l—a; ‘I’(zm)(X):a
@ (x)=1-3a’ +2a" ; @ (x)=3a’ +2a’ (2.7.3)
@ (x)=x—eb+ab; P (x)=b-ab

2
X X

a= 70m © —

onde L™ ¢ o comprimento do elemento (m). Reescrevendo-se a equacao (2.7.1)
na sua forma matricial para a coordenada x no sistema de referencia co-

rotacionado obtemos:
At A (m) _ (m) At A~ (m)
Toa™ (x)y=H" (x)." 4" (2.7.4)
onde H™ ¢ a matriz de interpolacio dos deslocamentos nodais referidas ao

sistema co-rotacionado descrita por:

® 0 0 0 0 0 ® 0 0 0 0 0

g |0 @ 0 0 0 & 0 @ 0 0 0 -
0 0 ®& 0 ® 0 0 0 & 0 @ 0
0 0 0 ® 0 0 0 0 0 @ 0 0

As relagdes de compatibilidade geométrica relacionam o campo de
deslocamentos definido em (2.7.4) com o campo das deformagdes e podem ser

decompostas em: uma parcela linear e, e uma parcela ndo-linear n. Para as
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hipdteses de cinematica de deformagdo adotadas, estas parcelas estdo descritas a

seguir:

1. Componentes Lineares

t+At o (m d t+At d2 t+At d2 1+At
<§‘>8Lc)(x,y,Z)=E( <f>u(x))+ﬁ( <?>V(x))Y+W( Swe)e
(2.7.5)
AL (m) iwme( ) (2.7.6)
o Vex e 0% o

onde "3\ ¢ a deformago linear na dire¢do x ao longo do elemento (m)
devido aos efeitos de tragdo e flexdo do elemento, ¢ "3, ¢ a

deformacdo angular ao longo do elemento (m) devido a torcao.

2. Componentes ndo-lineares

Estes componentes resultam da elongacdo adicional da fibra neutra
causada pelos deslocamentos transversais v(x) e w(x). Sua formulacao é
obtida através da variagdo do comprimento de um elemento infinitesimal
unidimensional em deflexao. Através da figura 5.4 e apds algumas

manipulagdes (Lustosa, 2000), obtém-se:

2 2
ds _ 1+(ﬂj +(ﬂj b2y @.17)
dx dx dx dx

considerando-se

du : dv : du
f{ﬁj J{Ej +2E (2.7.8)
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e usando a aproximacéo da expansdo em série de Taylor para os termos até

a primeira ordem da funcio f (@ =4 1+§ , obtém-se

e, adicionando-se ainda o efeito dos deslocamentos transversais w na direcdo z, a

equacdo (2.7.7) se torna:

2 2 2
ds _du 1\(du) (dv) (dw (2.7.9)
dx dx 2|\dx dx dx

A equacdo (2.7.9) representa a medida de deformacdo devido a elongacdo
da linha neutra. O primeiro termo do lado direto equivale a parcela linear da
deformacdo representada pela equacdo (2.7.5) e o segundo termo equivale a

parcela ndo-linear, definida como:

t+Af o (m 1 dt+t ? dt+t : dH—t ?
on :5{(5 (?)uJ +(5 (f)vJ +(E (f)wj } (2.7.10)

dx du

—_I_- -
—‘—- |

Figura 2.4 - Elongacao da linha neutra devido ao deslocamento transversal v(x).
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A deformacd@o do elemento (m) na direcdo x co-rotacionada é composta
pelas equagdes (2.7.5) e (2.7.10), que representam as parcelas linear e ndo-linear,

respectivamente:

t+At ,(m) t+At
£

_ (m) | t+At o, (m)
(1) & xx (x’ y’Z)_ (1) e.wc + (1) nﬂc (2'7‘11)

Utilizando-se as equagdes (2.7.2), o campo de deformacdes no volume do

elemento (m) em fun¢éo dos deslocamentos nodais € obtido, na forma

" N lz+Az 0T g™ pom trar s om)
1+ g(’") :Bzm) t+(l)tu(m) +| 9 ) ONL PNL (1) (2.7.12)
0

onde B\™ é a matriz que relaciona os delocamentos nodais com a parcela linear

do campo de deformacdes do elemento (m). Esta matriz pode ser decomposta da

seguinte maneira:

Bzm) _ B;Z") 4 y.Bv(i"’ + Z.Bf;:) + r,BéZ”) (2.7.13)

(2x2)

. (m) « . .
€ a matriz BNL (¥ descrlta por.

(m) _ (m)
By i) = EHV (2.7.14)

onde

H =@ @ 000 0 0/@”x 00 0 0 0f
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H™ =l @) 0 0 0 @10 &"x) 0 0 0 —&" (x)]

H™ = 0 @@ 0 -®™x 00 0 ®™x) 0 &™) 0]

H" =l 0 0 ®” 0 010 0 0 &) 0 0

e as matrizes que compdem B," sdo definidas por

d (m) : d (m)
BLET)= Eq)l (x) 00 0O OEEQDZ x 00 0 0O
0 0 00 0 O 0 00 0 0O
(2.7.15)
|
o |0 iCID({")()C) 000 iCID(S'")()C) 10 icbf{")(x) 000 —iCD(ﬁ’")(x)
BVL = dx - Ix ! dx dx
0 0 000 0 10 0 000 0
(2.7.16)
d d | d d
w |00 —d"(x) 0 ——d"(x) 010 0 —D™(x) 0 —Dd"™(x) 0
BEVL): dx 3 () dx 5 () i dx 4 () dx 6 ()
00 0 0 0 00 0O 0 0 0 0
2.7.17)
0 0O 0 0 0/0 0O 0 00
B(m) = d (m) : d (m)
6L 000 —d™x 0 0,0 0 0 —P;"(x) 0 O
dx [ dx

(2.7.18)
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L(’")
B =| 0
0

onde b, 26( i ;
L(m)

X
_J, bz :1_4W+3L_

1
|
0 iL(m)
b, | 0
|
0! 0
X
)2;b3:4W

L(m)2 '
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0O O 0
0 0 -b,
0 b, O
(2.7.19) i

Com o resultado obtido em (2.7.1), o vetor de deformacdes é decomposto

nas parcelas

(my _
€=

g(m) + g(m)

(2.7.20)

onde apenas o vetor incremento das deformagdes &£ ¢é desconhecido. As

parcelas da equagdo (2.7.20) sdo descritas por:

(1)

t+At A(m) _ tﬁ(m) +u(m)

(1) O]

S(M) — Bl(‘m)'uf\(m) +

t+At8(m) — Bzm)

1

+ 5'(0

~mT pmT
u"™ By B

~(m)T mT
u" By’ B

0

(m) t A(m)
NL *(1)

+

N | —

(m) t A(m)
NL (1)

AmT )T p(m) ~(m)
u" By’ By i

0

(2.7.21)

Apoés a discretizacdo dos termos da equagdo de equilibrio da estrutura

(2.6.3) e representagdo no sistema de coordenadas co-rotacionado, chega-se ao

seguinte resultado:
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~ T T T T T -
Z &4(:71) '[(H;m) .H;m)_'_Him) ‘H‘Em)+Hv(vm) .H:Jn)+7'2.H;m) .H;m)htv(m)‘ﬁ-mu(m) +

m 1/(m)

u

T T T T T A
+Z a" _[ (B(;") .C.B;;") +y2Bv(;") .C.BSZ")+Z2B;,’:) .C.B(W':) +r2B;’L”) .C.B;’L”))d’v("”.u("” +
m

1y (m)

~(m)] T A~ ()T T (m)
+ Z &l(m) J' IO-)((ZI).B[(\,VZ) .sz)dtv(m)u(m) — Z &/t(m) ‘[H(m) ‘H-Ath dtv(m) +
m

1 (m) m g (m)

+Z &2(m)T J.H(m)T.t+At‘fS(m)dtS(m) +

t g(m)

xx (1)

T A ()T T r ~
+Z(&’tm ‘t+AtRé1))_Z &4("1) J' Bzm) ! ,z,(m)‘dtv(m) + J.ta(r’n).B](\;’Ill‘) ‘B}(\;?‘dtv(m) tu(m)
m

m fv(!‘ﬂ) )‘V(Wl)

(2.7.22)

onde

1 0
C= E{O 1201+ v)} (2.7.22)

¢ a matriz constitutiva do material com E sendo o mdédulo de elasticidade do
material. A partir da equagdo de equilibrio (2.7.22) as matrizes de massa, rigidez
elastica, rigidez geométrica e os vetores de esforcos internos e externos sio
obtidos. Estas matrizes e vetores sdo posteriormente expressos no sistema de

coordenadas globais, empregando-se transformacdes de base lineares.

2.8.
Matrizes e Vetores dos Esforcos Internos e Externos

Devido a hipétese de que apenas pequenas (infinitesimais) deformagdes
ocorrem, resultante dos pequenos incrementos temporais, as seguintes

aproximacdes podem ser consideradas

tS(m) — S(m)’tv(m) — \v/(m)’tp(m) — p(m)
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que resultam em simplificagdes nas avaliacdes numéricas da equagéo (2.7.22).

a) Matriz de Massa

A matriz de massa da estrutura é obtida através do primeiro termo

da equacdo (2.7.22). Considerando-se a massa especifica do material

constante ao longo do elemento (m), a matriz de massa pode ser descrita

na forma:
lfm) lfm)
A T T T T
M =p"] A J‘ (Hf{m) H™ +H™ H™ +H™" H" )dx + J‘ H™ H™ dx
0 0
(2.8.1)

onde A"™ e IV sdo a drea e 0 momento de inércia polar da segdo reta,

respectivamente.
b) Massa Adicional:

As forcas do fluido sobre o elemento resultam da adi¢gdo de uma
forca inercial e de uma forca de arrasto. A parcela inercial atua em fase
com a aceleracdo do fluido e pode ser interpretada fisicamente como a
massa de fluido acelerada junto com a estrutura. A parcela de arrasto atua
em fase com a velocidade do fluido e pode ser considerada como uma agéo
aplicada a estrutura. Uma caracteristica importante da massa adicional € a
de resultar sempre na dire¢cdo normal aos elementos de cabos, barras ou
linhas flexiveis. A massa adicional por unidade de comprimento de uma
estrutura esbelta submersa em um fluido de densidade py, movendo-se em
dire¢Ges perpendiculares a seu eixo, e de secdo reta circular de raio externo

1o € dado por:

m, = p,.J.r, (2.8.2)
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Utilizando-se a equacdo (5.8.2) para representar esta inércia adicional do
elemento (m), que se move juntamente com o elemento nas dire¢des
perpendiculares ao seu eixo longitudinal, resulta na seguinte matriz de

inércia associada aos graus-de-liberdade locais:

L( m) L(""

M{gm) _ m;ln) J. H{H‘,dx + J.Hgdex (2.8.3)
0 0

que deve ser adicionada a matriz de massa local da estrutura.
Matriz de Rigidez El4stica:
Integrando o segundo termo da equagdo (2.7.22) obtermos:

L(m)
> (m) __ (m) (m)T (m) (m) (m)T (m) (m) (m)T (m) (m)T (m))j
K= | (A B! CB™ +1"B™ C.B" +1/"B\" C.B" +1,By" CBy" Hix
0

(2.8.4)
onde Izz = J.ysz,Iyy = J.szA & IP = J.I’sz

Alm) Alm Alm
Matriz de Rigidez Geométrica:

Em estruturas esbeltas como cabos, eixos e vigas delgadas, o efeito
do enrijecimento da estrutura devido aos esforcos de tracio é significativo,
e ¢ representado no método de elementos finitos pela matriz de rigidez
geométrica, obtida de forma similar a matriz de rigidez eldstica. Esse

termo esté representado na equacdo (2.7.22) por

£m

K =A" ['o" By By dx (2.8.5)
0

(m)

onde ‘0" é a componente axial da tensédo normal devida aos esforgos de

tracdo no instante t, cujos valores nodais no elemento (m) sdo obtidos
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considerando-se as medidas da deformagéo axial nos elementos contiguos

de mesmo material, com mddulo de elasticidade E ,

(m-1) (m-1) (m) (m)
L - L() L - L()

t _—(m) _ =
O-(l) (x) - 2 LE)m—l) LE)m)
(2.8.6)
(m) (m+1) (m+1)
ta(m)(x)_g L _+L _LO
(2] - (m) (m+1)
2\ L L

onde L e L}’ sdo os comprimentos dos elementos nas suas

configuragdes deformadas no instante t e indeformadas, respectivamente.
Considerando-se a variag¢do linear ao longo do elemento, interpolam-se
estes valores nodais ao longo da coordenada axial deste elemento,

resultando em

t _(m) |t (m) X t _(m) X (m)
o (x) —( o .(1— L j+ oy {L(’”) D , 0<x<L (2.8.7)

que substituindo-se em (2.8.5), permite obter a matriz rigidez geométrica.
e) Vetor de Esforcos Externos

O vetor de esforcos externos € o resultado da composicao das forgas
que realizam trabalho externo e resulta do quarto, quinto e sexto termo da

equacdo (5.7.22):

A RO J.H(m)T'HAthdv(m) + J'H(m)T‘t+AthdS(m)+t+AtI'ééi) (2.8.8)

V('"’ S(m)

onde i = 1,2, e estd associado aos graus-de-liberdade nodais do elemento
(m).
Os esforgos externos a serem considerados incluem o peso proprio,

o empuxo hidrostitico, as cargas concentradas, as cargas distribuidas
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devido a presenca de flutuadores, o arrasto hidrodindmico e o

amortecimento estrutural.

- Peso Préprio:

A forca distribuida no elemento (m), equivalente ao peso préprio

da estrutura, é representada no sistema de coordenadas global por:

fPB(m) _ _p(m)g.A(m)k (289)

(m)

onde p" € a massa especifica do material que compde a estrutura

no elemento (m), g é aceleracdo da gravidade e k € o vetor unitario
na direcdo do eixo global Z, definido na direc@o vertical, sentido
contrario ao da forgca peso. O vetor na equacdo (2.8.9) deve ser
transformado para o sistema de coordenadas local antes de
adicionado ao restante dos esforcos externos para compor a

equacdo (2.8.8).

- Fluido Interno e Pressdo Hidrostatica:

A estrutura considerada estd submersa e contém um fluido em seu
interior. Essa configuracdo resulta em duas forgas atuantes sobre a
estrutura: o peso proprio proporcional a massa especifica do fluido
em seu interior, € 0 empuxo, proporcional a massa especifica do

fluido em que esta imersa. Estas sdo expressas por:

(In) m m
1 =g (A" Py — A" p)k (2.8.10)

onde ()'") € a drea da secdo circular reta relativa ao raio externo,

A™ ¢é a drea da segdo circular reta relativa ao raio interno, p, € a

massa especifica do fluido onde a estrutura estd submersa (dgua do
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mar), e p, € a massa especifica do fluido contido no interior da

estrutura.

- Interacio Fluido-Estrutura:

No presente trabalho a correnteza maritima, considerada
constante ao longo da andlise, é definida na andlise do modelo
através de um perfil poligonal, definido por valores de velocidade
e angulo de ataque correspondentes a valores de coordenada-z
global do fundo para a superficie. O carregamento resultante da
acdo de uma correnteza de velocidade constante é usualmente
aplicado incrementalmente 2 mesma.

Consideram-se as componentes da forca de arrasto hidrodindmico
por unidade de comprimento, atuantes no né i na dire¢do normal e
tangencial ao elemento (m), através da aplicacdo da equagdo de

Morison (Lustosa, 2000):

1 =2 Pl vy
(2.8.10)

st 1 (m,i) yy(m,i)|y s (m,i)

fa. :EpODOCDf Vv ‘

onde C,()";,’i Ve Cg’;’i) sdo respectivamente os coeficientes de arrasto
hidrodinamico medidos no né i do elemento (m), correspondentes
as direcOes tangencial e normal ao elemento e Vrf’"’i) e Vri"”") sdo
as componentes normal e tangencial da velocidade do fluido
relativa a estrutura. Os esforcos por unidade de comprimento, ao
longo do elemento (m), s@o obtidos da interpolacdo dos valores
nodais do elemento. Assim, considerando-se a variacdo linear,

tem-se

(2.8.10)
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Para o caso de escoamento uniformemente acelerado e bi-
dimensional de um fluido ndo-viscoso incidindo sobre uma secdo
circular, além destas atua a forca de inércia por unidade de

comprimento, também obtida pela equagdo de Morison:

2
F = Cmpo%vw (2.8.10)

7

onde C, € o coeficiente de inércia e V, € a aceleragdo da

particula fluida normal & linha central do elemento.
f) Vetor Forcas Internas

Considerando-se a componente da tensdo do elemento obtida por

7" = C.B" ;i obtém-se do tltimo termo da equagdo (2.7.22):

t 1+(m) (m)T m) gt\y(m) t _(m) (m)T (m) gt\y(m) t A(m)
F [ B CBPay™ + ['o By Byd Y™ | i

tv(m) I\vl(m)

ou ainda:

frm) =(’K£’”)+’K(G'") )(t)fﬁ(’”) (2.8.17)

2.9.
Matrizes e Vetores — Representacao no Sistema Global

Para a obtencdo das equagdes de equilibrio da estrutura discretizada, é

ainda necessdrio representar as matrizes e vetores de cada elemento no sistema
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global de coordenadas. Esta operacdo ocorre empregando-se transformagdes

lineares de mudanga de base, descritas através das equagdes:
3 GOy JIOMNY v CORY IO
‘IA((L“‘):’T("’)T .’I%{“”.’T("’)
R =i’ (R (2.9.1)
t+At ﬁ(m)th(nl)T.t+Atk(n1) S om
t+At lf—;(m)zzT(m)T ‘H-AtFAv(m).tT(m)

onde ‘T" ¢ a matriz de mudanga de base das coordenadas locais do elemento
(m) no instante de tempo t, e € varidvel no tempo de acordo com a orientacdo do

elemento (m) em relacdo ao sistema de coordenadas global.

2.10.
Equacoées Incrementais de Movimento

Seguinte aos procedimentos descritos nas se¢des 2.8 e 2.9, e impondo-se
condi¢do de continuidade entre os elementos, obtém-se, para o instante t + At, a

equacdo de movimento incremental discretizada da estrutura:
‘M"Y U+'K, U="*R-'F (2.10.1)
t @ IR o
onde 'K, =K, +'K,.

2.11.
Solucao Incremental das Equacoes de Movimento
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Os métodos de integracdo direta para a solugdo do sistema de equacdes de
movimento baseiam-se em: a) A equacdo de equilibrio € satisfeita em apenas
alguns instantes discretos de tempo, e ndo ao longo de toda a andlise. Assim, na
integracdo temporal, emprega-se o mesmo procedimento utilizado na andlise
estdtica incremental, diferenciando-se apenas na inclusdo dos efeitos da inércia e
do amortecimento; e b) Para cada intervalo de tempo considerado, as variacoes
nos deslocamentos, nas velocidades e nas aceleracdes sdo assumidas. O modo
como cada método faz a previsdo destas variacdes tem influéncia direta na sua
estabilidade, exatidao e custo computacional da andlise.

Os métodos de integracdo direta sdo classificados em explicitos e
implicitos. Os métodos explicitos utilizam a condi¢do de equilibrio no instante
atual t da andlise para obter-se a resposta da estrutura no instante t + At enquanto
nos métodos implicitos, impde-se a condi¢do de equilibrio no préprio instante t +
At, onde a resposta da estrutura deve ser obtida.

No presente trabalho € utilizado o método implicito de integracdo direta de
Newmark. Na secdo 2.11.3, este método € aplicado a discretizagdo temporal ndo-

linear descrito nas se¢des anteriores.

2.11.1.
Método de Newmark

Considerando-se o sistema de equacdes de equilibrio da estrutura escrito

no instante de tempo t + At:

MH-AIU +CI+AIU+KI+A1‘U:1‘+AIR (2 11 1)
os valores das aceleracdes U , velocidades "““U e deslocamentos '““U sdo
desconhecidos. O método de Newmark considera a aceleracdo no intervalo At

constante, e entdo podemos obter os valores das velocidades e deslocamentos no

instante t+ At através de sua integragdo. As seguintes hipdteses sdo feitas:

=T + [(1 —8)'U+d6™ U}At (2.11.2)
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SNG40 A+ K% - aj.’ U+a ﬁ}mz (2.11.3)

onde e o sdo parAmetros caracteristicos referentes a estabilidade e & precisdo da
integracdo temporal considerada. O método € incondicionalmente estdvel para as
seguintes faixas dos pardmetros: 0.5 <8 < 1.0 e 0.25 < a < 0.56 (Andrews, 2004).
Também, para 6 =% e a = ¥4, 0 método reduz-se ao método da aceleracdo média,

também chamado de regra trapezoidal (figura 2.5).
A

O /
/ At I"J

1 = N
E(tU+t+Atu)

\ 4

i t+At

Figura 2.5 - Aceleracdo Considerada na Regra Trapezoidal.

Pode-se notar que nas equacdes (2.11.2) e (2.11.3) os vetores posicdo e

velocidade dependem do vetor aceleracdo no instante t + At. Portanto, resolvendo
(2.11.3) para "“U em termos de ““U e substituindo-se em (2.11.2), obtém-se

MU e "MU em fungio dos deslocamentos desconhecidos *“U . Estas relacdes

sdo substituidas em (2.11.1) que € resolvida para “MT7 | Pode-se entdo calcular

“M e MU através das equacdes (2.11.2) e (2.11.3). Com este procedimento

obtém-se:

‘K_U="*R_-'F (2.11.4)

‘K, =K, +a,'M +a,'C (2.11.5)
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FAR =R+ Ma, Uta, Ut a, U Cla,' Uta, Uta, D) (2.11.6)

onde (Bathe, 1996):

2.11.7)

2.11.2.
Amortecimento Estrutural

Além dos efeitos de rigidez e inércia, o comportamento dindmico de risers
também apresenta no movimento efeitos de dissipacdo da energia. Esta estd
associada ao amortecimento causado pelas forcas de arrasto hidrodindmico,
devidas a interacdo fluido-estrutura, e pelo atrito interno do tubo ou cabo,
denominado de amortecimento estrutural. Segundo Lustosa (2000), para as
vibracdes transversais em estruturas offshore o amortecimento hidrodinamico é
significantemente maior que o interno enquanto nas vibragOes axiais, de alta
freqiiéncia e pequena amplitude, sdo pequenos os efeitos de amortecimento
causado pelo arrasto hidrodinamico.

Do modelo de Rayleigh obtém-se a matriz de amortecimento interno,
modelada como combinagdo linear das matrizes de massa e rigidez da estrutura,

na forma

C=a,M+f,K (2.11.8)

onde a, e B, sdo pardmetros associados aos dois valores do fator de

amortecimento critico ({; e {;) e suas respectivas freqii€ncias (o; e ®,), relativos a

dois modos de vibracdo da estrutura e expresso por (Lustosa, 2000):
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— 2(01.(02.({1.602 — §2~a)1)

2.11.
‘ @} - ) A
a, =2(§2'a)2_;1‘a)1) (2.11.10)
((022_6012)

A parcela o.M contribui para o amortecimento as baixas freqiiéncias,
enquanto a segunda parcela, £, K, tem uma influencia dominante no

comportamento a altas freqii€ncias (Lustosa, 2000).

2.113.
Método de Newton-Raphson na Analise Dinamica Nao-Linear

Considerando-se a ndo-linearidade apresentada por (2.10.1), é necessério o

uso de um método iterativo para a obtengdo do vetor incremento de deslocamento

A

U, correspondente ao equilibrio da estrutura em cada instante de tempo. A seguir
¢é apresentado o método de integracdo direta de Newmark, integrado ao método
iterativo de Newton-Raphson. As equagdes (2.11.4) reescritas na forma iterativa,

descrita na equacgdo (2.3.7), resultam em:

t o k-1) 77K _t+Ar D (k) ak-1)

KD UW="*RY-F (2.11.11)
onde

t+AtKi];-l):t+AtKE];—l) +a0 [+A[M(k-1) +Cl1 [+Atc(k-1) (21112)

t+Atli(el;):t+AtR(k)+t+AtM(k-l)(a0tU+a2tU+a3tG)+t+Até(k-l)(altU+a4tU+a51U)
(2.11.13)
com:

A

t+AtF(()):tF : HA[KEQ)ZIK : [+A[M(()):[M e t+AtC0:tC

tg
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Considerando-se a andlise dindmica da linha, ndo se conhece a forga

aplicada em sua extremidade pela unidade flutuante. Os dados disponiveis sdo do

movimento da unidade flutuante onda a linha estd acoplada, causado pela acéo de

ondas marinhas. Torna-se necessdrio, portanto, impor estes movimentos na

extremidade superior da linha através da eliminacdo dos graus de liberdade que

sofrem esta prescricdo de movimento, e, adicionando-se esfor¢os equivalentes a

esta prescricdo. Para a equagdo de equilibrio dindmico incremental da linha

flexivel, escrita em sua forma iterativa:

t+At M(k-l) t+At G(k) +t+Ar é(k»l) t+At G(k) +r+Ar K(k—l) t+At ﬁ(k) _t+Ar ﬁ (k) _t+At f;;(k»l)
tg -

(2.11.14)

e considerando uma malha de elementos finitos com n graus de liberdade, as

multiplicagcdes entre matrizes e vetores da equagdo (2.11.14) se apresentam da

seguinte forma:

dy A dyg =3 51
81 Am By Ay, || 9
A=
[2a 2y Ay Ay || O
_anl arﬂ E11'|i arm 5:!_

(2.11.15)

onde A representa as matrizes de massa, amortecimento ou rigidez e A representa

os vetores de aceleracdo, velocidade ou incremento do deslocamento da equagdo
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(2.11.14). Considerando-se o i-ésimo grau de liberdade prescrito, a linha e coluna
da matriz A e do vetor A correspondente a este grau de liberdade sdo eliminados
enquanto acrescenta-se um vetor de esforco equivalente a esta prescricdo de

ordem (n - 1)x1 que é representado da seguinte forma:

A2y
I'=|ag, 0, (2.11.16)
A1

A1)

ni

Com isto, para cada produto da equagdo (2.11.14) obtém-se um vetor
esforco equivalente ' a ser somado a equag@o de equilibrio de ordem reduzida.

Deve-se observar que o vetor de esforco equivalente relacionado com o produto
t+At 7 (k-1) t+At 77 (K) 2 p ~ . . . .
K -7 U™, s6 deverd ser somado a equagdo de equilibrio na primeira

iteracdo de cada passo de tempo, ja que o deslocamento prescrito € imposto nesta
iteracdo. Nas proximas iteracdes apenas os outros dois vetores deverdo estar

presentes.

2.12.
Rotacao de Corpo Rigido e Rotacao de Deformacao

A metodologia empregada para obter-se a matriz transformagdo de base

“T™  através das coordenadas nodais (X e Z) e seus respectivos vetores de
incremento de deslocamento para o caso bi-dimensional é apresentada. As
rotacdes nodais sdo decompostas em duas parcelas: uma associada a deformagéo
e outra equivalente a rotac@o de corpo rigido.

Da solu¢do da equacdo (2.11.4) € obtido para cada iteracdo o vetor

incremento de deslocamentos que equivale a dois deslocamentos nodais
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(U!,U!, U2eUZ,) e uma rotagdo nodal (U;, eU; ). Esses incrementos

associados as coordenadas da iteracdo anterior resultam em:

_ _ e
t+At Xik) 1+A1Xik 1) Ux
- 1
tHAL Zik) t+AL Zik 1) Uz
t+At (k) t+At . (k-1) U 1
t+At l(k) = t+At l(k-l) + ? (2 12. 1)
X2 XZ Ux
t+At 7 (k) t+At 7 (k-1) 2
22 ZZ Uz
t+At o (K) t+At o (k-1) 2
L 2 L 2 i _U(p |

onde os indices do elemento (m) foram omitidos por simplicidade.

A
Z
Configuragdo na iteracdo
(k)
ERAL, (K) Pooo o me oe o e v omemen o0
VAN 2
- |
U;Zz Configuracio na iteraco i
k-1) |
|
e 5 s et I
2 t+ At (k=1) i I
P : |
1 .
|
AL (k-D L L+ At (K) |
b/ (‘PCR I |
1 |
1 ( U, ! I f
H—AtZ(k) ——————— T—_ ][ 1 |r }
1 JI U | I Uz |
L X »! l=‘! -
t+AL ka -1 A Xik) AL (k=) et (k) X
2 2

Figura 2.6 - Determinagao da Rotagao de Corpo Rigido do elemento (m) através das

Rotacdes Nodais.

Através das coordenadas nodais atualizadas, a orientacdo do elemento (m) é

obtida por consideracdes geométricas, considerando-se a figura 2.6:

t+At Z(zk) _t+At Zik)

\/(t+At X0 _tratye () )2 n (H—Al 70 _trt 7 () )2
2 1 2 1

(X) il

_ . t+At 7 (K)  t+At v (K)
cr = —SIn ;ose T X>TT X
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ou

t+At Z(k) _t+At Z(k)
él;% =_Sin—l 2 1 — T se l+Alx(2k)St+Atxik)

2 2
\/(H—A[ X(zk) _t+AtXik) ) i (t+At Z(zk) A Zik) )

(2.12.2)

A parcela da rotacdo correspondente a deformacdo deste elemento € obtida

subtraindo-se as coordenadas rotacionais nodais (""" e “{") do angulo
5 o 5 - ®
correspondente a orientacdo espacial do elemento (m) (@ ).
1) tar (k) t+Ar (k) 2K) _rvAr (k) t+Ar (k)
b= (I e €8 = T cr (2.12.3)

(k) ") o ~ . . - :
onde B e B* sdo as rotacdes nodais escritas em relacdo ao sistema de
coordenadas co-rotacionado na iteragio (k) e ¢ corresponde a rotagdo de corpo

rigido ocorrido durante a andlise acrescido da orientacdo inicial do elemento. O
vetor deslocamentos, escrito em relacdo ao eixo de coordenadas co-rotacionado

na iteracdo (k), resulta em:
dmatt =l o g -L) 0 Y @124

A excec¢do do deslocamento axial do segundo né, que corresponde a
elongacdo do elemento (m), pode-se observar que todas as translacdes nodais sdo
ditas como nulas. Pode-se representar os esfor¢os no instante de tempo t + At, em

relacdo ao sistema de coordenadas co-rotacionado, na forma:

t+AtF(k) Z(HAtKék)-i-HAtKék)) t+Atﬁ(k) (2125)

(t+A1)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521471/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0521471/CA

54

Para cada elemento este vetor € obtido e transformado para o sistema global

de referéncia através da transformacdo obtida em (2.9.1). A matriz transformagao,

para o problema bi-dimensional, € descrita por:

. A k
—sm(’+ ’q)éR)) cos
0

o _
TCR -

0
0
0

COS(H—AI¢g;;) Sil’l(H—At
(H—At

0

0
0
0

) o
) 0

0
0
1 0
0 cos(’”’

0
0
0

pt) sin(*

: t+At (k)
0 —sm( Ocr

0

0

) COS(H—AI

0

.
0

0

o%) 0
ps) 0
1
(2.12.6)

. T o .
onde a matriz ‘TS ¢é definida para cada elemento. Apés transformar-se o vetor

forcas internas de cada elemento para o sistema de coordenadas global, estes sdo

somados, obtendo-se o vetor global das forgas internas da estrutura.
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