PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0611740/CA

3
Principais padrdes estocasticos do comportamento de
precos de commodities

Esse capitulo destina-se a apresentar os coneepogpriedades basicas
acerca dos principais modelos estocasticos descrdditeratura, pelos quais os
precos de commodity podem comportar-se. Tais cwxaido de fundamental

importancia para o entendimento da modelagem eragaegais adiante.

Processos Estocasticos

Um processo estocastico pode ser definido comowuamavel que evolui
ao longo do tempo de maneira aleatdria e impreslisMais formalmente, em
Dixit e Pindyck (1994), um processo estocasticprésentado através de uma lei
de probabilidade para a evolucapd¢ uma variavel X em um tempo t. Ou seja,
dados os tempos; t<t, <ts etc., € possivel calcular a probabilidade
correspondente aos valoreg, X», X3, etc., estarem em um intervalo especifico,

por exemplo:
Prob (a < Xy <by, & < Xy <b,, ...)

Dessa forma, no tempq € observado o valor atual;Xe com essa
informacéo é possivel calcular a probabilidadew®s futuros condicionados a
ela.

Matematicamente, pode-se representar um processcastsco X como
uma familia de variaveis, definidas em um mesmagspe probabilidad«3, de

acordo com a equagao a seguir:
X={X(0), tU T, oL Q}

O valor de X é uma funcdo de dois argumentos, sasdociado tanto ao
instante de tempo t quanto a possiveis realizagdé®go, para um instante de

tempo t fixo, a variavel aleatoria é€:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611740/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0611740/CA

27

Xt=Xt (0), ® U Q,

com uma distribuicéio de probabilidatles
Por outro lado, para um determinado estado daemtus LI Q, obtém-se

uma funcéo de t conforme a equacao a seguir:
thxt ((1)), td T

Tal func@o € denominada realiza¢do ou trajetoriprdoesso X, ou ainda,
série temporal.

Um processo estocastico pode ser classificado enpotediscreto ou
continuo. Nos processos discretos as variaveidoakes podem ser apuradas
somente em intervalos de tempos especificos, camaaso do consumo mensal
do café. Enquanto que num processo continuo, aamgad das variaveis podem
ocorrer a qualquer instante do tempo, por exemplgpreco de um ativo
financeiro. No entanto, na pratica, muitas vezeprgessos estocasticos em
tempo continuo sdo aproximados através de proceafisosetos pelo fato de
simplificacdo em sua modelagem.

Essa classificacao entre discreto e continuo tangeéestende as variaveis
aleatorias (espaco de estados). Assim se 0 proessscastico for de variavel
discreta, entdo ele representa uma contagem; pgos @do, se a variavel for
continua, logo ela pode assumir qualquer valor rdede um determinado
intervalo.

Os processos estocasticos podem ainda ser idadticde acordo com
suas propriedades estatisticas em estacionariaadgqua média e a variancia da
variavel aleatéria sdo mantidas constantes ao laligaempo e a funcédo de
covariancia depende apenas da distancia entrerimsl@® ou ndo-estacionarios,
caso contrario. Cabe ressaltar que embora existatmaso definicbes de
estacionariedade, aqui estdo sendo consideradasasapes dois primeiros
momentos da variavel aleatoria, visto que essaic@ndé mais facil de ser

verificada empiricamente.

2 E possivel que a fungéo de densidade de probatdidfdp) no instante seja diferente da fdp
no instante, para dois instantegét, quaisquer, mas a situacdo usual é aquela emfgipede Xt

(») € a mesma para todd k T.
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Outra maneira de encarar um processo estocastjod t&-lo como uma

previsdo E[X] mais um erro dessa previsdo, ou seja:
Xt = E[X{] + errq,

e com isso faz-se necessario calcular para cadagso estocastico sua tendéncia
(parcela do valor esperado) e sua volatilidadecgdarda incerteza).

A seguir serdo apresentadas as diferentes formas ogu processos
estocasticos podem assumir quando se trata dasearddi comportamento dos

precos de commodity.

Processo de Markov

O processo de Markov € um tipo particular de pmmesstocastico, no
qual apenas o valor corrente da variavel é relevpata se prever o seu valor
futuro. Em outras palavras, os valores historicoyvatriavel ja estdo contidos no
valor presente da mesma e, por isso, 0 caminho quedba variavel percorreu
para atingir seu valor atual é irrelevante.

Sendo assim, um processo estocastico X=X T} é dito ser de Markov
(ou markoviano), caso atenda a seguinte condigéithecida por Propriedade

Markoviana :
Prob(X,  =Xn+1l X, = X1, X =X, ..., X; =Xn) = Prob(X, =Xn+1| X, =Xn),

para quaisquer K t; < ... <t < th+1.

Essa propriedade é muito importante na analisea@®egsos estocasticos,
ao passo que permite simplificagcbes consideraveisafculo das previsdes de
uma variavel.

Comumente, assumem-se que precos de ativos em ggeah eles agdes
ou commodities, evoluem segundo um processo dedvakke acordo com Hull
(1999), tal fato é consistente com a forma fracafit@éncia de mercado, pela
qual é estabelecido que o preco atual de uma &ff@bertodas as informacdes
histéricas bem como as expectativas a respeitoam futuro desta acdo. Gracas
a essa hipotese, a obtencéo de excesso de retamésada anélise técnica torna-

se inviavel.
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Passeio Aleatorio (Random Walk)

Um dos processos estocasticos mais comuns, o @adsatorio trata-se
de um processo de Markov em tempo discreto e eslaoeto, no qual as
sucessivas observacfes sédo independentes e ralaeganconforme a seguinte

equacao:
Xe1= X + &,

onde:

Xi+1 € 0 valor da variavel no tempol.

Xt € o valor da variavel no tempo

& € uma variavel aleatéria ruido branco (média aganciac?, Covi, &) = 0,
t£S).

Através desse processo, assume-se que a varigagbred apresenta um
padrdo de choques de crescimento e de decrescirsensiantes de mesma
probabilidade.

Desse modo, em um dado instante de tempo o valoprdoesso é

resultado do periodo anterior, mais uma variawestatia de média nula:
E[Xt+1lXt] = E[Xt] +0= )((

No entanto, o Passeio Aleatério pode evoluir-séodea estacionaria, ou
ndo. No caso do comportamento apresentar um teenoascimento de longo
prazo (driftd), sera denominado Passeio Aleatdrio com tend¢Reiadom Walk

with drift), assumindo a seguinte forma:
Xer1= Xi + 0+gt

Outra generalizacdo do processo seria considempdamanho do salto
em cada tempo t fosse uma variavel aleatdria asetipor exemplo, uma
distribuicdo normal com média zero e desvio padrapnesse caso ter-se-ia um
processo estocastico em tempo discreto e estadimwon

Passeios aleatorios tém grande importancia em pwna e financas,
sendo a base para a teoria de aprecamento. Untadepgsual € que os precos de

ativos financeiros sigam um Passeio Aleatério,&a,s
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Pi=p+ BRa+osg,&~N(,1)

E assim a distribuicdo condicional dedBdoP:.; € normal, com média e

2

variancia o°. Porém, este modelo € pouco realista, visto quegogr terdo

probabilidade nao-nula de serem negativos, portacbstuma-se utilizar a

transformacao = log(R), e o modelo fica:

Iog(ij =u+oeg,
Ra

rt:},l+(581, & ~ N(O, 1),

ou aindacom outra notacao,

em que frepresenta o log-retorno.

Este modelo supde que a variancia dos retornos cegjatante. Uma
hipotese mais realista € admitir que a varianc@atifidade) dos precos varie
com o tempo, tais como os modelos heterocedadfimodem estabelecidos na
literatura em Financgas, propostos inicialmenteEagle (1982).

Processo de Wiener

O Processo de Wiener, também chamado de Movimentavriano
Padrédo, € um processo estocastico em tempo corgimucatisfaz as seguintes
propriedades:

e E um processo de Markov, visto que a distribuicd® d
probabilidade para todos os valores futuros doqase depende
apenas de seu valor corrente, mas independe ditrajpassada;

e Possui incrementos independentes no sentido queriac&o
ocorrida num intervalo de tempda é independente da ocorrida em
gualquer outro intervalo de tempo; e

e Os incrementos seguem uma distribuicdo Normal caranpetros
que dependem apenas do intervalo de tempo (inctemen
estacionarios).

Esse processo foi descrito pela primeira vez petériico Robert Brown
em 1827, apoés ter verificado o movimento de pde#cde pélen submersas em
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agua, como resultado dos sucessivos choques @bsatlir particulas vizinhas.
Em 1900, Louis Bachelier observou que o mercadagies tinha um aspecto
visual muito semelhante ao movimento brownianoc€ianos mais tarde, Albert
Einstein prop6s uma teoria matematica para ess®$s0, que foi desenvolvida
mais rigorosamente em 1923 pelo matematico NoNMener, e por isso faz
menc¢ao ao seu nome.

Um Processo de Wiener pode ser ainda definido de mmaneira mais
formal, isto é, seja Z(t) um processo de Wienetd@mas seguintes propriedades
séo observadas:

e A relagdo entre a mudanca em X7, correspondente a um

intervaloAt, pode ser descrita conforme a seguinte equacao:

AZ; = e+ AL Onde€t ~ N(O,l)

s

e A variavel aleatoriee; € serialmente descorrelacionada, ou seja,
E(e,e5)=0 para todo#s. Consequentemente, os valore\depara
quaisquer intervalos de tempo séo independentssira Z(t) € um
processo de Markov com incrementos independentes.
Da primeira propriedade, decorre gh2 € normalmente distribuido com
média zero e varianciat, o que significa que a variancia cresce lineatmeaom
o intervalo de tempo. De outro modo, pode-se djmera variancia das mudangas
em Z(t) é proporcional a extensao do intervaloatepb considerado, e tal fato
caracteriza o Processo de Wiener como um procéssestacionario.
Considerando agora o caso de se ter um intervalo tesepo
infinitesimalmente pequenai — 0), sendo denotado por dt, a mudanca sofrida

pela variavel Z(t) pode ser representada em teroptinuio, ou seja,

dZt = Gt\/a

Dado ques ~ N(0,1), entdo E(dZ) = 0 e Var(dz) = E[(dZF dt. Note que
0 processo de Wiener ndo considera qualquer teradgaa os valores futuros de
Z, ou seja, o valor esperado do processo € sergped ao seu valor atual.
Observa-se também da equacao anterior, que o BoodesWiener € marcado
pela presenca de mudancas bruscas. Tal compor@agmoveniente do fato de

gue para um pequeno intervalo dt, o movimento dwidgadrdo € muito maior
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que o termo de movimento de tendéncia (a order%@eé maior que a ordem de
dt), o que determina uma trajetoria serrilhada paPaocesso de Wiener.

Logo, o Processo de Wiener ndo tem derivada ema®lao tempo no
sentido convencional, pois as trajetdrias sédo aesums e os limites a esquerda e
a direita em t ndo sao iguais (A figura 3.1 ilustoano o caminho do Processo de

Wiener vai se tornando irregular a medida gueai tendendo a zero).

Figura 3.1 —Como um Processo de Wiener é obtido quakide 0

Valor relativamente grande deAt

Valor menor de At

O verdadeiro processo obtido quandat -0

Fonte: Hull, 1999.

Processo Generalizado de Wiener ou Movimento AritmiEo Browniano

O Processo de Wiener pode apresentar certas geaedals de forma a
se obter uma representacdo mais realista da majeih estudo. Por exemplo,
seja 0 caso de uma acdo que é correlacionada swncemito econdmico de um
pais, 0s movimentos desta acdo poderdo exibir entncia ao longo do tempo.
Nesse caso, uma das generalizagdes mais comumdi€dm ale um termo de
crescimento de longo prazdrift) ao Processo de Wiener.

Matematicamente, a variagcdo de uma variavel queesegProcesso

Generalizado de Wiener pode ser representadagulinge equacéao diferencial:
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dS =adt+bdz,

onde a representa a taxa de retorno esperad® a taxa de variancia deste
processo, ambas constantes. Na figura 3.2 é apadsen comportamento desse
processo.

O Processo de Wiener, dZ, € o uUnico termo aleatpresente na
composicao da equacao anterior. Dessa forma, agmdo Processo de Wiener
Generalizado, também conhecido por Movimento AtittoéBrowniano (MAB)
ou Processo de Wiener calrift, é fruto de duas parcelas. Sao elas:

e O termo de tendéncia que representa a certeza @bt®S30,
caracterizado pelo crescimento linear, com &

e Um crescimento aleat6rio com distribuicdo normabm desvio
padraab.

Como dZ segue uma distribuicdo Normal, entdo a mgadam S, dS, no

intervalo de tempo dt também seguira uma distrémigNormal com os

parametros E(dS) adt ec(dS) =b+/dt .

Figura 3.2 - Exemplo de um Processo Generalizado de Wiener

S Proceso Generalizado de Wiener

dS=adt+ b dz E(ds) =a dt

|-

Processo de Wiener

dz

e W
Sz -

Fonte: Hull, 1999.

Entretanto, existem algumas restricbes na utilzalgsse processo na
modelagem de precos de ativos, sendo elas:
e A possibilidade da variavel assumir valores negatiuma vez que

o termo aleatério € uma variavel normalmente disida. Tal
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evento ndo se adequa ao caso de precos de ativasjaz que nao
hé preco negativo;

e Para uma acao que nao paga dividendos, no MABaad@xetorno
desta acdo se reduz com o tempo a medida que o dalacio
aumenta. Sabe-se, no entanto, que os investidoigenme um
retorno esperado (i.e., a taxa de retorno espedaddida pelo
preco da acao) constante, e

e No MAB o desvio padréo é constante ao longo do terapgquanto
gue para melhor modelar ativos, o desvio padraceragevser
proporcional ao valor do ativo.

Esses motivos fazem com que o MAB néo seja 0 psoa@sis indicado

para modelar precos de a¢bes ou ativos em geral.

Processo de Itd ou Movimento Browniano Generalizado

De acordo com as duas Ultimas restricdes do Pro¢gereralizado de
Wiener descritas anteriormente, pode-se definirngwo processo estocastico.
Trata-se do Processo de Itd, cujas taxas de reesperada e de variancia séao

funcdes do estado corrente e do tempo, ou seja,
dS =a(S, t) dt + b(S, t) dZ

onde a(S,t) e b(S,t) sdo funcbes nédo aleatoridsecaias e dZ € o incremento de
Wiener descrito anteriormente .

Visto que dZ ~ N(O, dt), tem-se que a média e a varidncia dos
incrementos desse processo sdo, respectivamedt®) £@(S, t) dt e Var(dS) =
[b(S, t)fdt. O termo
a(S, t) é designado como a taxa de drift esperalantanea do Processo de It6 e
[b(S,t)Fdt como a taxa de variancia instantanea.

O Processo de It6 € um caso especial de uma alagise geral de
“Processos de difusao forte”, que € uma classécpkmt em tempo continuo do

Processo de Markov.
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Movimento Geomeétrico Browniano

Em 1965 Paul Samuelson, tendo conhecimento dagiguades do
modelo de Bachelier, introduziu uma verséo revisimanodelo antigo, pela qual
0 retorno e ndo mais o0 preco do ativo seguia um ifdento Aritmético
Browniano; conseqientemente, valores negativosatammse admissiveis na
modelagem.

Esta variacdo ficou conhecida por Movimento Geoic@tBrowniano
(MGB), que é um caso particular do Processo dertfe a(S, t) @ S e b(S, t) =
c S, coma ec constantes.

O MGB € o processo estocastico mais empregado padelar o
comportamento de precos de agOes e de mercad@amasde juros, e de outras
variaveis financeiras e econbmicas, uma vez queidera que 0S retornos
efetivos do ativo e suas variancias sao propor@oaa valor de S. Contudo,
mesmo nos casos em que o MGB néao é a melhor opgéta assim ele € o
processo estocastico mais utilizado, dado a stilact@mpreenséo e simplicidade
quanto ao numero de parametros a serem estimadagl@do ao Movimento de
Reversao a Média, por exemplo, visto adiante).

Esse processo constituiu-se numa hipotese fundamebastante
utilizado ap6s o artigo de Samuelson, particulatmgyor Black e Scholes (1973)
e Merton (1973) quando eles propuseram sua céléhnella de aprecamento das
opcoOes sobre acdes.

A equacdo diferencial estocastica a seguir espadafidinamica do preco

de um ativo financeiro que segue um MGB:

dS(=ant+cS(dZt0ud§S‘ =odt+ocdz,

onde S representa 0 pre¢o do ativogpresenta a sua taxa de retorno espesada,
representa a volatilidade do preco do ativo, egfifasenta o processo de Wiener.

O termod—sS denota a mudanca no valor de S sobre o inteneaterdpo (t, t + dt)

dividido pelo preco inicial de S no tempo t. Esaado é identificada como o

retorno obtido ao se investir na acdo pelo peri@do + dt). Na auséncia de
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pagamento de dividendos, apenas a mudanca no pezdoresponsavel pelo

retorno.
~ dS . .
Ao calcular a razaeg na expressao anterior, percebe-se que o lado

direito da equacdoa(dt + ¢ dZ) é um Movimento Aritmético Browniano,
conforme descrito previamente. Por conseguinte,-siengue as mudancas
percentuais em SNS/S), que representam 0s incrementos no logariahoal de
S, seguem uma distribuicdo Normal. A normalidades adetornos € um
pressuposto do modelo de Black-Scholes e caso manefo seja atendida, o uso
de sua férmula deve ser cuidadosamente questionado.

No entanto, visto que o logaritmo natural de S testribuicdo Normal,
pode-se concluir que as mudancas absolutas et S $ao log-normalmente
distribuidas. Esta € uma observacao fundamented,ggomite que os precos (S)
de um ativo sejam sempre positivos.

O valor esperado e a variancia de uma variavel spiecomporta

conforme um processo MGB segue as seguintes egpgesgspectivamente:
E(S) = S.€" e Var(9) = 2.6 (ec?-1).

Sendo assim, espera-se que S cresca (ou diminuajaataxaq;
engquanto que a variancia é ilimitada, ou seja, disgaeque o intervalo de tempo
tende ao infinito, a varidncia do processo tambénudd na mesma direcdo. A
figura 3.3 representa essas propriedades.

Figura 3.3 —Movimento Geométrico Browniano (MGB)

Varidneia eregos com
0 hovizonte de previsio

*

Distuiliuiciu de

probabilidades
// loznormal
o S
| ) it tondéncia

ou drift
{agui o = 0)

Pregos [P)

=0

|

Tempo

Fonte: Sitio da internethitp://www.puc-rio.br/marco.ind/
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Movimento de Reversao a Média

Em 1977 Vasicek introduziu o primeiro modelo empgeniontinuo para
representar a evolucdo aleatoria da taxa de jurogropds descrever o0s
movimentos da estrutura a termo através das muslaaciaxaspot r.

Para impedir as grandes curvas do Movimento AritoéBrowniano,
que pode ir de positivamente infinito a negatival@emfinito, o que €
inapropriado para taxa de juros que se move nuira éstreita de valores (por
exemplo, entre [0; 0,20]); assim como para evitacr@scimento ao longo do
tempo do Movimento Geométrico Browniano, obviamengglequado para taxa
de juros, Vasicek introduziu o chamado processo Qiastein-Uhlembeck
(também conhecido por Movimento de Reversdo a Mddiamético) para

descrever a dinamica de curto prazo da taxa de:juro
dri =n(r -r)dt + odz,

onden é a velocidade de reversdo;é a média de longo prazo ou o nivel de

equilibrio para o quak tende a reverteqg é a volatilidade, e dZ é o incremento de

Wiener. Os parametrog r e sd0 constantes positivas.

No caso de commodities, a literatura tem evidemcead varias ocasides
(conforme sera relatado em detalhes no capitulgué)os precos nem crescem
nem diminuem em média ao longo do tempo; eles mraleverter a média a um
nivel que pode ser reconhecido como o custo mdrdmgroducdo. Em outras
palavras, pode-se dizer que no curto prazo estegoPr podem variar
aleatoriamente, para cima ou para baixo; no entanim periodo de tempo
suficientemente longo, eles tendem a ser atraidosolia para o custo marginal
de se produzir a commodity.

A explicacédo para este comportamento esta no fatgud a medida que
0 preco varia, os produtores irdo aumentar a pémy@ra se beneficiar dos
precos altos e reduzi-la para evitar perdas quargl@recos forem baixos.
Consequentemente, os precos serdo forcados aeregerseu valor de equilibrio
de longo prazo.

A equacdo do Movimento de Reversdao a Média (MRMhdoe a

seguinte expressao pafa g
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Fis =t +0(r -r)dt +odz,

que por sua vez, a semelhanca de dZ, segue umidudgEo Normal, podendo

assumir valores negativos. Dado que h& o interessemodelar precos de
commodities, esta atribuicdo torna-se indesejavpbeanto, € comum utilizar o

logaritmo natural dos precos na modelagem. Taligarasera adotada nesta
dissertacédo para a modelagem dos precos da conyroathtarabica.

Uma importante caracteristica do Movimento de Re&e@na Média € que
este processo atende as propriedades markoviawmasud®, ao contrario do
MGB, ele n&do possui incrementos independentes, eja, © sentido e a
intensidade da tendéncia dependem do preco carrfidke propriedade é

evidenciada ao se observar que a mudanca espezagdaapende da diferenca

entrer er. Portanto, se; é maior (menor) do qué, € mais provavel que haja
uma queda (crescimento) no proximo intervalo deptenCabe mencionar ainda
gue o MRM também faz parte da classe mais gerBraeessos de Ito.

Para descrever a distribuicdo de probabilidade de processo
estocastico particular bem como sua evolucdo npdeeralmente, utiliza-se a
equacao de Kolmogorov. Este método permite obtenasentos probabilisticos
de processos estocasticos através da resolucdoquizcde diferencial da
densidade de probabilidade. Em Dixit&Pindyck (1998bde-se encontrar a
aplicacdo para o caso do MRM, do tipo Ornstein-bibek. As expressodes

obtidas para o valor esperado e a variancia depsocsao, respectivamente:

E[r]d=r1 +(ro-r)e™ e
0_2

Var[r] = —(1-e™")
2n

Com base nestas equacdes, pode-se inferir a paesEs; seguintes

caracteristicas:

e A medida que t- o, 0 valor esperado de tende para? ea

2
A o :
variancia converge paraz— diferentemente do MGB, que
n

nestas condicdes teria variancia ilimitada; e
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e Para altos valores da velocidade de revengao o), a variancia
tende a zero, garantindo que o processo nao seadesle sua
média de longo prazo nem mesmo por um pequenwahbede
tempo. Por outro lado, sg —» 0 a variancia limita-se ao termo

0’t e 0 MRM tende para o Movimento Browniano Padrao.

Processos de difusdo com saltos

Nos ultimos 30 anos, o Movimento Geométrico Browoidem sido
referéncia para a modelagem de precos de acoasipatmente, pelo seu papel
no modelo de Black-Scholes. Contudo, os processosasticos apresentados até
0 momento, e que tém por caracteristica a contigi@icem suas trajetorias, nem
sempre conseguem captar adequadamente a evolugZariéleeis econdmicas.
Descidas bruscas do mercado de a¢gbes bem comoulmda sicentuada gerada
pela chegada de noticias positivas sobre uma empressetor sao alguns
exemplos de comportamento que evidenciam a neeegsie se incorporar uma
componente de salto ao termo de difuséo.

Em periodos de crises mundiais, em casos de guemagolucdes ou
ainda numa organizacdo de mercado com poucos coloest € comum
observar que os retornos de ativos financeirosnficaais expostos a variacdes
substanciais de valor no curto prazo. Entretantonescado de commodities
também nédo foge a esta regra, sobretudo, portse ¢l um segmento de capital
de alto risco para as empresas.

Apoés os atentados terroristas de 11 de setembrogxemplo, pode-se
verificar que as cotacbes de commodities, a destaceaso agricola, foram
desfavoravelmente impactadas. No entanto, cabe abri espaco aqui para
analise da particular situacdo que tem sido viaslzi diante da atual
desaceleracdo da economia norte-americana, pravqedd crise hipotecéaria do
mercado imobiliario. A tabela 3.1 ilustra os contporentos dos precos nos dois
periodos abordados.
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Tabela 3.1 -Comportamento dos precos de commodities agrientageriodos
de crise mundial

Crise do mercado

q
Ataques de 11/04 mobiliario

Produtos agricolag

31/08/01 18/09/01f 23/01/08 24/01/08
Café NY* 54,35 50,75 133,95 135,0
Soja Chicago** 486,0 481,0 1.207,C 1.249,0
Milho Chicago** 227,75 218,5 481,25 501,25
Trigo Chicago** 289,0 279,5 919,5 923,5

Fonte: Centro de InformacgBes da Gazeta Mercantil
*Libra-peso/ **Bushel

A atual estabilidade dos precos destes produtog estelada,
notadamente, ao crescimento do consumo dos patsagentes liderados pela
China, assim como a importancia que algumas contiesdalcancaram no
mundo em relacdo a bioenergia. Porém, para o casmafé precisa haver uma
maior cautela na avaliagdo dos precos diante deexté@zas da crise norte-
americana, uma vez que os Estados Unidos sdo adeguaior importador do
produto no mundo, muito embora haja uma tendérosdiya.

De volta a discussao da presenca de saltos na agedelestocastica,
pode-se afirmar, com base nas consideracles j&staspaue as variacdes na
dindmica dos precos de ativos decorrem de dois tipovibragdes: as “normais” e
as “anormais”. As informagfes de mercado considsrddormais” causam um
processo estocastico de difusdo nos precos, emgugue informacdes
consideradas “anormais” (raras, mas de muito inopgcbvocam saltos discretos
de tamanho aleatdrio, que podem ser representddngs de um processo de
Poisson.

Um processo de Poisson simples € definido confarseguinte equacao

diferencial estocastica:
dS = a(S, t) dt + b(S, t) dqg,

onde a(S, t) denota o processo de difughB, t) o tamanho do salto; e g um
processo de Poisson com intensidiedeontabilizando a chegada dos saltos.

Em analogia ao processo de Wiener, tem-se que dgineéremento
aleatorio que pode assumir o valor zero, o queriicaslo na maior parte do

tempo, ou o valor de um salto de amplitygjejue ocorre com probabilidadelt.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611740/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0611740/CA

41

O valor de¢g pode ser estocastico (correlacionado ou nédo @uXeterministico.

Em outras palavras:

0, com probabilidade (Ixdt)
@, com probabilidadadt

dg =

Porém, em Financas o processo de Poisson € mdis csabinado com
um processo de difusdo, sdo os chamados modelalfuidio de saltos (em
inglés, jump-diffusion ou Poisson-Gaussian). Nestes casos, o preco de um
determinado ativo pode evoluir continuamente segundViGB ou MRM na
maior parte do tempo, mas eventualmente pode sgfesrdes oscilagbes em
decorréncia de eventos raros.

O processo misto de difusdo de saltos é represemtat a seguinte

estrutura:
dS =f(S, 1) dt +g(S, t) dZ +h(S, ) dg,

ondef(S, t) eg(S, t) sdo funcdes conhecidas (ndo aleatériasyyrddncremento
de Wiener e dg um incremento de Poisson, de foroe ap processos sao
independentes.

O primeiro modelo de difusdo de saltos foi intradazem 1976 por
Robert Merton, ao extender a versédo de Black-Sshotea 0 aprecamento de
opcOes financeiras quando o preco do ativo é dustet variagcdes durante um
intervalo de tempo infinitesimal.

Matematicamente, a equacgao diferencial propostaMeEnton para a
dindmica dos precos € dada da seguinte forma:

%S* = (0 —2k) dt +o dZ + dq,

Nesta equacday e o® sdo os parametros do termo de difusdo, que
considera as mudangas nos precos usuais. Eledicsigni respectivamente, o
retorno esperado instantaneo do ativo e a variansiantanea do retorno caso o
evento de Poisson néo ocorra. O processo de Wi@hge o processo de Poisson

(dq) sado independentes). eepresenta o nimero médio de chegadas de eventos d
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Poisson por unidade de tempo. O elemento k é @ eafterado do salto, ou seja,
k=E@).

A subtragdo do fatoik do termo de tendéncia do processo faz-se
necessaria como medida de correcdo de um posggebriundo da consideracao
do processo de Poisson. Este viés se deve ao datpel o valor esperado do
processo de Poisson ndo é nulo, ou seja, E (dd)} E@ ) + (1—-Adt) 0 =Adt k.
Caso este procedimento de compensacao ndo fossel@do valor esperado de
um ativo que segue o processo de difusdo com sdtoseria o mesmo do obtido
guando utilizado o MGB. Matematicamente, esta &g&o pode ser mostrada ao
se tomar o valor esperado do processo de Poissompélsado, conforme

transcorre a seguir:

E[d—ss} = E[(@ - AK)dt + odlZ + dq]

= E[(a - AK)dt] + E[odz] + E[dq]
=(a - Ak)dt + 0+ Adtk

= gdt — Akdt + Adtk

= qdt

Esta caracteristica do processo de Poisson Conteshastante util
para a teoria de aprecamento de ativos financeirma,vez que permite o uso da
medida martingal equivalente. Sabe-se que o0 proaEs$oisson é um processo
de contagem e, consequientemente, cresce com o,tempaom a subtracdo de
uma “meédia” apropriada pode ser transformado emtimgat (Detalhes em
Neftci, 2000 — p.179).

Embora os processos de difusdo de saltos sejam maalisticos,
principalmente, do ponto de vista estatistico enégoco, algumas desvantagens
ainda podem ser observadas. Uma discusséo levaatatea de tais modelos
parte do fato de que na presenca de saltos, dgiorda ndo-arbitragem utilizado
no modelo de Black-Scholes deixa de ser valido.d®oseguinte, a avaliagdo de
opcOes financeiras torna-se uma tarefa bastantpleran

Particularmente, Merton desenvolveu uma formulalitcea para
avaliacdo de opcgdes européias ao assumir que @ dex saltos tem prémio de
risco zero. Em outras palavras, Merton considert@itgda informacéo causadora

de saltos refere-se, exclusivamente, a firma ousimiéh a que pertence o ativo.
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Desta forma, a possibilidade de que um salto veahacorrer pode ser
considerado um risco nao sistematico, ou sejapdetacionado com o mercado.
No entanto, tais pressupostos ndo parecem ser nazibdveis, ndo podendo ser

generalizados para outros tipos de opc¢des.
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