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3
Modelo STAR-Tree

3.1.
Introducao

O modelo STAR-Tree é uma combina¢do dos modelos STAR (Smooth
Transition AutoRegression) e CART (Classification and Regression Tree). A
modelagem do STAR-Tree se baseia no conceito de multiplos regimes definidos
por uma arvore bindria. Ou seja, é especificado um modelo nao linear paramétrico
através de uma arvore de decisdo.

No STAR-Tree as parti¢cdes abruptas dos modelos estruturados em arvores
sdo substituidas por particdes suaves no espaco de transi¢do e realizadas através
de uma arvore de decisdao, como no algoritmo CART, desta forma, os coeficientes
sdo determinados através da combinacdo de diferentes modelos auto-regressivos.
Em outras palavras, o STAR-Tree é um modelo da classe STAR estruturado
através de uma arvore de decisdao que pode utilizar varidveis exdgenas no conjunto
daquelas que ajudam a compor o espago de transicao.

As principais vantagens do modelo STAR-Tree vém desta combinacdo dos
modelos STAR e CART, isto é, modelos com transicdes suaves podem ser
especificados através de métodos estatisticos, assim cria-se um ambiente para
implementar testes estatisticos de hipdteses para a especificacdo do modelo. Além
disso, a arvore de decisdo final pode ser interpretada facilmente, e como no
CART, lida como um conjunto de sentencas logicas.

Para ilustrar essa idéia substituimos a funcdo indicadora I(.) da equacdo

(2.7) do exemplo da Figura (2.3) pela fun¢do logistica definida como:

1

G(xpy,0) = 1T o700 (3.1
Desta forma obtemos a seguinte equagao:
Ve = B1G (X265 Vo, Co) + {B5G (X145 V2, €2) + Bo[1 — G(x145 72, ¢2)]} (3.2)

* [1 — G(x2¢5 Yo, Co)]
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Temos agora o pardmetro adicional y;, que controla a suavidade da fungdo
logistica. Essa € a grande diferenca em relagcdo a abordagem CART, pois a divisdo
do né ndo gera dois subconjuntos exclusivos de observagdes, mas dois conjuntos
nebulosos (Zadeh, 1965), aos quais todas as observagdes pertencem, porém com
diferentes graus de pertinéncia.

E importante notar que o modelo de drvore de regressio é um caso especial
da especificag@o de transigéo suave quando o parametro y; vai para o infinito. No
caso desse parametro se aproximar de zero, temos a situacdo mais nebulosa na
qual ndo ha ganho em se produzir divisdes nos nds. O parametro ¢; € chamado de

parametro de localizacdo.

3.2.
Formulacao Matematica

Considera-se a sequéncia observada de valores reais da varidvel dependente
{v.}I_, gerada pela funcio f{.) desconhecida da seguinte forma:
Ve = f(X) + &
tal que,

El[e] =0eE|[e?] =0?

Seja (z; € x;), tal que z; € RP,p < q, e Z; = (1,2;)’, 0 modelo paramétrico
definido pela fungdo Hyy(x,;¥): R7*! — R indexada pelo vetor de parAmetros )

¢ chamado de STAR-Tree (Smooth Transition AutoRegression Tree) se

Hyr(xp; ) = Z BiZ:Byi(xt; 6;) (3.3)
€T
onde
nilj(1+nilj) (1—77.' ) .
s — ij)(1+ng ;)
Byi(x¢; 0;) = 1_[ G (xsj,t; Vi Cj) ‘ [1 -G (xs]-,tJ Vi Cj)]

j€)
(3.4)
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(—1, se o caminho para a folha i ndo inclui o né ancestral j
(Byi = 1);
0, seocaminho paraa folhai inclui o filho direito do n6 ancestral j
My, 9 — :
J (Byi=1-6);
1,se o caminho para a folha i inclui o filho esquerdo do n6 ancestral j

(3.5)
Define-se J; como o subconjunto de ] contendo os indices dos nds geradores que
formam o caminho para a folha (n6 terminal) i. Logo 6; € o vetor contendo todos
os parametros (yy,cx) talque k € J;,i € T.

G(.) € a fung@o logistica definida na equagdo (3.1). As fungdes By;, 0 <
Bj; < 1, sdo conhecidas como fungdes de pertinéncia. Note que Y, j¢j B]]i(xt ; 0]-) =
1,Vx, € RI*1,

O motivo de z; ser um subconjunto de x; (conjunto de varidveis de
transi¢do) € evitar regressores ndo estaciondrios nos modelos lineares locais, uma
vez que podemos ter séries ndo estaciondrias como varidveis de transi¢do. Por
exemplo, x; pode conter uma tendéncia linear, que é uma varidvel de transi¢ao

interessante quando existe uma possivel quebra estrutural nas séries.

3.3.
Construcao do Modelo

O processo de construcdo do modelo STAR-Tree é uma adaptacdo do
modelo proposto por Dijk, Terasvirta e Franses (2002). Como mencionado no
Capitulo (2), o ciclo de modelagem envolve trés passos: especificacdo, estimacao
e avaliacao do modelo.

A especificacdo do modelo consiste na escolha de varidveis relevantes, a
selecao do no a ser dividido, se for o caso, e a sele¢do da varidvel de transi¢ao.

As candidatas a possiveis varidveis de transicdo podem ser varidveis
exogenas ou defasagens da varidvel dependente. Quando o nimero de varidveis é
muito grande, é importante selecionar as varidveis relevantes. Para isso pode-se
usar de conhecimento prévio sobre a série ou critérios de informagao (AIC e BIC),
que podem ser obtidos com uma aproximacao linear da série. Essa pré-selecdo
reduz o tempo computacional, porém pode causar efeitos adversos na

especificacao do modelo final.
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A selecdo do né a ser dividido e da varidvel de transicdo serd realizada
através de uma sequéncia de testes de Multiplicador de Lagrange (ML), seguindo
a idéia apresentada em Luukkonen, Saikkone, and Terdsvirta (1988). Desta forma
estamos usando inferéncia estatistica para determinar o crescimento da arvore.

A estimacdo dos parametros do modelo serd feita por minimos quadrados
nao-lineares (MQNL), que é equivalente a Quase-Mdxima Verossimilhanga
(QML), como discutido no Capitulo (2).

O préximo passo € a avaliacdo do modelo estimado. Em geral, modelos
estruturados por arvores sdo avaliados pelo seu desempenho (habilidade preditiva)
em dados fora da amostra (out-of-sample).

Seguindo o principio “especifico para geral”’, comecamos o ciclo de
modelagem a partir do no raiz (profundidade 0) e os passos gerais sdo:

1. Selecdo das varidveis relevantes.

2. Especificacdo do modelo através da sele¢do, na profundidade d, do n6 a
ser dividido, se ndo for o nd raiz, e da varidvel de transi¢do. Para isso usa-
se o teste ML.

3. Estimacgao dos parametros.

4. Avaliacdao do modelo estimado, testando a necessidade de mudar o n6 a ser
dividido, mudar a varidvel de transicdo, ou remover a divisao do nd.

5. Usar o modelo final para fazer previsdo ou para o uso descritivo.

O ciclo comega no né raiz, testando a hipétese nula de um modelo constante
global contra o mais simples modelo STAR-Tree, com 2 nds terminais. Para isso,

precisamos estimar os parametros.

3.4.
Estimacao dos Parametros

Considerando o modelo STAR-Tree na equagdo (3.3), temos o vetor de
parAmetros Y, tal que Y = (By,...,Bk, 01, --,0k), onde B; é o vetor dos
pardmetros lineares, e ;] é o vetor dos pardmetros nio-lineares (¥;,¢;) do né
terminal i gerado pelo né .

Para a estimagdo dos parametros, leva-se em conta a hipétese de que a

sequéncia {&,}F_, é formada por varidveis aleatérias normalmente distribuidas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0621316/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0621316/CA

Modelo STAR-Tree 31

com média zero e varidncia constante g2 < oo, desta forma, podemos usar o
principio da mdxima verossimilhanca, que sob hipétese de normalidade, é
equivalente a minimos quadrados ndo lineares. No caso de erros ndo gaussianos,
podemos usar o estimador de quase-méaxima verossimilhanga (QMV).

O estimador de quase-mdxima verossimilhanca, que é equivalente ao de

minimos quadrados ndo lineares, do vetor de parametros do modelo ¢ dado por:

T

T
~ 1 1
Y = arfgpinT; q:(Y) = arfglpin {TZ[yt — Hyp(x¢; 1/))]2} (3.6)

t=1

Condicionado ao conhecimento dos parametros 6; na equagdo (3.3),
i =1,..K, o modelo da equacdo (3.3) é simplesmente uma regressao linear e o
vetor de pardmetros B=(B4, ..., Bx)" pode ser estimado por minimos quadrados

ordinarios (MQO) como

B=12(6)Z(®)]7*Z(8)y, 3.7)
onde
y= -y,
0 =(04,..,0;)
e
lel(Xl; 81) b leK(Xl; QK)
Z(0) = : :
ZrBy1(xr;01) -+ ZpBg(Xr; k)

Esse procedimento € chamado de minimos quadrados concentrados.

Os parametros do vetor 6; sdo estimados condicionalmente a [ através de
minimos quadrados ndo-lineares que faz uso de procedimentos de otimiza¢do nao
linear. No nosso caso usamos o algoritmo de Levenberg-Marquadt, completando a
estimacdo da iteragao.

Como o algoritmo de minimos quadrados nao lineares (MQNL) é muito
sensivel aos valores iniciais, € feita uma busca de valores iniciais por grid (grade
de valores), que busca a maximizacdo da funcdo de log-verossimilhanca

concentrada.
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3.5.
Algoritmo de Crescimento

Considere um modelo STAR-Tree com K folhas, e queremos testar se o no

terminal {* € T deve ou nio ser dividido. Escrevemos o modelo como:

Ve = Z BiZByi(X¢; 0;) + Boiv41ZeByziv1 (Xes O2741)
ieT—{i*} (3.8)

+ Bhirs2ZeByair+2(Xe; O21042) + &,
onde
Byaity1(Xe; 02iv41) = By (Xe; 0:2) G (Xi#15 Vi, Ci*)
Byaity2(Xe; 02iv42) = By (X¢; 0:)[1 — G (x5 Vi, €14)]

A equagdo (3.8) pode ser escrita da forma:

ye= Y BBy 00 + ¢'2Bye (e )
ieT—(i"} (3.9)

+ A'Z By (X5 0;2) G (X5 Vs €7) + &

onde ¢ = B34 € Boiry1 — Bair42-

Para testar a significancia estatistica da particdo do n6, uma hipdtese nula
conveniente seria Hy: y;+ = 0 contra a hip6tese alternativa H,: y;+ > 0. Olhando
para a equacdo (3.9), percebe-se que hipétese nula equivalente seria Hy: 4 = 0.
Contudo, na equagdo (3.9) fica claro que os parimetros A e ¢;+ podem assumir
diferentes valores sem, no entanto, alterar a funcdo de quase-verossimilhanca,
gerando um problema de identificacdo, discutido em Davies (1977) e Davies
(1987).

A solucdo adotada para resolver esse problema, proposta por Luukkonen,
Saikkone, and Terédsvirta (1988), é aproximar a fungdo logistica G(.) da equagao
(3.1) por uma expansdo de Taylor de terceira ordem em torno de y;+ = 0. Isso nos

d4 a seguinte equagao:

1 3 2 2 1 3 3
G(xsy,c) :E‘*‘Zy(xt_c)"‘zy (x¢ —c¢) +§V (x¢ —¢)® + R3(x¢; 7, ¢)
(3.10)
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onde R;(X¢; Y, c) € o resto.

Substituindo a equagdo (3.10) na equagdo (3.9), temos

ye= D BBk 0) + QieBye (ki 0p) + By (s 0 )i
ieT—(i"} (3.11)

+ ayZe By (Xp; 0)xF ¢ + abZ By (Xg; ;) + €

onde e; = & + A'ZBy;*(X¢; 0;+) + R3(Xj*¢; ¥, ¢i#).  Os  pardmetros  ay, k =
0, ...,3 sdo fungdes dos parametros originais do modelo, (¢, 4, y;=, ¢;).

Desta maneira, a hip6tese nula pode ser construida da seguinte forma:

Hy:ay =a, =a3 =0 (3.12)
Note que sob Hy, o resto da expansdo de Taylor some, e temos que e; = &, logo,
as propriedades dos residuos permanecem inalteradas sob a hipdtese nula e a
inferéncia assintética pode ser usada.

A funcdo de log-verossimilhanca para a 7-ésima observagao assume a forma:

I, = 11(2 11 2
t=—3In T0) >Ino

1 I~ I
—5 3Vt — Z BiZ¢Byi(xy; 01) — apZ¢ B+ (Xy; 6;+)

202 s
ey (3.13)

- aiztBj]i*(Xt; 0 )xpe — aéztB]]i*(Xti 9i*)xi2*t

2
Iy . 3
- a3ZtB]]i*(Xt' Hi*)xi*t}

Derivando a equagdo (3.13) sob a hipétese nula, e assumindo que
E([x|%) < 0,1 =1,...,q, para algum § > 6, e que & ~ NID(0,5?), temos o

seguinte resultado para o teste ML:

c-‘|>| —_

T T T T T T
t=1 =1

t
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onde

U =y — H]]’]]‘(Xt; lZ)\),

~ aHHT(Xt;l/))'
T
=1

0By, (x5 0, 8l 7 0By (x¢; 0
—' yeo Piglt —'
N 0 o, o,

ztB]]i1 (AT ztBJ]iK(Xt; V), Bilit

Vp = [ztB]]i*(Xt; é\i*)xi*t' ztB]]i*(Xt; éi*)xf*t; zt]-E’)J]i*(Xt; éi*)xi%‘t]’

seguem uma distribui¢do y? assintética com m = 3(p + 1) graus de liberdade.
A partir da suposicao da normalidade dos erros, a matriz de informacao é
um bloco diagonal, e assim, podemos assumir que a variancia do erro € constante.
O teste ML também pode ser aplicado na sua versdo do teste F, seguindo os

seguintes passos:

1. Estimar o modelo da equacgdo (3.3) com K regimes. Para isso regredimos
os residuos I, em h, e calculamos a soma dos novos residuos quadraticos
SSRy, = Y.I_, ii?. Os novos residuos ii, serdo ortogonais a h,.

2. Fazer a regressio de fi, em h, e 9,. Calcular a soma dos residuos
quadrdticos obtidos a partir desta regressdo, SSR; = Y.I_, V2.

3. Calcular a estatistica y?
SSR, — SSR,

MLXZ = TT, (315)

ou a versdo F do teste
SSRy, — SSR,)/m
i, — B5Ro = SSRO/m.
SSR,/(T —n—m)
onden=(q+2)h+p+1

(3.16)

Sob Hy, o teste ML,2 segue uma distribui¢do x? assintética com m graus de

liberdade, e MLy segue aproximadamente uma distribuicdo FcommeT —n —m

graus de liberdade, onde 7 é o nimero de observacoes.
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3.6.
Ciclo de Modelagem — Sequéncia de Testes

Uma vez definidos a estimac@o do modelo e o teste ML para o crescimento
da 4rvore, o algoritmo da modelagem se torna simples.

Uma sequéncia de n testes de hipdtese do tipo ML, como descrito na Se¢do
(2.5), é executada. Neste momento, decidir dividir um né de maneira errdnea pode
ser muito prejudicial a complexidade da arvore, ja que esta € funcao do nimero de
nds terminais. Deste modo, temos que tentar controlar o erro do tipo 1 (mais
divisdes de nds sdo consideradas significantes do que deveriam ser, ou seja, a
arvore € superestimada). Para isso adotamos um procedimento de diminuir o nivel
de significancia do teste conforme a arvore cresce.

Para o n-ésimo teste na sequéncia, se ele € aplicado em um n6 na d-ésima

profundidade, o nivel de significancia do teste é

a(d,n) = % (3.17)

onde a € o nivel de significancia do primeiro teste.
Forcando o teste a ser mais rigoroso nas maiores profundidades, diminuimos
a importancia do uso de técnicas de podagem a posteriori, citadas no Capitulo (2).
Para cada divisdo, € feita a estimacdo dos parametros, e desta forma o

modelo final é estimado.

3.7.
Previsao

A flexibilidade da metodologia STAR-Tree permite que sejam criados trés
tipos de previsdo diferentes:

1. Combinagdo de Regimes (RC):
Aplicagdo direta do modelo estimado. Utiliza-se a equacao resultante da
estimacdo para obter a previsdo um passo a frente. Assim, a previsdo €
obtida a partir da soma ponderada dos modelos lineares locais, na qual os
pesos sdo as pertinéncias das observagdes em cada regime.

2. Maxima Pertinéncia (MM):
Observa-se em qual regime a observacdo apresenta maior pertinéncia e

aplica-se o modelo local correspondente.
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3. Combinagao Adaptativa de Regimes (ARC):
Metodologia similar a RC, porém os parametros lineares sdo re-estimados
a cada passo da previsdo, utilizando as ultimas 252 observacdes, que

correspondem a um ano de observacao.
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