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2
Modelos Nao Lineares

2.1.
Introducao

Nos tultimos anos, muitos modelos ndo-lineares para a andlise de séries
temporais t€m sido propostos. Na econometria cldssica, os modelos de mdltiplos
regimes lineares, tais como o TAR/SETAR, proposto por Tong (1978), e o STAR,
proposto por Chan and Tong (1986), Granger & Terdsvirta (1993) e Teridsvirta
(1994), que € uma generalizacdo dos dois primeiros, t€ém recebido muita atencao.
Ja na Teoria de Aprendizado de Madaquina, as redes neurais artificiais (RNA),
modelos de particionamento recursivo, especialmente as arvores de classificacdo e
regressao (CART, Breiman et al (1984)), e métodos de regressdo nao paramétrica

sdo bastante utilizados.

2.2,
Modelo STAR

O modelo STAR (Smooth Transition AutoRegression) pode ser visto como
um modelo linear autoregressivo, onde os seus coeficientes sao determinados pela
posicdo do vetor de varidveis explanatdrias dentro do denominado espaco de
transi¢ao.

Para aplicacOes praticas, o principal problema do uso deste modelo é
descrever a relagdo entre o espaco de transi¢do e os coeficientes. Por outro lado, o
modelo STAR carrega importantes propriedades dos modelos lineares e

ferramentas estatisticas para especificacdo, estimagdo e testes de diagndsticos.
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2.2.1.
Formulacao Matematica

A formulagdo matemadtica destes modelos para uma série temporal

univariada observada nos instantes r = 1-p, 1-(p-1),...,-1,0,1,...,7T-1, T é dada
por:

Ve = B’lzt(l - G(x 7, C)) + B'zzt(G(xt; Y, C)) + & 2.1)
onde

ze = (L, Ye—1,Ye-2, ...,yt_p)”
Bi = (,Bi,OJ ﬁi,l; ...,ﬁi,p) ; i = 1'2

y>0

O erro aleatério &, segue uma distribuicdo condicional normal com média

E [£t|yt_1,yt_2, ...,yt_p] = 0 e variincia VAR [£t|yt_1,yt_2, ...,yt_p] = g?2.

A formulacdo acima descreve um modelo com dois regimes cuja transicao
entre eles é governada por uma fun¢ao suave, nao-linear, continua e limitada, G,
que assume valores no intervalo (0,1). G € usualmente chamada de funcdo de
transi¢do. De acordo com a equagdo (2.1), o modelo STAR descreve a evolugdo
de uma série temporal como a combinag¢do de dois modelos autoregressivos de
ordem p.

A varidvel de transicdo x; pode ser um autoregressor (X; = y;_4), varidveis
exdgenas, funcdes de varidveis enddgenas (x; = h(z;)), ou até mesmo uma
tendéncia linear temporal (x; = t).

Um caso particular, o modelo TAR (Threshold AutoRegression), pode ser

obtido quando a funcdo G € uma fun¢do indicadora do tipo:

(1, Xy < C
G(')_{O, Xy >C

(2.2)
Neste caso, o limiar entre os dois regimes € abrupto e determinado por ¢, o
parametro de limiar ou locacao.
Uma das grandes vantagens na utilizacdo dos modelos de transi¢ao suave € a

possibilidade de especificar a fun¢do de transicao de forma a evitar o problema da
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busca por um limiar “rigido” entre os regimes. A escolha mais comum para a

funcdo de transi¢do € a funcao logistica:

1

1+ e 700 2:3)

G(xe;v,0) =

O modelo com esta fun¢do de transicdo é denominado modelo LSTAR
(Logistic Smooth Transition AutoRegression).

A fungao logistica possui dois parametros, y e c. O primeiro é o responsavel
pelo grau de suavidade da funcdo de transicdo, e o segundo representa o limiar
entre os dois regimes. Na situacdo em que x; = ¢, a observacgdo pertence a ambos
os regimes com igual grau de pertinéncia.

A Figura (2.1) mostra o grafico da funcdo logistica com o parametro de
locacdo ¢ = 0 e o parametro y com valores no conjunto {I; 2,5; 5; 10; 50},

representando diferentes niveis de suavidade para a fungdo logistica.

Transition

Figura 2.1: Fungao logistica com parametros fixos

E importante notar que quando y vai para infinito, a funcio logistica se
aproxima de uma funcdo do tipo degrau e a transi¢cdo de um regime para o outro

se torna quase instantdnea, ou seja, transi¢cdo abrupta. Neste caso temos um
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modelo TAR. No caso de x; = y;_4, temos um SETAR (Self-Exciting Threshold
Autoregression).

Quando y tende para zero, a funcdo logistica se torna igual a uma constante
(0,5) e o LSTAR se reduz a um modelo linear. Ou seja, ndo existe nenhuma
distin¢do entre os regimes.

Alguns autores classificam os parametros do modelo STAR, equacdo (2.1),
em lineares e nao lineares. Os parametros lineares sdo os coeficientes dos modelos
autoregressivos ligados aos regimes, € os ndo lineares sdo os parametros da funcao
de transicdo.

O modelo STAR com dois regimes pode ser visto como uma média
ponderada de dois modelos AR, com pesos G(x;y,¢) ¢ (1 —G(xsy,¢))
determinados pela fun¢do de transi¢do. Para o mesmo valor de y, a distancia entre
o valor de x; e ¢ determina o grau de pertinéncia dos regimes do modelo.

Pela suposi¢ao de normalidade e independéncia dos erros, os estimadores de
minimos quadrados nao-lineares e maxima verossimilhancga sdo assintoticamente
normais se satisfeitas algumas condi¢cdes de regularidade. A particio em
parametros lineares e ndo-lineares € particularmente interessante para estimagdo

via maximizagdo da fun¢do de log-verossimilhanga concentrada.

2.2.2.
Construcao do Modelo

A modelagem STAR parte de um modelo simples e aumenta sua
complexidade de acordo com os resultados dos testes aplicados. O processo de
constru¢cdo destes modelos segue um ciclo, proposto em van Dijk, Terasvirta e

Franses (2002). Os passos estdo a seguir:

1. Especificacdo de um modelo auto-regressivo de ordem p.
A escolha leva em consideragdo critérios de informag¢do como o AIC e o BIC,
e € importante que os residuos do modelo sejam aproximadamente um ruido

branco.

2. Teste da hipétese de linearidade contra uma alternativa da familia STAR.
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O teste usado € o Multiplicador de Lagrange, onde a hipdtese nula € a de
linearidade. Em caso de rejei¢do da hipdtese nula, € feita a selecdo da varidvel

de transi¢do (x;) e da forma da fun¢do de transicao.

3. Estimacgao dos parametros do modelo STAR selecionado.

A estimacdo dos parametros lineares € feita por Minimos Quadrados
Ordindrios (MQQO), e a dos parametros ndo-lineares € feita por minimos
quadrados ndo-lineares (MQNL), que sob a normalidade dos erros, é

equivalente a Maxima Verossimilhanga (MV).

4. Realizagdo do diagnostico do modelo.

Os testes para a validagdo do modelo testam a correlagdo dos residuos.
5. Re-especificacdo do modelo de acordo com os resultados do diagndstico.
6. Utilizacdo do modelo com propdsitos descritivos ou de previsao.

Uma importante extensdo do modelo STAR ¢ o MRSTAR (Multiple
Regime Smooth Transition AutoRegression) que permite a criagdo de mais de
dois regimes. A representagdo de um MRSTAR de 4 regimes pode ser mostrada

da seguinte forma:

Ve = [B1ze(1 = G1(x16: v1,€1)) + Boze(G1 (X151, €0))| * (1 = G2 (x5 v2s €2))
+ [ﬁézt(l — G (X165 Y1, Cl)) + ﬁiZt(Gl(xu; V1, C1))]
* (Gz(th; Y2, Cz)) + &
(2.4)
Assumindo as varidveis x;; € x,; conhecidas, nota-se que 0s regimes na
equacdo (2.4) sao ponderados por uma composi¢do de fungdes logisticas (G e G»)
que somam 1. Estas composi¢des podem ser vista como func¢des de pertinéncia.

Uma descri¢ao mais detalhada do MRSTAR pode ser vista em van Dijk and
Franses (1999).
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2.3.
Modelo CART

Os modelos estruturados em drvores sdo modelos ndo paramétricos, cuja
filosofia € utilizar modelos simples para sub-amostras dos dados, dividindo o
problema em partes. Freqiientemente esses modelos sdo estimados através de
algoritmos recursivos de particionamento.

Proposto por Breiman, Friedman, Olshen e Stone (1984), o algoritmo CART
(Classification And Regression Trees) € usado para prever varidveis dependentes
continuas (regressdo) e categoricas (classificacdo) através do particionamento
recursivo do espago de varidveis de transicao.

A metodologia CART tem como principal atrativo a interpretabilidade
proporcionada pela estrutura de arvore de decisdo obtida no modelo final que,
também pode ser lido, como um conjunto de sentencas légicas a respeito das
varidveis explanatérias. Esta é uma caracteristica importante, pois permite ao
analista acessar prontamente o que o modelo esta fazendo e tomar decisdes com
mais clareza.

O modelo estimado € representado por um grifico com o formato de uma
arvore binaria de decisdao, com N € N nds ancestrais, ou nds de divisao, e K € N
nds terminais, também chamados de folhas. A arvore cresce a partir do n6 raiz em
direcdo aos nds terminais.

Para ajudar na parametrizacdo dos modelos a serem utilizados nesta
dissertacdo, adota-se um padrdo de numeracdo dos nés da drvore, conforme a
Figura (2.2). Atribui-se o valor O para a raiz (profundidade 0), e na seqiiéncia, da
esquerda para a direita, nimeros inteiros de forma crescente. Quando o né nao é
gerado, salta-se o seu ndmero correspondente e continua-se a numeracao no

préximo né gerado.
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» Profundidade 0

— Profundidade 1

N6 terminal

5 6 —> Profundidade 2

N6 terminal N6 terminal

Figura 2.2: Numeragdo de uma arvore de decisdo

2.3.1.
Formulacao Matematica

Considere x; = (xw ...,xqt)’ € X € R? um vetor que contém ¢ variaveis
explicativas para uma resposta univariada continua y, € R, r=1,...,T. O vetor x;
pode conter lags de y;, no caso de séries temporais, como também varidveis

exogenas. A relacdo entre y, e X, segue um modelo de regressdo da forma

ye = f(xe) + & (2.5)
onde a forma funcional f(.) € desconhecida e ndao had suposi¢des sobre a
distribuicao do termo aleatorio &;.

Para representar matematicamente um modelo complexo de arvore de
regressdo, introduzimos a seguinte notacao. Como mencionado anteriormente, 0
nd raiz estd na posicdo 0 e um nd ancestral na posi¢do j gera um filho do lado
esquerdo na posi¢dao 2j+1 e um filho do lado direito na posicao 2j+2. Cada nd

ancestral tem uma varidvel de transi¢cdo associada Xs;t € X¢, onde s; €S =

{1,2,...,q}. Seja J e T os conjuntos dos indices dos nds ancestrais e dos nds
terminais, respectivamente. Desta forma, a arquitetura completa da 4rvore pode
ser determinada por JJ e T.

Seguindo Lewis and Stevens (1991) um modelo estruturado por arvore com

K folhas € um modelo de particionamento recursivo que aproxima f{.) por uma
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fungdo geral ndo-linear H(x; ) de X, e definida pelo vetor de parametros
1 € R”, onde r € o nimero total de parametros.
Usualmente, H(.) é uma funcdo constante definida por K sub-regides

ki(0),i =1,...,K, de algum dominio K c RY.

K
FOx) ~ HOxi¥) = ) Bili (i 6) 6
i=1
onde
[;(X¢; 0;) = {(1) ii.xt € ki(60)
e

Y = (B, Bk, 01, -, O5)".

A Figura (2.3) é um exemplo de um modelo gerado por uma arvore de
regressao que explica a relacdo entre a varidvel resposta y e um conjunto de duas
varidveis explicativas x; e x; (¢ = 2). Define-se ¢;, j = 0,1,...,N, como o valor limite

da parti¢cdo k; que determinard a inclusdo da observacao na regido.

Regime 2 Regime 3

N6 5 No6 6

Figura 2.3: Exemplo de modelo de arvore de regressdo com 3 regimes
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O modelo final para a arquitetura da Figura (2.3) tem a seguinte forma:

Ve = Bl (xze5 co) + {BsI (X145 ¢2) + Bel1 — 1(x1e; )1} * [1 = 1(x25¢0)]  (2.7)

onde

1, seXxq.; < Cj
I (xs.t; C]) = { sjt J
J 0, cc.
Neste contexto, definimos as sub-regides k;(0),i =1,...,K, da equagdo

(2.6) por hiperplanos ortogonais aos eixos das varidveis de transi¢cao. No caso do

exemplo da Figura (2.3), temos os seguintes hiperplanos:

X2 A

Regime 2 Regime 3

Regime 1

Co X4

Figura 2.4: Hiperplanos que definem os regimes da arvore

Apesar dos modelos estruturados em arvore serem populares ferramentas
para regressdes ndo-paramétricas em dreas como bioestatistica, medicina,
ecologia, em economia, a sua aplicagdo € limitada. No entanto, alguns modelos
econométricos nao-lineares ja propostos na literatura sdo casos especiais de

arvores de regressao.

2.3.2.
Algoritmo de Crescimento

A arquitetura da arvore € definida a partir de um ciclo iterativo que escolhe

um né a cada passo para ser subdividido e gerar mais 2 nds. A cada iteracdo, além
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do né a ser dividido, também ¢ especificada uma varidvel de transicdo e o limiar
desta divisdo (cj). A escolha desta especificacdo visa minimizar a soma dos erros
quadréaticos de previsdo. Para a raiz da arvore (primeira divisdo), a equagdo a ser

minimizada pode ser vista a seguir em (2.8).

T
SEQ(s,) = Z{}’t - [ﬁll(xt; S0, Co) + ﬁz(l — I(x¢; So, Co))]}z (2.8)

Ap0s a especificacdo, estimam-se os parametros dos modelos locais para as
observacdes alocadas dentro dos nés gerados pela divisdo. Esse ciclo se repete até
que nao haja mais ganho em efetuar subdivisdes na arvore.

Com o modelo final estimado, € possivel realizar cortes de algumas folhas,
técnica conhecida como podagem (prunning), a partir de medidas de custo e

complexidade, ou da capacidade preditiva do modelo.
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